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Vorrede. 


Der  vorliegende  zweite  Band  der  dritten  Auflage  meines 
Werkes  enthalt  die  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien 
und  der  Flächen,  und  ich  lasse  wieder  zunächst  die  Vorrede 
zur  ersten  Auflage  (1871)  darüber  sprechen. 

„In  der  Anordnung  der  Lehre  von  den  Curven  und 
Flächen  ist  von  fast  allen  Schriftstellern  das  aus  ganz  andern 
Verhältnissen  entsprungene  Schema  von  Monge  beibehalten 
worden:  Erzeugutigsweise  der  krummen  Flächen,  Tangential- 
ebenen und  Normalen  derselben,  Durchschnitte  der  krummen 
Flächen  mit  Ebenen  und  unter  einander  —  oft  mit  Hinweg- 
lassung  seines  Schlusstheiles  V,  in  welchem  Monge  von  den 
Raumcurven  und  developpabeln  Flächen  und  von  den  Krüm- 
mnngsverhältnissen  der  Flächen  handelt.  Die  Lehre  von  der 
Perspective  und  die  Construction  der  Schatten,  welche  doch  im 
gewöhnlichen  Sinne  ihrem  geometrischen  Kerne  nach  ganz 
aufgeht  in  der  Construction  der  Beröhrungskegel  von  gegebener 
Spitze  und  ihrer  Durchschnitte  mit  den  auffangenden  Flächen, 
bleibt  dann  wie  bei  Monge  noch  ausserhalb  des  Rahmens,  um 
mit  so  ganz  heterogenen  Dingen  wie  Steinschnitt  etc.,  Gno- 
monik,  Zahnräderconstructionen  unter  dem  Titel  „Anwend- 
ungen'* verbunden  zu  werden. 

Meine  Entwickelung  zeigt,  dass  die  einfache  und  organische 
Gliederung  nach  den  Titeln :  „Curven  und  entwickelbare  Flächen, 
krumme  Flächen  im  Allgemeinen  und  Flächen  zweiten  Grades 
insbesondere,  windschiefe  Regelflächen,  Schraubungs-  und  Ro- 
tations-Flächen ohne  alle  Schwierigkeit  durchführbar  ist,  so 
dass  die  darstellende  Geometrie  mit  der  reinennach 
dem  gleichen  Plane  vorgeht  und  ganz  natürlich  da 
in   dieselbe   mündet,    wo   sie  ihre  Aufgabe  beendet 


VI  Vorrede. 

hat.  Mit  den  einfach  unendlichen  Reihen  ebener  Elemente, 
den  die  Kegelflächen  als  Specialfall  einschliessenden  develop- 
pabeln  Flächen  als  Tangentenflächen  räumlicher  Curven^ 
mu8S  begonnen  werden,  weil  es  unerlaubt  ist,  auch  nur  den 
einfachsten  Fall  einer  Durchdringung  zu  behandeln,  ohne  die 
wesentlichen  Charaktere  einer  Raumcurve  und  die  Art  unter- 
sucht zu  haben,  wie  sich  dieselben  in  den  Projectionen  zu 
erkennen  geben;  die  aus  der  Betrachtung  des  geraden  Ereis- 
cylinders  hervorgehende  Schraubenlinie  bietet  ein  erstes 
vortreffliches  Beispiel  für  diese  Lehren,  welche  dann  beim 
Studium  der  Durchdringungscurven  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  ihren  weiteren  Ausbau  finden.  Damit  ist 
die  Untersuchung  der  krummen  Flächen  vorbereitet,  da  die 
beiderlei  Mittel  zu  ihrer  constructiven  Behandlung,  die  auf- 
geschriebenen Gurven  und  die  umgeschriebenen  Developpabeln, 
verfügbar  sind ;  für  die  Flächen  zweiten  Grades  wird  ihre 
erste  Anwendung  gemacht,  alle  die  besten  Methoden  ihrer  con- 
structiven Behandlung  werden  begründet  und  zu  strengen 
Constructionen  aus  den  notl^wendigen  Bestimmungsstücken 
entwickelt,  die  Durchdringungscurven  derselben  werden  als 
gleichartig  und  identisch  mit  den  Durchdringungscurven  der 
Kegel  zweiten  Grades  erkannt  und  das  dualistisch  entsprechende 
Problem  der  gemeinsam  umgeschriebeneu  Developpabeln,  das 
allgemeine  Problem  der  Schatten  bei  solchen  Flächen,  gelöst. 
Die  Theorie  der  windschiefen  Regelflächen  schliesst  sich 
ganz  naturgemäss  an,  die  technisch  vorkommenden  Typen  der- 
selben  geben  vortreffliche  Gelegenheit  zu  ihrer  Entwickelung 
und  Erläuterung;  mit  einer  kurzen  Behandlung  der  Regelflächen 
dritten  Grades  schliesse  ich  sie,  weil  dieselben  sehr  geeignet 
sind,  gewisse  allgemeine  Anschauungen  zu  illustrieren.  Endlich 
erhalten  die  Schraubungs-  und  Rotationsflächen  ihrer 
technischen  Bedeutung  wegen  eine  eigne  eingehende  Behand- 
lung; ich  nehme  dabei  Anlass,  die  sogenannten  Beleuchtungs- 
constructionen  als  Constructionen  umgeschriebener  Develop- 
pabeln, deren  Richtungskegel  coaxiale  Rotationskegel  sind,  zu 
erledigen  und  für  alle  die  betrachteten  Flächen  zu  erklären. 
Ueberall  dringt  die  Behandlung  vor  bis  zu  den  Elementen  der 
Lehre  von  der  Krümmung  der  Flächen,  deren  weitere  Aus- 
führung jedoch  über  den  Plan  meines  Buches  hinausgeht. 


Vorrede.  VIT 

Diese  Anordnung  fördert  mit  mehr  Sicherheit 
als  die  dem  Schema  von  Monge  entsprechende  die 
wissenschaftliche  Durchbildung  der  Raumanschau- 
ung,  weil  sie  eine  bestimmte  wichtige  Raumform  oder  eine 
Gruppe  solcher  Formen  von  wesentlich  gleichen  Charakteren 
im  Zusammenhange  nach  allen  Richtungen  zu  studieren  erlaubt, 
statt  die  verschiedensten  Formen:  Kegel;  Rotationsflächen, 
windschiefe  Regelflächen,  etc.  im  Fluge  nach  einander  vorüber- 
zuführen,.um  nur  z.  B.  die  eine  Frage  nach  der  Tangential- 
ebene bei  gegebenem  Berührungspunkte  zu  erörtern.  Ich  wähle 
dieses  Beispiel,  weil  es  nebenbei  sehr  geeignet  ist,  zu  zeigen, 
dass  das  Princip  dieser  Zusammenordnung  lediglich  ein  formal 
analytisches  der  Geometrie  selbst  vollkommen  fremdes  ist; 
woraus  schon  folgt,  dass  es  unmöglich  sein  wird,  mit  solcher 
Anordnung  eine  auf  sich  selbst  oder  doch  auf  die  Mittel  der 
Geometrie  gestellte  £ntwickelung  zu  vereinigen.  Sicher  ist 
das  sorgfältige  und  zusammenhängende  Studium  des  einen 
Beispiels  der  Schraubenlinie  und  ihrer  developpabeln  Fläche 
für  die  Entwickelung  der  Raumanschauung  werthvoller  und 
erfolgreicher,  als  die  flüchtige  Berührung  vieler  verschiedener 
Beispiele  sein  würde.  Wie  bei  dieser  das  Naheliegendste  über- 
sehen werden  kann,  zeigt  der  Umstand,  dass  der  Selbstdurch- 
dringung oder  Doppelcurve  der  developpabeln  Schraubenfläche 
nirgends  Erwähnung  gethan  ist.  Noch  werthvoller  womöglich 
ist  die  Behandlung  der  Raumcurvb  vierter  Ordnung  erster  Art 
und  der  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  ihr  entsprechenden 
Developpabeln  mit  ihren  involutorischen  Symmetrien;  denn  sie 
umfasst  eine  grosse  Reihe  der  häufigst  vorkommenden  Durch- 
dringungsformen, und  es  ist  nicht  nur  im  allgemeinen  Falle 
fast  unmöglich,  sondern  auch  im  speciellen  Falle  unvortheil- 
haft,  solche  ohne  die  Eenntniss  jener  Symmetriegesetze  con- 
struieren  zu  wollen.  Gleichwohl  ist  eine  derartige  Be- 
handlung nirgends  auch  nur  versucht  worden;  die 
Untersuchung  der  developpabeln  Fläche,  welche  zwei  Kegel- 
schnitten gemeinsam  umgeschrieben  ist,  unter  dem  Gesichts- 
punkte der  Schattenbestimmung  in  dem  grossen  an  trefflichen 
Einzelheiten  so  reichen  Werke  von  de  la  Gournerie  „Traite 
de  geometrie  descriptive"  3  part.  Paris  1860—64(4®.  72  Bogen 
Text  und  150  Tafeln),  das  einzige  Beispiel  einer  Inangriffnahme 


VTII      •  Vorrede. 

dieser  Probleme  in  einem  Werke  über  darstellende  Geometrie, 
ruht  durchaus  auf  analytischer  Basis  und  bleibt  für  den  Un- 
terricht unfruchtbar^  so  lange  man  nicht  die  aualytische  Geo- 
metrie des  Baumes  in  weit  grosserem  Umfange  voraussetzen 
und  unbeschränkt  benutzen  darf. 

Aber  wichtiger  noch  als  der  pädagogische  erscheint  mir 
der  wissenschaftliche  Gewinn  ^  den  diese  ßehandlungsweise 
möglich  macht.  Es  schiene  mir  schon  von  Werth,  wenn  durch 
die  Untersuchungen  der  darstellenden  Geometrie  das  Verstand- 
niss  bezüglicher  Partien  in  y.  Stand t's  Hauptwerk  erleichtert 
würde,  das  wirklich  solcher  Erleichterung  bedarf;  aber  es  ist 
wichtiger,  dass  nun  die  darstellende  Geometrie  die 
natürliche  Einführung  in  die  Geometrie  der  Lage 
ist.  Sie  hat  alle  die  Grundanschauungen  und  Untersuchungs- 
mittel derselben  auf  dem  directesten  Wege  entwickelt  und  ihre 
Fruchtbarkeit  im  Gebiete  des  Darstellbaren  bewährt^  bei  ge- 
reifter und  durchbildeter  Raumanschauung  darf  sie  nun  der 
reinen  Geometrie  die  Weiterführung  derselben  Betrachtungs- 
weise zu  systematischem  Ausbau  und  über  die  Grenzen  des 
Darstellbaren  hinaus  überlassen.'* 

Die  neue  Auflage  hat  zahlreiche  Erweiterungen  erfahren, 
welche  dieser  Vorbereitung  dienen,  ohne  irgendwie  den  prak- 
tischen Zweck  der  darstellenden  Geometrie  aus  den  Augen  zu 
verlieren.  Im  Eingang  werden  die  regelmässigen  Singularitäten 
doppelt  gekrümmter  Curven  und  ihre  Ausdrucksform  in  der 
Darstellung  genauer  betrachtet,  die  z.  B.  die  Unterscheidung 
zwischen  Spitzen  erster  und  zweiter  Art  bei  ebenen  Curven 
begründen  und  zugleich  die  letzteren,  als  durch  Hinzutritt 
einer  Inflexion  zu  den  ersteren  entstanden,  bestimmen.  Für 
die  Querschnitte  und  Durchdringungen  der  Kegelflächen  ist 
die  Bestimmung  der  Bilder  der  Asymptoten  und  der  Asymp- 
toten des  Bildes  vollständiger  entwickelt  worden.  Bei  der  Dar- 
stellung der  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  wurde  die  Verbindungsgerade  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte für  ein  Centrum  von  beliebiger  Lage  benutzt,  um  die 
Disposition  der  Durchdringung  für  die  Unbestimmtheit  dieser 
Geraden  zu  untersuchen.  Die  Theorie  und  Verwendung  des 
gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  oder  der  Spitzen 
der  doppelt  projicierenden  Kegel  ward  noch  eingehender  und 


Vorrede.       *  IX 

vollständiger  entwickelt  als  früher.  Es  ergab  sich  dab^i  eine 
projectivische  Zuordnung  der  Kegelschnitte  des  Buscheis  und 
der  Schaar^  welche  durch  dieselben  zwei  Kegelschnitte  be- 
stimmt sind,  eine  Zuordnung,  welche  später  bei  den  Flächen 
zweiten  Grades  des  Büschels  und  der  Schaar  aus  zwei  gege- 
benen Flächen  sich  wiederholt.  Auch  erhält  man  schon  beim 
Stadium  der  Kegeldurchdringungen  einfache  Constructionen 
für  die  Curveii  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  aus 
zwei  Kegelschnitten,  während  andere  wesentliche  Elemente  der 
Theorie  dieser  Gurven  oder  vielmehr  der  sie  projicierenden 
Kegel  durch  die  Lehre 'vom  Flächenbüschel  zweiten  Grades 
hinzutreten.  Dabei  entspringt  dann  auch  die  entsprechende 
Theorie  der  Gurven^  vierter  und  dritter  Glasse  vom  Geschlechte 
Eins  mit  allen  ihren  Specialfällen  ebenso  aus  der  Betrachtung 
der  Flächenschaar.  Bei  den  Flächen  zweiten  Grades  haben 
auch  die  speciellen  Hyperboloide^  insbesondere  als  Anwendung 
der  üjklographie  die  Netzhjperboloide,  ihre  Querschnitte  und 
Durchdringungen  und  damit  die  Theorie  der  doppelt  berüh- 
renden Kreise  der  Kegelschnitte  Aufnahme  gefunden;  ebenso 
die  Lehre  von  den  Kugeln  und  ihren  linearen  Systemen,  die 
bezüglichen  Anwendungen  der  reciproken  Radien  oder  der 
Inversion  und  die  Geometrie  der  Kreise  auf  der  Kugel,  etc. 

Natürlich  ist  die  Behandlung  der  Durchdringung  und  der 
gemeinsamen  Developpabeln  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
im  allgemeinen  Falle  und  für  alle  Specialfälle  das  sorgfältig 
vorbereitete  Hauptziel  in  diesem  Gebiete  geblieben;  hier  hat 
auch  die  Gesammtheit  der  einen  Kegelschnitt  berührenden 
Kreise  in  der  Anschauung  von  der  developpabeln  Fläche  gleichen 
Fallens  durch  einen  Kegelschnitt  einen  neuen  zusammenfassen- 
den Ausdruck  erhalten,  und  die  Construction  der  durch  neun 
Punkte  bestimmten  Fläche  und  manches  Andere  hat  Aufnahme 
gefunden.  Als  erstes  Beispiel  sind  in  der  Lehre  von  den 
krummen  Flächen  die  topographischen  Flächen  denen  vom 
zweiten  Grade  vorausgeschickt  worden.  Bei  den  windschiefen 
Segelflächen,  die  diesen  folgen,  ist  die  Entwickelung  über  die 
Regelfiächen  dritten  Grades  noch  durch  das  ebenso  einfache 
als  wichtige  Beispiel  des  orthogonalen  Cylindroids  erweitert; 
die  Lehre  von  den  Rotationsflächen  wurde  als  Specialfall  von- 
derjenigen  der  Schraubungsflächeu  behandelt,  ihre  Darstellung 
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in  CeDtralprojection  etwas  eingehender  verfolgt,  u.  s.  w.  Und 
nachdem  vielfach  io  diesem  Bande  die  Methoden  der  Colli- 
neation  und  der  Polar-Reciprocität  Anwendung  gefunden  haben, 
ist  am  Schlüsse  der  Bedeutung  der  Methode  der  reciproken 
Radien  (Inversion)  oder  der  conformen  Modellierung  in  dem  un- 
tersuchten Formengebiete  eine  übersichtliche  Betrachtung  ge- 
widmet worden.  Eine  ziemliche  Anzahl  neuer  Figuren  im  Text 
und  vier  neue  Tafeln  entsprechen  diesen  Erweiterungen,  und  es 
haben  natürlich  dabei  auch  die  methodischen  Neuerungen  ihre 
Verwendung  gefunden,  welche  der  erste  Band  geliefert  hat. 

Wenn  in  einigen  Fällen  dieser  Aufzählung  schon  ersicht- 
lich ist,  dass  ich  auch  früher  Gegebenes  weiter  ausgeführt 
habe,  so  bin  ich  doch  der  Absicht  treu  geblieben,  überall  kurz 
und  gut  auf  die  Entwickeluqg  der  bezüglichen  Raumanschau- 
ung hinzuführen,  anstatt  lange  Constructionsbeschreibungen  zu 
machen,  die  nach  meiner  Ansicht  und  Erfahrung  ungeniessbar 
und  wenig  nütze  sind.  Ich  habe  es  auch  nicht  für  meine 
Aufgabe  gehalten,  jedes  einzelne  Problem  in  allen  seinen 
Fällen  wieder  neu  zu  besprechen,  wie  etwa  den  Schnitt  einer 
Ebene  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  für  alle  speciellen 
Formen  der  letzteren;  auch  in  den  empfohlenen  Uebungsbei- 
spielen  ist  eine  derartige  werthlose  Vollständigkeit  nicht  an- 
gestrebt worden. 

Dagegen  hoffe  ich,  auch  der  schwersten  und  wichtigsten 
Aufgabe  eines  solchen  Buches,  wie  das  meine,  einigermassen 
entsprochen  zu  haben,  der  Aufgabe,  zu  neuen  Arbeiten  und 
Untersuchungen  anzuregen. 

Ich  habe  dabei  auch  in  diesem  Bande  streng  darauf  ge- 
halten, dass  die  einzuführenden  theoretischen  Betrachtungen 
aus  den  unumgänglichen  Constructionsaufgaben  hervorgehen 
und  den  Constructionszwecken  möglichst  direct  dienen.  Die 
Entwickelung  unabhängig  von  der  Rücksicht  auf  Darstellung 
und  Darstellbarkeit  weiter  zu  führen,  bleibt  auch  für  die  hier 
behandelten  Materien  Aufgabe  des  dritten  Bandes;  aber  die 
Nothwendigkeit  dieser  Weiterführung  tritt  schon  hier  überall 
und  besonders  in  der  oben  erwähnten  Schlussbetrachtung  her- 
vor. Ich  wünsche,  gezeigt  zu  haben,  dafs  jene  theoretischen 
Elemente  für  die  Zwecke  der  darstellenden  Geometrie  ausge- 
zeichnet nützlich  sind ;  denn  ich  denke,  dass  ein  Missverhältniss 
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zwischen  Theorie  und  Anwendung,  bei  welchem  die  Anwendung 
mager  bleibt  trotz  einer  Fülle  von  Theorie ,  das  Interesse  für 
die  rein  geometrischen  Entwickelungen  ebenso  wenig  fordern 
kann,  wie  sie  der  darstellenden  Geometrie  dient. 

Wie  sehr  aber  die  darstellende  Geometrie  durch  zwei  Men- 
schenalter hindurch  unter  ihrer  Loslösung  von  dem  doch  aus  ihr 
selbst  entsprungenen  wissenschafflichen  Fortschritt  der  Geo- 
metrie gelitten  hat,  zeigt  sich  vielleicht  an  keinem  ihrer  unum- 
anglichen  Themata  so  deatlich,  wie  an  dem  schon  oben  er- 
wähnten von  der  Construction  der  Durchdringungen  von  Flächen 
speciell  Kegelflächen  zweiten  Grades.  Schon  uro  1750  finden  wir 
bei  Frezier,  dem  Praktiker,  die  sorgfältigsten  Erwägungen  über 
den  Formenwandel  und  die  Classification  dieser  Curven  und  das 
eifrige  Suchen  nach  einer  darüber  Aufschluss  gebenden  Ent- 
deckung. Und  nach  Monge's  grundlegenden  Arbeiten  finden 
wir  schon  1808  bei  Hachette  im  1.  Bd.  der  „Üorrespondence 
sur  Tecole  polytechnique'*  (1804—1808)  p.  368  die  Meinung, 
dass  die  Projectionen  dieser  Curven*  alle  Curven  vierter  Ord- 
nung liefern  mochten,  und  den  Vorsatz,  diese  Bilder,  sowie 
die  Durchdringung  dritter  Ordnung  beim  Vorhandensein  einer 
gemeinsamen  Mantellinie  näher  zu  untersuchen.  Welche  Reihe 
wichtiger  Entdeckungen  lag  in  diesem  Vorsatze  verborgen! 
Wenn  er  nur  ausgeführt  worden  wäre.  Aber  er  ward  nicht 
wieder  berührt,  und  auch,  nachdem  Poncelet's  Entdeckung 
vom  Quadrupel  1822  veröffentlicht  war,  blieb  sie  ohne  alle 
Beachtung  in  der  „praktisch^'  gewordenen  Wissenschaft  der 
descriptiven  Geometrie  und  die  Hachette'schen  Fragen  waren 
▼ergessen.  Lange  schien  es,  als  wenn  diese  Dinge  gar  nichts 
mit  der  darstellenden  Geometrie  zu  thun  hätten,  als  ob  sie 
vielmehr  nur  der  analytischen  und  der. reinen  Geometrie  an- 
gehorten. Ich  habe  jene  Loslosung  niemals  begreifen  können, 
obschon  ich  niemals  übersehen  habe,  dass  die  darstellende  Geo- 
metrie einen  wesentlich  anderen  Standpunkt  der  Betrachtung 
hat  als  die  reine  und  die  analytische.  Eben  weil  ich  diese 
Verschiedenheit  nicht  übersehe,  gebe  ich  auch  jetzt  keine 
erschöpfende  systematische  Erledigung  der  von  flachette  an- 
geregten Fragen  —  das  ist  anderen  Ortes  besser  zu  thun  — , 
aber  die  Wege  sind  gewiesen  und  zur  vollen  Durchführung  ist 
Anregung  genug  geboten.   Alles,  ohne  die  von   der  Darstel- 


lung  und  Anschanung  ausgehenden  Fr^eu  und  Probleme  zu 
verlassen.  Die  Constructionen  der  allgemeinen  ebeueu  Curve 
dritter  Ordnung  aus  projectivischen  iavolutorischeii  BQscfaeln 
mit  sich  selbst  entsprechendem  Scheite Itttrahl  war  mir  stets  — 
am  nur  ein  Beispiel  auszuführen  —  die  Central projection  der 
Durch dringungscurre  von  zwei  Kegeln  zweiten  Gradea  ans 
einem  ihrer  Punkte.  Und  Spitzen,  ßerührungs-  und  Oscula- 
tioDS-Knoten,  Undulationen  u.  s.  w.  der  Curven  vierter  Ordnung 
vom  Geschlechte  Eins  etc.  lassen  steh  darstellend  geometrisch 
so  einfach  hervorbringen  und  erläutern,  wenu  man  nur  die 
Einschränkung  auf  die  orthogonale  Parallelprojectioo  aufgiebt, 
dass  darauf  nicht  wohl  verzichtet  werden  kann. 

Ich  darf  sagen,  dasa  mein  Buch  Zeile  för  Zeile  von  jener 
echten  Praktik  des  Coustructionssaales  dictiert  ist,  die  durch 
Bnken  die  Arbeit  der  zeichnenden  Hand  kürzt  und  wSrzt 
re  Resultate  verschärft.  £s  ist  selbstverständlich,  dass 
:im  längst  nicht  Alles  enthält,  was  im  Constructions- 
im  Platze  ist;  und  anderseits  wieder  viel  mehr  als  in 
einem  Lebrcurs  gegeben  werden  kann  und  darf, 
^e  das  Buch  auch  jetzt  mit  Freundlichkeit  und  mit  Nach- 
regen noch  vorhandene  Mängel  aufgenommen  werden! 
ottingen-ZQrich,  Juni  1884. 

Dr.  WiUi.  Fiedler. 
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24-,  -  37.  Ausführung  mittelst  Benutzung  der  convergenten  Ge- 
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des  ebenen  Querschnittes  des  Rotationskegels  (Ellipse). 

34,  -     61.    Ellipse  und  Hyperbel  als  Focalkegelschnitte. 

36,  -  64.  Der  elliptische  Schnitt  eines  Rotationskegels,  dessen 
Axe  in  XOZ  und  zu.  OZ  parallel  liegt,  durch  eine 
vertical  projicierende  Ebene  und  seine  Abwickelung 
in  die  Tangentialebene  des  Scheitels  A ;  insbesondere 
Construction  der  Infiezionsstellen  der  Abwickelung. 

36,  -      69.    Zur  Bestimmung  der  Veränderung  des  Krümmungs- 

radius einer  Curve  in  Folge  der  Abwickelung. 

37,  -      71.    Zur  Entstehung  der  Inflexionen  in  der  Abwickelung 

von  Curven  mit  developpabeln  Flächen ,  auf  welchen 
sie  liegen. 

38,  -     72.    DieEntstehung  der  Schraubenlinie  als  der  geodätischen 

Linie  des  Rot^tionscylinders. 

39,  -      76.    Die  Tangentenconstruction  der  Schraubenlinie  und  die 

developpable  Flächen  derselben. 

Tafel    I,    -     77.    Axonometrische  Darstellung  der  Schraubenlinie  8  und 

ihrer  developpabeln  Fläche  zur  Veranschaulichung 
ihrer  Doppelcurven  D. 

Fig.    40,    -     78.    Bestimmunff  der  Rückkehrkante  einer  developpabeln 

Schraubenfläche  aus  zweien  ihrer  coazialen  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe. 

41,  -     83.    Orthoffonalprojection  der  Schraubungslinie  bei  schräger 

Lage  der  Axe;  directe  Bestimmung  ihrer  Inflexionen. 

42,  -     86.    Construction  der  Schmiegnngsebenen  der  Schrauben- 

linie durch  einen  gegebenen  Punkt  P  mit  Hilfe  des 
Richtungskegels. 
Tafel  II,    -     89.    Der  Querschnitt   der  developpabeln  Schraubenfläche 
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mit  einer  zweiten  projicierenden  Ebene;  seine  unend- 
lichen  Aeste   und  Asymptoten,    Doppelpunkt«   und 
Buckkehrpunkte . 
Fig,    43,  p.    94.    Die  Abwickelung  der  deyeloppabeln  Schraubenfläche 

und  ihres  ebenen  QuerBchniUes  zwischen  den  Spur- 
eyolventen  eines  Ganges. 

44a,  -  97.  Construction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 
für  ihre  Scheitel. 

44  b,  -  97.  Construction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 
fSr  die  Endpunkte  von  zwei  conjugierten  Durch- 
messern. 

45f  -  101.  Azonometrische  Darstellung  der  Tangenten  t,  der 
Hauptnormalen  n,  der  Binormalen  b,  der  Polarlinien  jp, 
der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  Jfaf,  der  Mit- 
telpunkte der  Schmiegungskugem  K,  und  der  Punkte 
zweier  Evoluten  E,  El*  für  Punkte  einer  ßaumcurve  P. 

46,  -    102.    Dasselbe  für  die  Schraubenlinie  in  orthogonaler  Pa- 

rallelproj  ection . 

47,  -    107.    Zur  Construction  der  Durchdringungscurve  von  zwei 

Kegelflftchen  mittelst  des  Büschels  der  flil&ebenen 
darch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen;  speciell 
Eindringung  ohne  unendliche  Aeste. 

48,  -    108.    Dasselbe,  insbesondere  Durchdringung;  die  Verbind- 

ungsgerade der  scheinbaren  Doppelpunkte  D| ,  D^ . 

49,  -    111.    Schema  zur  Bestimmung  der  unendlichen  Aeste  der 

Curve  und  ihres  Bildes. 

60,  -    117.    Zwei  Orthogonalprojectionen  der  Durcbdringuuffscurve 

von  zwei  Cylindem  zweiten  Grades  mit  einem  Doppel- 
punkt. 

61,  -    118.    Durchdringning  zweier  Kegel  zweiten  Grades,  wenn 

die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  Hegt; 
mit  Knotenpunkt. 

62,  -    119.    Dasselbe,  mit  isoliertem  Doppelpunkt. 

63,  -    120.    Die  Baum  curve  vierter  Ordnung  mit  einem  stationären 

Punkte  als  Durchdrin^ong  von  zwei  Keffeln  zweiten 
Grades  mit  einer  gememsameu  Tangentialebene,  wenn 
die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liest; 
Darstellung  der  Doppelcurve  ihrer  de  veloppabeln  Fl&cne 
und  der  involutonschen  Collineation,  m -welcher  die 
Curve  und  Developpable  sich  selbst  entsprechen. 

64,  •    126.    Zwei   Orthogonalprojectionen   der  cubischen    Ellipse 

(Asymptote  a)  und  ihrer  developpabeln  Fläche;  Hori- 
zontalspur D|  der  letzteren. 
66,    -    129.    Centralprojection  der  cubischen  Parabel;  Fluchtlinie 
Q'tf  und  Spur  &d  ihrer  developpabeln  Fläche. 

66,  -    132.    Zur  Charakteristik  desZasammennangres  zwischen  einer 

Baumcurve  und  ihrer  ebenen  Abbildang. 

67,  -    188.    Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  einer  Baum- 

curve und  dem  ebenen  Querschnitt  ihrer  developpabeln 
Fläche. 

68,  a,  b;   p.  146.    Zur  Entstehung  von   Bäckkehrpunkten  in  der 

Proj ection  einer  Baumcurve.  (Dom-  und  Schnabel- 
Spitze.) 

69,  -    162.    Zur  Construction  der  zwei  letzten  Spitzen  der  dop- 

peltprojicierenden  Kegel  für  die  Durchdringung  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades. 
60,    -    162.    Das  Durchdringun^bild  als  Kegelschnitt  im  Büschel 
der  Spurkegelschmtte ;  sein  Zusammenhang  mit  dem 
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Bilde  der  zugehörigen  Doppelcurve ;  jene  speciell  als 
Kreise  mit  der  Parabel  der  zugehörigen  Scnaar. 

Taf.III,  p.  166  f.  u.  178.  Die  Orthogonalprojectionen  der  Dnrcbdringaug  zweier 

Kegel  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  znXOZ 
parallelen  Hauptebene,  ihre  aoppelt  projicierenden 
Kegel,  die  Horizontalspur  der  Developpabeln  und  die 
Projectionen  ihrer  Doppelcurven.  Die  Gruppen  der 
Curvenpunkte  mit  sich  schneidenden  Tangenten. 
IV,  -  177.  Die  Durchdringung  eines  zu  0  Z  parallelen  Rotations- 
cylinders  mit  einem  Rotationskegel  von  zu  OY  paral- 
leler und  die  des  Cylinders  scnneidender  Axe  nach 
ihren  Symmetrien,  insoesondere  mit  den  beiden  übrigen 
doppeltproiicierenden  Kegeln. 

Fig.    61,    -    191.    Die  Schnittcurve  der  Tangentialebene  einer  krummen 

Fläche  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes 
nach  ihren  drei  wesentlichen  Formen. 

62,  -    193.    Die  topographische  Fläche;  Schnitt  mit  der  Tangen- 

tialebene in  einem  elliptischen  Punkte  Pe  und  in 
einem  hyperbolischen  Punkte  Ph. 

63,  -    198.    Zur  Yeranschaulichung  des  conischen  Punktes   oder 

Doppelpunktes  einer  Fläche. 

64,  a,  b;  p.  204.    Punkt  P  und  Tangentialebene  T  des  einfachen 

und  des  zweifachen  gleichseitigen  Hotationshyperbo- 
loides. 
66,  p.  209.    Schnittpunkte  und  Tangentialebenen  der  gleichseitigen  «  i 

Botationshyperboloide  mit  einer  Geraden.  ' 

66,  -   211.    Weohselsennen  und  Wechselschnitte  zweier  Kreise. 

67,  -    214.    Querschnittsconstruction  für  das  einfache  Rotations- 

hjperboloid:  Methoden  der  Parallelkreise ,  der  Me- 
ridiane und  der  Kehlkreistangentialebenen. 

68,  -    221.    Die  JCegel  im  Büschel  der  ^ichseitig^en  Rotations-  i 

hyperboloide :  Normalen  der  Kegelschnitte.  ' 

69,  -    229.    Einfaches  a)  und  zweifaches  gleichseitiges  Rotations- 

hyperboloid; reeUe  und  rein  imaginäre  rarallelkreise 
des  letzteren  (b  und  c). 

70,  -    231.    Durchdringung  parallelaxi^er  gleichseitiger  Rotations- 

hrperboloide  bei  veränderhcher  Distanz  der  parallelen 
Hauptebenen;  die  kritischen  Distanzen  2c,  te  y  U\  m, 
M*,  t^,  v^  und  die  zugehörigen  Berührungselemente. 

71,  -    252.    Kreis  und  gleichseitige  Hyperbel,   Kugel  und  zwei- 

faches glelcnseitk^es  Rotationshyperboloid  in  centrisch 
inyolutorischer  CoUineation. 

72,  -    262.    Zur  Erläuterung  der  stereographischen  Projection. 

Tafel  y,    -   272  f.  Construction  der  Kreise  auf  einer  Kugel,  welche  drei 

gegebene  Kreise  derselben  —  worunter  einer  rein 
imaj^^när  ist  —  unter  Winkeln  von  vorgeschriebenen 
Cosmuswerthen  schneiden.  Orthogonale  und  stereo- 
graphische Projection. 

-  VI,    -   277 f.  Zwei  Orthogonalprojectionen  des  durch  drei  Gerade  g 

bestimmten  einfachen  Hyperboloides;  die  Construction 
der  ly  insbesondere  die  der  zu  den  gegebenen  g  paral- 
lelen 1  und  das  von  ihnen  mit  jenen  Bestimmte  Paral- 
lelepiped.  Umrisse,  Horizontalspur,  Mittelpunkt  der 
Fläche. 

-  YIl,    -   280.    Die  Centralprojection  des  einfachen  Hyperboloides  zu 

drei  gegebenen  Erzeugenden  g\  Consbruction  der  Er- 
zeufi^enden  Z,  insbesondere  der  zu  den  g  parallelen  1; 
Bestimmung  desjenigen  l,  welches  mit  einem  gege- 
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benen  g  dasselbe  Bild  bat.  Flnchtcnrye,  Spur,  Umriss, 
Mittelpunkt  uod  Asymptotenkegel  der  Fläche. 
^CT-     '^^i  P*  ^^^*    CoDstruction  aller  durch  eine  Gerade  g^  gehenden  Tan- 

gentialebenen  des  einfachen  Hyperboloids  und  ihrer 
lerQhrungBpuDkte  in  dieser  aus  drei  entsprechenden 
Paaren  derselben;  beispielsweise  in  einem  gegebenen 
vierten  und  für  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben. 
74,    -   288.    Erzeugung  des  orthogonalen  Hyperboloides  aus  pro- 
jectivisch  gleichen  Ebenenbüscheln. 
Tftf.VIlI,    -   299  f.  Gonstruction  der  beiden  gemeinschafblichen  Transver- 
salen 2|,  2|  zu  vier  gegebenen  Geraden  ^i,  g^,  g^t  ^ 
oder  der  Schnittpunkte  Ff,  Fm  von  h  mit  dem  Hyper- 
boloid der  ^1,  g^  a^  und  der  Tangentialebenen  8*,  8* 
durch  h  an  dasselbe. 
Fig.    76,    -    801.    Gonstruction  der  Verticalprojectionen  P",  P*"  derjeni- 

fen  Punkte  des  durch  das  wmdschiefe  Vierseit  AB  CD 
estimmten  hyperbolischen  Paraboloids,  welche  eine 
fegebene  Horizontalprojection  P'  haben, 
ur  Erläuterung  der  Beziehungen  von  Pol  P  und  Polar- 
ebene P  in  Bezug  auf  eine  Fl&che  zweiten  Grades  F.. 

77,  -   314.    Das  einfache  Hyperboloid  aus  Ellipse  und  Hyperbel, 

deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
die  Hyperbel  schneidet; 

78,  -   314.    Das  hyperbolische  Paraboloid  aus  Parabel  und  Hy- 

perbel ; 

79,  -    315.    Das  zweifache  Hyperboloid  aus  Ellipse  und  Hyperbel, 

-•         deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
die  Hvperbel  nicht  trifft; 

80,  -    315.    Das  Eliipsoid  aus  Ellipse  und  Ellipse; 

81,  -   315.    Das  elliptische  Paraboloid  aus  Ellipse  und  Parabel  — 

s&mmtlich  axonometrisch. 

Taf.    IX,    -   320, 322.  Gonstruction  des  ebenen  Qaerschnittes  1 ...  6  und  des 

demselben  entsprechenden  Poles  P  für  ein  Eliipsoid, 
welches  durch  arei  conjugierte  Durchmesser  J.J3,  CD 
EF  gegeben  ist. 
X,  -  324.  Selbstschattengrenze  und  Schlagschatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  für  parallele  Lichtstrahlen  von  einem 
zweifachen  Hyperboloid,  dessen  Hauptazen  den  Pro- 
jectionsaxen  parallel  sind,  speciell  die  Scheitelaze 
zu  GZ, 
'     XI,    -   329 f.  Gonstruction  der  Axen  eines  Eltipsoides,  welches  durch 

die  conjugierten  Durchmesser  AB.  CDy  EF  der  zu 
XOY  und  XOZ  respective  parallelen  conjugierten 
Diametralschnitte  gegeben  ist. 

Fig.  82,  -  339.  Das  dreiaxige  Eliipsoid  als  centrisch  collineares  Ab- 
bild der  Kugel;  seine  Ereisschnittsysteme  und  Kreis- 
punkte. Directe  Bestimmung  der  Axen  für  die  Golli- 
nearfigur  eines  Kreises.    (Verffl.  Fig.  88.) 

83,  -   340.    Das  zweifache  Hyperboloid  als  centriscn  collineares 

Abbild  der  Kugel;  Kreisschnittbysteme  und  Kreis- 
pnnkte. 

84,  -    346.    Zur  Anschauung  der  in  zwei  Kegelschnitte  zerfiftUen- 

den  Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
und  der  beiden  durch  sie  gehenden  Kegel.  Axono- 
metrisch. 

85,  -   348.    Zur  Benutzung  der  Hilfsebenen,  deren  Schnitte  mit 

einer  Fläche  zweiten  Grades  kreisförmige  Projectionen 
haben,  für  die  Gonstruction  ihres  ebenen  Querschnitts. 
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Flg.  86,  p.  350.  Construciion  des  Schlaffschattens  im  Innern  einer  ho- 
rizontal begrenzten  honlen  Halbkugel. 

Taf.  XII,    -    353  f.  Die  Symmeurieverhältnisse  derDurcndringung  von  zwei 

concentrischen  Flächen  zweiten  Grades.  Doppelt  pro- 
ücierende  Kegel  der  Curve  und  doppelt  aufgeschrie- 
bene Curven  der  Developpabeln.  Azonometrisch.  Der 
mit  T4e  und  M  in  gerader  Linie  und  symmetrisch 
zum  erstem  Punkt  far  M  als  Centmm  gelegene  Punkt 
T^^  musste  in  der  Figpir  wegbleiben. 

Fig.    87,    -   387.    Die  Focalcurven  und  die  Ereis-Diametralschnitte  des 

dreiazigen  Ellipsoides.    (Azonometrisch.) 

88,  -    404.    Die  Fl&che  der  flachgängigen  Schraube; 

89,  -    405.    Die  Wölbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm. 

90,  -   406.    Das  orthoffonale  Cylindroid. 

91,  -   407.    Das  Kugefoonoid; 

92,  -   408.    Da«  Normalenbnndel ; 

93,  -    409.    Die  Fläche  der  scharfffängigen  Schraube; 

94,  -    410.    Die  Wölbfläche  des  schrien  Durchganges; 

95,  -    411.    Das  Cylindroid  —  sämmtlich  nach  ihrer  li«rzengung  aus 

drei  Leitlinien  azonometrisch  dargestellt. 

-  '96,    -    415.    ZunConstruction  der  Tangentialebenen  und  Berührungs- 

punkte einer  durch  drei  Leitcurven  C7|,  6\,  C^  bestimm- 
ten windschiefen  Regelfläche  längs  einer  Erzeugenden  e. 

97,  -    416.    Die   Tangentialebenen   der  Wölbfläche   des   schiefen 

Durchganges  längs  einer  Erzeugenden. 

98,  -    418.    Darstellung  des  Hyp|erboloide8,  welches  sich  dem  Nor- 

malenbundel  län^  einer  Erzeugenden  l|  anschmiegt  und 
die  grosse  Aze  semer  Leitcurve  zweiten  Grades  enthält. 

99,  -    420.    Zur  Benutzung  des  läng^  einer  Erzeugenden  sich  an- 

schmiegenden gleichseitigen  hyperbolischen  Parabo- 
loiües. 
100,  -  421.  Construction  der  beiden  längs  der  Erzeugenden  l^  an 
eine  scharfgängige  Schraubenfläche  sich  anschmieden- 
den hyperbolischen  Paraboloide,  welche  dieProjections- 
ebenen  XOT  respective  XOZ  zu  Kichtungsebenen 
haben. 

-  101,    -   425.    Das  windschiefe  Flächenelement  und  seine  Parameter. 
102,    -   427.    Darstellung  des  Kugel  couoids,  welches  die  Ebene  XOY 

zurBichtungsebenehat;  insbesondere  seiner  singulären 
Erzeugenden. 

-  103,    -    431.    Construction  des  osculierenden  einfachen  Hyperboloides 

für  eine  Erzeugende  It  der  windschiefen  Segelfläche 
dritten  Grades.   (Fig.  104.) 

-  104,    -    417.    Die  Regelfläche  dritten  Grades  mit  einer  überall  reell 

doppelten  Leitgeraden  in  Centralprojection. 

-  105,    -    448.    Die  Regelfläche  dritten  Grades  mit  einer  doppelten 

Leitgeraden  mit  reellen  Grenzpunkten. 

Taf.  XIII,  -    453  f.  Die    Curve   vierter  Ordnung   zweiter  Art  mit  zwei 

stationären  Tangenten  als  Durchdringung  des  ortho- 
{fonalenCyiindroides  mit  einem  einfachen  Hyperboloid ; 
in  orthogonaler  Parallelprojection  mit  einem  Bilde. 

Fig.  106,    -    457.    Schematische  azonometnsche  Darstellung  einer  Rota- 
tionsfläche zur  üebersicht  des  Znsammenhanges  zwi- 
schen den  erzeugenden  Curven  C,  den  ParaHelkreisen 
P  und  den  Merioianen  M. 
107,    -  .464.    Die  Projectionen  von  Punkten  einer  Rotationsfläche 

aus  Aze  a  und  Meridian  VLxs  bei  Parallelismus  von 
a  und  OZ, 
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Fig.  108,   p.  467.    Construction  der  Tangentialebene  und  Normale  -der 

RotaüonBfläche  in  einem  ihrer  Punkte. 

-  109,    '   468.    Die  Tangentialebene  einer  Schraubungsfläche  in  einem 

ihrer  Punkte. 

-  110,    •    471.    Punkte  und  Tangentialebenen  des  einfachen  Botations- 

hyperboloides  aus  der  Axe  a  und  der  Erzeugenden  e 
durch  Vermittelung  von  Kehlkreis  und  Spurkreis. 

-  111,     •■    476.    Construction  des  ebenen  Querschnittes  einer  Rotations- 

fläche durch  Punkte  und  Tangenten:  Punkte  in  den 
Umrissen,  höchste  und  tiefste  Punkte. 

-  112,    -    478.    DirecteBestimmunc'derAxen  des  ebenen  Querschnittes 

eines  durch  seine  Erzeugende  bestimmten  einfachen 
Rotationshyperboloides. 

-  113,    -   480.    Der  Berührungskeg^l  des  Toms  aus  ff eeebenem  Scheitel; 

seine  Berührungscurve  mit  der  Flä(3ie. 

484.    Ceniralprojection  des  Berührunffskegels  von  gegebener 
Spitze  für  das  Rotationsparaboloid. 
•   486.    Der  Berührungscylinder  der  Rotationsfläche  bei  gege- 
bener Richtung  der  Erzeugenden. 

489.    Directe  Bestimmung  der  Umrisse  einer  Rotationsfläche 
bei  schräger  Axe  m  Paralielprojection;    Grundlage. 


Taf.  XIV, 

Fig. 

114, 

- 

115, 

- 

116, 

- 

117, 

m 

118, 

- 

119, 

- 

120, 

- 

121, 

- 

122, 

Taf. 

XV, 

(Vgl.  Fig.  30.) 
Der  i 


•  490.  Der  parallel-projectivische  Umriss  aus  dem  Meridian 
in  der  projicierenden  Ebene  der  Axe. 

-  492.  Die  Umrisse  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  mit 
zur  Tafel  normaler  Axe. 

-  494.  Construction  der  Umrisslinie  eines  Toms  in  Paraliel- 
projection bei  schräger  Axe  desselben. 

-  503.  Zur  Begründung  der  Beleuchtungsconstructionen  für 
paralleles  Licht:  Kugel,  Rotaüonskegel,  Cylinder. 
Axonometrisch. 

•  504.  CoDsiaruction  der  Intensitätslinien  des  geraden  Kreis- 
cyUnders  bei  verticaler  Axe. 

-  506.  Construction  der  Intensitätslinien  des  geraden  Ereis- 
kegels  bei  verticaler  Axe. 

-  507.  Hilfsconstruction  für  Bestimmung  der  Intensitätslinien 
einer  Rotationsfläche. 

-  508.  Die  Intensitätslinien  des  einfachen  Rotationshyperbo- 
loides;  die  Schlfu^hatten  im  Innern  desselben  und  auf 

die  Projectionsebenen. 

Fig.  123,  -  511.  Zur  Construction  der  Intensitätslinien  der  durch  Schrau- 
bung eines  Kreises  bei  zur  Axe  normaler  Ebene  ent- 
stehenden Fläche. 

Taf.  XVI,   -   512  f.  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  das  Schlangenrohr 

(Seipentine)  nebst  den  Schlasnchatten  der  Fläche  auf 
aie  Projectionsebenen  und  auf  sich  selbst.  Intensitäts- 
linien mit  Doppelpunkten. 

Fig.  124,    -    517.    Directe  Construction  des  Doppelpunktes  Du"»  welchen 

die  zweite  Projection  der  Durcbdringungscurve  einer 
Kugel  mit  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades  zeigt. 

-  125,    -    521.    Zur  Durchdringung  von  zwei  Rotationsflächen  mit  sich 

schneidenden  Axen:  Punkte  und  Tangenten. 

-  126,    -    524.    Zur  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpabeln  für 

zwei  ilotationsflächen  mit  sich  schneidenden  Axen. 

-  127,    •    525.    Zur  Durchdringung  von  Rotationsflächen  mit  sich  kreu- 

zenden Axen:  Punkte  und  Tangenten. 


Berichtigungen  und  Zusätze 
zum  ersten  Bande. 


Seite XXII,  Zeile  9  toxi  unten  lies  Tangenten  statt  Punkten. 
26,     „      8    „    oben      „    e  :r  statt  x :  r. 
47,  2)  Scblnis  föge  bei  (Tafel  VI,  links). 


I» 


»» 


»» 


11 


I» 


72,  zu  6^  füge  bei:  •«] 

Man  erhält  die  Relation  am  Schlüsse  von  5)  geometrisch, 
wenn  man  beide  Büschel  T,  T'  dadurch  in  perspectivische 
Lage  bringt,  dass  man  die  Bechtwinkelstrahlen  r,  r  im  Schei- 
telstrahl vereinigt,  so  dass  also  ^,  q  einander  parallel  sind. 
Das  Paar  a,  a  bestimmt  durch  semen  Schnittpunkt  A  die  per- 
spectivische  Aze  als  rechtwinklig  auf  rr  in  jß.   .Dann  ist 

T'B :  TB  S9  tan  aq  :  cotan  ar  »»  tan  aq  .  tan  ar. 

88,  Zeile  14  von  oben  füge  zu: 

Man  erkennt  die  Construction  des  vierten  harmonischen 
zu  drei  Elementen  (r,  H,  Z  etc.  einer  Reihe  oder  eines  Bü- 
schels in  §  16,  IS  als  Specialfall  der  Construction  des  sechsten 
Elementes  der  Involution  in  14;  X,  X|  in  6r  und  F,  Yx  in  J7 
gedacht. 
91,  Zeile  16  von  unten  füge  hinzu: 

Mit  MFx  »  itCFt  »  f,  MQ'  t^MB^c  hat  man  im  Falle 
a)  gleichstimmiger  Reihen 

und  im  Falle  b)  ungleichstimmiger  Reihen 

(/■+c)(/--c)-ifc«,   f'~±y¥+k*. 

die  Ausdrücke  der  Constructionen  in  Fig.  39. 
122,  Btuch  Zeile  8  von  oben  füge  ein: 

Oder  man  erhält  nach  dem  Satze  vom  rechten  Peripherie- 
winkel zu  drei  Punkten  A,  B,  C  die  drei  diametral  gegen- 
überliegenden A\  B*j  C*  als  Schnitte  der  Perpendikel  zu 
BA,  CA  in  B,  C  resn.;  zu  CB,  AB  in  C,  A;  zu  AC,  BC 
in  Af  B.  Und  damit  oeliebig  viele  andere.  Die  erste  Con- 
struction dient  für  den  Fall,  wo  das  Blatt  nur  ein  flaches 
Segment  fasst. 
148,  8)  Zeile  4  nach  Hyperbel  füge  bei:  die  den  Scheitelstrahl  zum 

Durchmesser  hat. 
148,  8)  am  Schlüsse  fQ^e  bei: 

Ist  aber  der  vierte  Punkt  der  Höhenschnitt  des  Dreiecks 
der  drei  übrigen,   so  HÜlt  der  bekannte  Punkt  der  Pascal- 
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linie  in  den  Mittelpunkt  des  Hilfskreisea  und  der  durch  ihn 
gehende  DurchmesBer  ist  unbestimmt:  Alle  gleichseitigen  Hy- 
perbeln durch  drei  Punkte  gehen  auch  durch  den  Höhen- 
Schnittpunkt  ihres  Dreiecks,  in  Folge  dessen  erhält  man  in 
den  Höhenschnittpunkten  der  70n  innen  gebildeten  Dreiecke 
aus  vier  Punkten  vier  neue  Punkte  der  durch  sie  bestimmten 
gleichseitigen  Hyperbel.  Man  kann  beliebig  viele  Punkte  so 
erhalten 
Seite  162,  Zeile  13  ron  oben  lies  X  als  ü  und  Y'  als  Q\ 

„     170,  unten  füge  bei: 

Man  specialisiere  auch  für  die  Construction  der  Hyperbel 
aus  den  Asymntotenrichtungen  A,  C,  einem  Punkte  ß  der 
Hyperbel  und  mrer  Polinvolution  in  der  Geraden  p, 

„     171,  15)  am  Schlüsse  des  ersten  Absatzes  füge  bei: 

Man  construiere  einen  Kreis  punktweise  aus  einem  seiner 
Punkte  A  und  seiner  elliptischen  Polinyolution  in  der  Ge- 
raden p, 

„     176,  nach  Zeile  9  füge  bei: 

Mit  x=»d  cos  6 ,  3^  B»  d  sin  6  folgt  die  Länge  des  von  a 
um  6  abweichenden  Durchmessers  der  Ellipse  resp.  Hyperbel 


a«  sin«  e  ±  6«  cos«  6 


Ebenso  erhält  man  aus  der  Linien  Coordinatengleichung  die 
Entfernung   der  um  r  von  a  abweichenden  Tangente   vom 

Centrum 

« 

p«  SB  a«  sin«r  ±  ft«  cos«  x . 

„     178,  Zeile  8  von  oben  nach  Involution  setze  die  Verweisung  (§  24,2). 

„     179,     „     9    „    unten  lies  Bd.  II,  $  43. 

„     180,  16)  am  Schlüsse  füge  hinzu: 

Wenn  insbesondere  AB  und  CD  die  Axen  der  Ellipse  K 
sind,  so  liefert  ihre  Construction  als  affine  Curve  zu  dem  über 
^J3  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K'  den  Satz:  Für 
einen  ^lipsenpunkt  P  entstehen  auf  der  Parallele  zum  Radius 
MP'  des  entsprechenden  Punktes  im  Kreise  K'  bis  zur  grossen 
und  kleinen  Axe  der  Ellipse  die  Abschnitte  h  und  a  von  den 
Länffen  der  kleinen  und  gössen  Halbaxe.  Oder  die  Ellipse 
ist  me  Bahn  eines  Punktes  m  einer  Linie  von  constanter  Länge, 
deren  Endpunkte  zwei  feste  zu  einander  rechtwinklige  Gerfuie 
durchlaufen. 

„     191,  Zeile  2  von  oben  lies  II,  §  16,8. 

„     201,     „      1    ,,    unten,  fQge  ein: 

oder  aus  Brennpunkt  und  Tangente  mit  Berührungsnunkt. 
Die  directe  Construction  nach  der  Seite  171  oben  entwickelten 
Regel  liefert  die  Sälse  wieder:  Die  Directrix  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  rechtwinkliger  Tangentenpaare  der  Parabel;  die 
Scheiteltanffente  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Perpendikel  vom 
Brennpunkt  auf  die  Tangenten ;  der  Scheitel  die  Mitte  zwi- 
schen Brennpunkt  und  Directrix. 

„     213,  Zeüe  18  von  oben  lies  orthogonale. 

y,     218,      „       4    „    unten  lies  -|-  2r£:  cos  tf. 

„     231,  nach  Zeile  19  von  oben  füge  bei: 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  mit 
einer  geraden  Linie  kann  man  als  Doppelpunkte  der  ver 
einigten  proiectivischen  Reihen  erhalten,  die  seine  erzeugenden 
Ebenenbüscnel  auf  jener  ausschneiden.  Die  Tangentialebenen 
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desselben  durch  einen  Punkt  sind  die  Doppelebenen  der  yer- 
einigten  projectivischen  Ebenenbüschel ,  welche  seine  erzeu- 
genden Strahlenbüschel  an  jenem  bestimmen. 
Seite  262,  vor  Zeile  4  von  unten  als 

8)  Das  gleichseitige  Rotationshyperboloid  und  seine  Schei- 
telberührun^kugel  —  §  (36«)  —  sind  in  involutorischer  Cen- 
tralcoUineation  mit  einander  für  jeden  Scheitel  des  ersten  und 
seine  Tangentialebene  im  andern  Scheitel  als  Centrum  und 
Ebene  der  CoUineation  resp.  (Vergl.  II,  §  33,8.) 
,,  253,  Zeile  11  von  unten  lies  §  22,  a. 
„     255,  als* erstes  Beisp.  setze: 

Für  jede  Parallelprojection  ist  F'  :  JP^^A,  weü  A  =  SA' :  SA 
ist  und  die  zu  s  parallelen  Strecken  gleiche  Länge  haben. 
„     259,  Zeile  21  von  oben  füge  bei: 

Aber  die  drei  ColBneationsebenen  Sj,  8t,  8,  müssen  alle 
Punkte  gemein  haben  oder  sich  decken,  wenn  €|,  ^^  ^  drei 
verschiedene  Punkte  sind.  Denn  man  findet  A^  aus  Aj.  A^ 
als  Schnitt  der  Geraden  ^,^t>  -^t^i;  ^l^o  ^^^^  ^^^  ^  c^b 
in  83  gelegen  oder  als  P,,  Pj  &uch  P,  mit  i)im  vereinigt  ist 
oder  derselbe  Punkt  auch  zu  S|,  8,  gehört. 

Die  dualistische  Uebersetzung  des  Beweises  (siehe  S.  112  f.) 
liefert  den  Satz:  Wenn  von  drei  räumlichen  Systemen 
je  zwei  mit  einander  für  dasselbe  Centrum  colli- 
near  sind,  so  gehen  ihre  drei  Collineationsebenen 
durch  eine  Gerade. 

Ebenda  Zeile  17  von  unten  streiche  die  Worte:  einen  Punkt 
und  „      16    „         „      setze  dual  statt  umgekehrt. 

„     283,  Zeile  7  von  oben  lies  OZ  statt  0», 
„     286,  nach  9)  schalte  ein: 

Man  bestimme  die  Lage  derjenigen  Parallelogramme  in 
einer  durch   zwei   Gerade   bestimmten   Ebene,   welche   zwei 
rechteckige  Projectionen  haben. 
„     328,  Zeile  12  von  unten  lies  Y^Z^  statt  X|Z|. 

„        „         »,    cos*  ^9  :  cos'  fix  :  cos'  ßy . 

„    oben     „    unterbleiben  statt  unerürtert  bleiben. 

„    unten  schalte  ein  nach  —  perspectivische  240. 

„    oben  nach  Kreisbüschel  156  f. 

„       „         t»     157  statt  127. 
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Seite    37,  Zeile    2  von  unten  lies  dieses  statt  diese. 
„       46,      „       4    ,,        ,,      schalte  als  Beispiel  16  zu  §  6  ein. 

Fflr  L  als  Kegelschnitt  entspringen  aus  der  Verbindung 
mit  I,  §  33, 13 f.,  181  die  nützlichen  Sätze:  Die  entsprechenden 
Punkte  zu  den  Polen  der  Geffenaxen  r«'  und  r  in  Bezug  auf 
V  in  der  CoUineation  M\  8.  qv\  sind  der  Mittelpunkt  des 
Querschnittbildes  und  das  Bild  des  Qnerschnittmittelpunktes 
respective;  der  letzte  ist  also  zugleich  der  Pol  von  qj  in 
Bezuff  auf  das  Bild  E'. 

Man  verfolge  diese  Sätze  durch  ihre  Specialf&lle  und  ver- 
binde sie  mit  I,  §  30,  5 f. 
,,       56,  Zeile  21  von  unten  lies  (&{B% 

y,       60  setze  zu  8)  am  Schlüsse  die  Verweisung  hinzu  auf  §  69,6. 
y,       78,  Zeile    6  von  unten.    Das  Gitat  meint  §  (7)  in  Bd.  I. 
„     118,      „     12    „    oben  lies  stationäre  Ebene  der  Durchdringung. 
„      124,      „       9    ^,    unten.    Das  Citat  meint  §  (36*)  in  Bd.  I. 
y,     127.  Ueberschnffc  lies  Hyperbolische  Parabel  und  Parabel, 
y,     145.  Ffige  nach  2]  ein 

8*)  Die  Protection  aus  einem  Punkte  der  stationären  Ebene, 
welcher  nicht  in  der  zugehörigen  Tangente  liegt,  zeigt  die 
vierpunktige  Berührung  mit  der  entsprechenden  Tangente  wie 
Fig.  58^  welche  man  als  ündulation  benennt, 
y,      148.  Füge  nach  *1Q)  hinzu 

*16i»)  Für  die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  erhält  man  im  all^meinen  Falle  (aB-16)  aus 
Punkten  der  Schnittlinie  von  zwei  stationären  Ebenen  Bilder 
mit  zwei  Ündulationen  und  aus  den  Schnittpunkten  von  drei 
solchen  Ebenen,  welche  nicht  in  eine  Kegelspitze  fallen,  Bilder 
mit  drei  Ündulationen.  Wenn  die  Durchdringung  einen 
stationären  Punkt  hat,  so  ist  wegen  «  >»  l  (§  23,  m4^  nur  mög- 
lich, Bilder  mit  einer  Ündulation  zu  erzeugen.  Wie  im  Falle 
des  Doppelpunktes  (a  s»  4)? 

Die  Undulationstangente  schneidet  die  Curve  nicht  weiter 
und  repräsentiert  eine  Doppeltangente  und  zwei  benachbarte 
Inflexionstuigenten . 
201,  Zeile  11  von  oben,  Seite  293,  Zeile  16  von  unten,  Seite  300, 

l)  Zeile  5  und  3)  Zeile  1  lies  Vierseit. 
211   füge  zu  8)  am  Schlüsse  bei:  Vergl.  §  25,8. 
224,  Zeile  3  von  oben  lies  vergl.  7). 
240,     „      9    „     unten  lies  31  statt  91. 
240,     „    18    „        „        „    und  statt  in  den. 
299,     „      3    „    oben  fehlt  nach  Ueberblick  p.  112  f. 
348,  15).    Nach  Zeile  8  sollte  es  noch  heissen:  Für  jeden  anderen 
Punkt  der  Botationsaxe  enthält  das  Polamjstem  nur  ein  Bü- 
schel von  orthogonalen  Strahlen  und  Ebenen,  wie  das  Bündel 


n 
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der  Dnrchmesser  und  conjugierten  Diametralebenen  eines  Ro- 
tationekegels. 

Sodann  füge  man  p.  344  zu  19)  am  Schluase  des  ersten 
Absatzes  die  Antworte  Weisung  hinzu:  Die  zugehörigen  Polar- 
systeme im  BQndel  enthalten  nur  je  ein  Büschel  von  Strahlen, 
denen  ihre  Normalebenen  entsprechen,  nämlich  das  Büschel 
in  der  jeweiligen  Meridianebene.   Von  derselben  Art  sind  die 
Polarsysteme  um  die  Punkte  der  Botationsaxe ,  den  Durch- 
messerbüscheln der  zugehörigen  Parallelkreise  entsprechen  die 
zu  ihnen  normalen  Mendianebenen.  (Vergl.  vorher  15.)  (Zusatz.) 
(Vergl.  §  42,6.) 
Seite  353,  Zeile  19  von  unten  lies  und  die  specielle  so,  dass  die. 
862,     „       6    „c       „        „    §  26. 
368.  Füge  nach  28)  bei 

28*)  Eine  Gerade  bestimmt  mit  den  flächen  des  Büschels 
eine  Involution  von  Schnittpuuktepaaren  und  wird  daher  in 
den  Doppelpunkten  derselben  von  zwei  Flächen  des  Büschels 
berührt    (Vergl.  §  42,  S4.) 

Eine  Bisekante  der  gemeinsamen  Cur  Fe  hat  mit  allen 
Flächen  des  Büschels  dieselben  zwei  Punkte  gemein.  Sie  trä^ 
für  alle  dieselbe  Involution  harmonischer  Pole,  weil  jene  die 
Doppelpui^te  derselben  sein  müssen;  für  eine  Tangente  ist 
diese  Involution  parabolisch. 
„     380.  Füge  zu  10)  hinzu 

Eine  Gerade  bestimmt  mit  den  Flächen  der  Schaar  eine 
Involution  von  Tangentialebenenpaaren  und  wird  daher  in 
den  Doppelebenen  derselben  von  zwei  Flächen  der  S<^aar 
berührt    (Vergl.  §  42,  m.) 

Eine  Bitangente  der  gemeinsamen  Developpabeln  hat 
mit  allen  Flächen  der  Schaar  dieselben  zwei  Tangentialebenen 

femein.    Sie  trä^  für  alle  dieselbe  Involution  barmonischer 
'olarebenen,  weil  jene  die  Doppelebenen  derselben  sind;  für 
eine  Erzeugende  ist  dieselbe  parabolisch. 
„     387,  Zeile  8  von  oben  füge  nach  Differenz,  den  Beweis  ein  wie  folgt: 
*         Ein  Punkt  (Xf,  y«,  0)  der  Ellipse  hat  von  dem  Punkte 
(±Xt,  0,  ±  ^)  ^^^  Hyperbel  die  Distanz  d,  für  welche  man 
erhält 

Für  zwei  Punkte  P,  P'  desselben  Astes  der  Hyperbel  ist 
also  die  Differenz,  für  zwei  Punkte  verschiedener  Aeste  der- 
selben die  Summe  ihrer  Distanzen  d^  tC  von  irgend  einem 
Punkte  der  Ellipse  constant;  denn  man  hat  resp. 

d  —  d  ^BXt'-—Xt  —  ^Xt+    -«i'=*--(«i'— Ä^), 

c  es 

d  +  cT  —  «Ä|  —  —iB,  +( -^-iB,'  —  fia;,)=  ^-  (xt'  —  Xf). 

Analog  für  einen  beweglichen  Punkt  der  Hyperbel  und 
zwei  feste  Punkte  der  Ellipse;  die  Differenz  der  Distanzen  ist 
constant  und  zwar  positiv  für  den  einen  und  negativ  für  den 
andern  Ast  der  Hyperbel.  Vergleiche  die  Schlussbetrachtung 
p.  529  f.    Für  die  Parabel  hat  man  constante  Differenz  der 
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Distanzen  für  zwei  feste  Punkte  von  jedem  beliebigen  Punkte 
ihrer  Focalparabel. 
Seite  387,  Zeile  6  von  unten  füge  ein  als 

25*)  Mit  at^kb  und  für  unendlich  abnehmendes  b  erhält 
man  für  die  Focalhyperbel  von  der  unendlich  kleinen  Ellipse 

das  Linienpaar 

«•  —  (*•-  l)jB«  — 0; 

und  für  die  Focalellipse  der  Hyperbel  von  der*Hauptaxe  Null 

X*  —  k^y^  =  0 

die  unendlich  kleine  Ellipse 

a;t  +  (1  +  k*)  gt  «  0. 

Es  entspricht  den  Focalstrahlen  des  Kegels.    (I ,  p.  233  f.) 
388,  Zeile  18  von  oben  füge  bei:   Für  die  Kegel  zweiten  Grades 
verffL  den  Ueberblick  zum  Abschnitt  6  in  Bd.  I,  p.  233  f  be- 
züglich der  Focalstrahlen. 

388,  27)  Zeile  17  von  unten  soll  citiert  sein  §  69, 9  f. 

389,  29)  „  3  nach  ;  setze  ein:  ihre  zugehörigen  Tangenten 
bilden  die  Axen  dieser  Ke^el.    Sie  durchschneiden  daher  etc. 

389,  Zeile  8  von  oben  füse  hmzu:  Allgemein,  auch  abgesehen 
von  der  Realität  des  Serührungskegels  gilt  die  Charakteristik 
der  zugehörigen  Polarsysteme ,  dass  sie  ein  Büschel  von 
Strahlen  enthalten,  deren  entsprechende  Ebenen  zu  ihnen 
normal  sind.    (Vergl.  §  43.15  und  19  Zusatz.) 

397,  Zeile    2  von  unten  setze  das  Citat  bei  (§  47,  30). 

419,       „      9     „        „      lies  7)  statt  5). 

453,       „     10    „        „        ,,    Tafel  XIII. 

457,  unten  füge  hinzu:  Die  Punkte  ausser  der  Axe,  in  denen  die 
beiden  Hälften  eines  Meridianes  einander  schneiden,  beschreiben 
Doppelparallelkreise  der  Fläche,  die  in  der  Axe  erzeugen 
conische  Punkte  derselben;  ebenso  entstehen  aus  den  Dop- 
peltangenten des  Gesammtmeridianes  Doppel-Parallei- 
kreis-Berührungskegel  resp.  singulare  längs  eines  Pa- 
rallelkreises berührende  Tangentialebenen. 
„     459,  Zeile  7  von  oben  lies  §  51. 
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Die  daxstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 

mit  der  Geometrie  der  Lage. 


Zweiter  Theil. 

Darstellencle  Gteometrie  der  krummen  Linien  und  Fl&ohen. 

A«    Ton  den  Corren  und  den  entwickelbaren  Flächen« 

1.  Das  Studium  der  Eegelschnitte  hat  zunächst  für  Cur- 
ven,  die  in  einer  Ebene  liegen,  die  gleiche  Wichtigkeit  zweier 
Erzeugungsweisen  und  der  daraus  entspringenden  Eigen- 
schaften gezeigt:  Der  Erzeugung  als  Ort  eines  gesetzmässig 
bewegten  Punktes  und  der  Erzeugung  als  Umhüllende  oder 
Enyeloppe  einer  gesetzmässig  bewegten  Geraden,  und  in  Folge 
dessen  der  Eigenschaften  der  Punkte  und  der  Tangenten 
der  Curven.  Diese  Elemente  sind  nach  I  p.  113  und  §  34 
mit  einander  verbunden  durch  die  reciproken  Definitionen: 

Die  Tangente  einer  Curve  Der  Punkt  einer  Curve  als 
als  Ort  eines  bewegten  Punk-  Enveloppe  einer  bewegten  Ge- 
tes  ist  die  gerade  Yerbindungs-  raden  ist  der  Schnittpunkt  von 
linie  von  zwei  unendlich  nahe  zwei  unendlich  nahe  benach- 
benachbarten  Lagen  desselben,  harten  Lagen  derselben.  Oder: 
Oder:  Wenn  eine  Gerade  sich  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer 
um  einen  festen  Punkt  der  festen  Tangente  der  Curve  so 
Curve  so  dreht^  dass  einer  von  bewegt,  dass  eine  von  den 
den  Punkten^  die  sie  ausser  ihm  Tangenten,  die  ausser  ihr  noch 
noch  mit  derselben  gemein  hat,  von  ihm  an  die  Curve  gehen, 
sich  jenem  unbegrenzt  nähert,  sich  ihr  unbegrenzt  nähert,  so 
so  ist  die  Grenzlage  dieser  ist  die  Grenzlage  dieser  Be- 
Bewegung die  Tangente  der  wegung  der  Berührungspunkt 
Curve  in  diesem  Punkte.  der  Curve  in  dieser  Tangente. 

Jfi edler,  darsteUende  Geometrie.    II.    3.  Aufl.  1 


2  XI.    Gurren  und  Flehen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    1, 

Mit  dieeeu  Arten  der  Erzeugung  der  ebenen  Curven  als 
Enveloppe  und  als  Ort  sind  folgende  regelmässige  Singu- 
laritäten naturgemäsa  verbunden: 

Der  erzeugende  Punkt  kann  Die  erzeugende  Gerade  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals)  zweimal,  (oder  auch  mehrmals) 
durch  denselben  Punkt  der  mit  derselben  Geraden  der 
Ebene  hindurch  gehen  und  die-  Ebene  zusammen  fallen  und 
ser  heisst  dann  ein  Doppel-  diese  heisst  dann  eine  Dop- 
punkt  (vielfacher  Punkt)  der  pel-  (vielfache)  Tangente 
Curve  (Fig.  1  a).  Der  er-  der  Curve  (Fig.  1  b).  Die 
zeugende  Punkt  gelangt  im  erzeugende  Gerade  gelangt  im 
Allgemeinen  das  erstemal  zum  Allgemeinen  das  erstemal  zur 
Doppelpunkt  von  einem  andern  Doppeltangente  von  einer  an- 
Naclibarpunkte  aus  als  das  dern  Nachbargeraden  aus  als 
zweitemal,  d.  b.  die  Curve  das  zweitemal,  d.h.  die  Curve 
besitzt  im  Doppelpunkt  besitzt  in  der  Doppeltan- 
oder Knoten  zwei  ver-  gente  zwei  verschiedene 
sehiedene  Tangeuten.  Berährungspunkte. 


Wenn  aber  der  zweite  Durch- 
gang   unmittelbar    nach   dem 
ersten    stattfindet,    und    der 
Punkt,  von  welchem  aus  der 
beschreibende  Punkt  zum  Dop- 
pelpunkt gdangt,  der  nämliche 
ist,   wie  der,   zu  dem  hin   er 
)   geht,   so  nennt 
unkt  insbesondere 
:kehr-,    Cuspi- 
stationären 
,  1  b.  d). 


Wenn  aber  das  zweite  Zu- 
sammenfallen unmittelbar  nach 
dem  ersten  stattfindet,  und  die 
Gerade,  von  welcher  aus  die 
beschreibende  Gerade  zur  Dop- 
peltangente gelangt,  die  näm- 
liche ist,  wie  die,  zu  der  hin 
sie  von  ihr  aus  gebt,  so  nennt 
man  diese  Tangente  insbeson- 
dere eine  Wende-,  I  n  f  1  e- 
xions-  oder  stationäre 
Tangente  (Fig.  Ic). 


Curven  in  der  Ebene;  ihre  Singularitäten.     1. 


Für  die  Unterscheidung  von  b  und  d  und  die  Verbindung 
mit  a  giebt  §  2,  6,  7  bei  Untersuchung  der  doppelt  ge- 
krümmten Curven  Anlass  und  Aufschluss;  man  sieht  schon 
hier^  dass  der  Fall  d)  die  Vereinigung  eines  stationären  Punktes 
wie  in  b)  mit  einer  stationären  Tangente  wie  in  c)  bildet. 
Bein  äusserlich  kann  die  Form  der  Spitze  in  b)  von  der  Form 
d)  als  die  Dornspitze  von  der  Schnabelspitze  unter- 
schieden werden. 

Die  Benennung  als  stationäre  Elemente  beruht  auf 
folgender  Anschauung: 


Die  erzeugende  Gerade  dreht 
sich  mit  einer  gewissen  ver- 
änderlichen Geschwindigkeit, 
indess  der  Berührungspunkt  in 
ihr  gleichförmig  fortschreitet^ 
von  einer  ihrer  Lagen  zur  näch- 
sten unendlich  wenig.  Wird 
nun  die  Geschwindigkeit  ihrer 
Drehung  in  irgend  einem  Mo- 
mente  Null  und  ändert  sie  dann 
der  Stetigkeit  gemäss  den  Sinn 
der  Drehung,  so  ist  die  ent- 
sprechende Tangente  eine  sta- 
tionäre Tangente  und  der 
ihr  entsprechende  Berührungs- 
punkt der  zugehörige  Wende- 
punkt. 


Der  erzeugende  Punkt  schrei- 
tet mit  einer  gewissen  veränder- 
lichen Geschwindigkeit  in  der 
Tangente  fort;  indess  diese 
gleichförmig  ihre  Richtung  än- 
dert, von  einer  seiner  Lagen 
zur  nächsten  unendlich  wenig. 
Wird  die  Geschwindigkeit  sei- 
nes Fortschreitens  in  irgend 
einem  Momente  Null  und  ändert 
er  dann  der  Stetigkeit  gemäss 
den  Sinn  der  Bewegung  in  der 
Tangente,  so  ist  der  entspre- 
chende Punkt  ein  stationä- 
rer Punkt  und  die  entspre- 
chende Tangente  die  zugehö- 
rige Rückkehrtangente. 

Stationäre  Punkte  und  stationäre  Tangenten,  Doppel- 
punkte und  Doppeltangenten  fasst  man  etwa  zusammen  als 
die  regelgemässen  oder  auch  als  die  einfachen  Singularitäten 
der  ebenen  Curve;  wobei  die  letztere  Bezeichnung  erinnert, 
dass  nur  die  in  a),  b),  c)  Fig.  1  gezeichneten  Formen  gemeint 
sind,  während  der  Fall  in  d)  schon  eine  zusammengesetzte  Singu- 
larität repräsentiert.  Wir  werden  die  darstellend  geometrischen 
Hauptaufgaben  zur  Bildung  zusammengesetzter  Singularitäten 
von  selbst  hinführen  sehen  (siehe  §  2,  5  f.  und  weiterhin  be- 
sonders §  26)  und  erwähnen  dieselben  daher  hier  noch  nicht. 

Wenn  das  Bewegungsgesetz  des  Punktes  respective  der 


4  II.   Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.   1. 

Tangente  algebraisch,  d.  i.  durch  eine  Gleichung  von  be- 
stimmtem Grade  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  oder 
der  Tangente  ausdrückbar,  ist  (algebraische  Guryen),  so 
ist  die  Zahl  der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden 
ihrer  Ebene,  respective  die  Zahl  der  Tangenten,  die 
sie  mit  einem  Punkte  ihrer  Ebene  gemein  haben 
kann,  begrenzt,  oder  wenn  man  nicht  nur  die  reellen  sondern 
auch  die  nicht  reellen  Lösungen  ihrer  Gleichungen  und  der 
bezüglichen  linearen  Gleichungen  zählt,  bestimmt,  nämlich 
dem  Grade  der  Gleichung  der  Curve  in  Punkt-  oder  Linien- 
Coordinaten  gleich;  man  nennt  diese  Zahl  die  Ordnung  fi, 
respective  die  Glasse  v  der  Curve*). 

Diese  analytische  Betrachtungsweise  (vergl.  Band III  d.W.) 
führt  dann  auch  auf  die  Existenz  von  isolierten  Punkten, 
d.  i.  von  Doppelpunkten,  durch  die  nur  zwei  nicht  reelle  Curven- 
äste  mit  nicht  reellen  Tangenten  gehen ;  etc.  Wir  werden  der 
geometrischen  Entstehung  solcher  Elemente  bei  der  Betrachtung 
der  Flächen  und  zuerst  in  §  20  begegnen. 

Der  Kreis,  welchen  ein  Punkt  der  Curve  mit  dem  vor- 
hergehenden und  dem  nächstfolgenden  Nachbarpunkte  der- 
selben bestimmt,  heisst  der  Erümmungskreis  der  Curve 
für  diesen  Punkt  (vergl.  I,  §  35).  Er  geht  für  die  Inflexions- 
stellen  der  Curve  in  die  entsprechende  Inflexionstangente 
selbst  über,  als  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Halbmesser; 
zugleich  wechselt  er  also  beim  Durchgang  durch  jene  sein 
Zeichen,  im  Inflexionspunkte  wechselt  Convexität  und  Con- 
cavität  der  Curve  für  die  Betrachtung  von  derselben  Seite. 


*)  Zugleich  bestehen  zwischen  den  Zahlen  fi,  v  und  den  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  d,  der  Doppeltangenten  z,  der  Rückkehrpnnkte  x,  der 
Inflexionstangenten  i  Relationen,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  die 
Plücker'schen  Formeln  nennt;  wir  geben  sie  in  der  sich  leicht  ein- 
prägenden Form 

i;  =  j:t(^  — 1)  — 2d  — 3x,  fA  =  «^(v  — 1)  —  2r  — 3t,  i  — x  «SCf  —  fi). 

Höchst  wichtig  hat  sich  neueren  Untersuchungen  die  Zahl 
(g  -  1)  (fi>  -  2)       ^  (v  -  1)  (y  -  2)       ^ 

erwiesen,  nach  welcher  man  die  Curven  in  Geschlechter  theilt  —  nach 
den  AbeVschen  Integralen,  welche  ihnen  entsprechen.  Alle  diese  Formeln 
können  hier  zunächst  nur  erläutert,  aber  nicht  entwickelt  werden. 


Carven  in  der  Ebene:  Näherunga-Constructionen,   1, 


Die  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  für  die  aufeinander 
folgenden  Curvenpunkte  bilden  die  Evolute  der  Curve. 
(Vergl.  I,  §  34,  8  und  §  35,  8.) 

1)  Wenn  das  geometrische  Gesetz  einer  Curve  nicht  bekannt 
und  keine  Construction  ihrer  Tangente  anzugeben  ist,  aber  die  Curve 
gezeichnet  vorliegt,  so  soll  man  a)  für  eine  gegebene  Tangente  den 
Berührungspunkt,  b)  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve  die 
Tangente,  c)  für  einen  solchen  Punkt  den  Krümmungskreis  be- 
stimmen, d)  die  Normale  zur  Curve  von  einem  gegebenen  Punkte 
ausser  ihr  construieren. 

a)  Man  ziehe  (Fig.  2)  zur  Tangente  parallel  und  ihr  sehr 
nahe  Secanten,  lege  durch  die  Enden  A^  B  von  jeder  derselben  Paral- 
lelen von  entgegengesetztem  Sinn,  die  man  ihr  selbst  (oder  einem 


Kg.  2. 


ng.  3. 


bestimmten  Theile  von  ihr)  gleich  macht;  die  durch  die  Reihe  der  so 
erhaltenen  Endpunkte  bestimmte  Curve  muss  durch  den  Berührungs- 
punkt P  gehen. 

b)  Man  beschreibe  (Fig.  3)  aus  dem  Punkte  T  als  Centrum 
einen  Kreis  K  und  ziehe  durch  T  Gerade,  welche  in  der  Nähe 
die  Curve  zum  zweitenmale  schneiden  und  zwar  auf  der  einen 
Seite  nach  A^  B^  .  .  . ,  auf  der  an- 
dern nach  Ä^ y  B*y  •  .  .  ^  markiere 
aber  Überdies  ihre  Schnittpunktpaare 


A,,B 


1  > 


A  * 


.  mit  dem  Kreise 


K\  man  trage  dann  die  Längen  TA^ 

TBy  .  .  .  von  ^, ,  ^, ,  .  .  .  auf  die 

Geraden  nach  T  hin   und  ebenso 

J^*,    TB*,   ...  von  ^i*,   B*, 

.  .  .  auf  die  entsprechenden  Geraden 

von  7*  weg  auf  und  verbinde   die 

Endpunkte  ^j  i  •  •  m  ^2*  *  -  *  durch 

eine  Curve;  dieselbe  schneidet   den  Kreis  K  in  einem  Punkte  der 

Tangente  von  T. 

c)  Man  zeichne  (Fig.  4)  die  Normale  der  Curve  in  T  als  recht- 


6  II,   Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    1. 

winklig  zur  beztiglichen  Tangente;  lege  dann  von  T  aus  Sehnen 
der  Curve  nach  A^  J?,  .  .  .  einerseits  und  A*  ^  B*  ^  ...  ander- 
seits, verlängere  ihre  senkrechten  Halbierungslinien  bis  zur  Nor- 
male in  T  und  trage  auf  doi*t  zu  dieser  errichtete  Perpendikel  die 
Längen  TA^  .. .  TA* ,  .  .  .  zur  einen  und  zur  andern  Seite  auf; 
die  Curve  der  so  erhaltenen  Punkte  schneidet  die  Normale  im  Erüm- 
mungsmittelpunkte. 

d)  Die  Normale  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  kann  durch 
ihren  Fusspunkt  N  in  der  Curve  ermittelt  werden  (Fig.  ö),  indem 
man  denselben  als  der  Curve  mit  einer  andern  Curve  gemeinsam 
charakterisiert,  welche  durch  die  Fusspunkte  der  Normalen  von  P 
auf  die  Tangenten  von  jener  hindurchgeht.  Sie  sind  Berührungs- 
^j    g  punkte  von  beiden.    Als  Schnittpunkte  er- 

hält man  sie,  wenn  man  die  Abstände  von 
/•  Berührungspunkt   und  Normalenfusspunkt 

in  der  Tangente  je  nach  ihrem  Sinne  in 
der  Normale  von  P  zur  Tangente  vom  Fuss- 
punkt in  der  letztem  aus  abträgt.  Diese 
Curve  geht  auch  durch  P. 

2)  Der    Krümmungskreis    durchsetzt 
die    Curve    in   seinem   Berührungspunkte; 

Ns^       die  Wendetangente   zeigt  damit  den  Cha- 
rakter des  Erümmungskreises. 

3)  Die  Curve  erster  Ordnung  ist  die 
gerade  Linie  und  sie  ist  von  der  Classe  Null;  die  Curve  erster 
Classe  und  nullter  Ordnung  ist  der  Punkt.  Der  Eegelschnitt  ist 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe ,  wie  wir  geometrisch  im  ersten 
Bande  gesehen  haben.  Hat  die  Curve  zweiter  Ordnung  einen  Doppel- 
punkt, so  besteht  sie  aus  zwei  Geraden  und  ist  von  der  Classe 
Null.  Hat  die  Curve  zweiter  Classe  eine  Doppeltangente,  so  zer- 
fällt sie  in  zwei  Punkte  und  ist  von  der  Ordnung  Null.  Die  Eegel- 
schnitte  können  weder  einen  stationären  Punkt  noch  eine  statio- 
näre Tangente  haben.     Dies  sind  auch  Folgerungen  aus 

V  ssB  2  —  2d  —  3x     resp.  aus     fi  =  2  —  2t  —  3*. 

4)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  einen 
Doppelpunkt  oder  einen  Rückkehrpunkt  haben;  sie  ist  dann  von 
der  vierten  respective  dritten  Classe.  Sie  lässt  keine  Doppeltangente 
zu,  weil  diese  vier  Punkte  mit  ihr  gemein  hätte ;  also  ist  im  ersten 
Falle  die  Zahl  der  Inflexionstangenten  ^  =  3,  im  letzten  &  =  1. 
Denn  v«=6  — 2d— 3x,  3  =  i/(v— 1)  —  3t,  t  — x  =  3v— 9 
geben 


a 
b 


)fürd=l,  x  =  0,  v  =  4,  t  =  3; 

i)für(J  =  0,  3c=l,  i;  =  3,  t=l. 

Dazu  tritt 

c)  für  J  =  0 ,  jc  =  0 ,  V  «=  6 ,  t  =  9. 


Cnrven  in  der  Ebene:  Ihre  Projectionen.   2.  ^ 

Wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  zwei  oder  drei  Doppel- 
punkte haben  soll,  so  kann  sie  nur  die  Vereinigung  von  Kegel- 
schnitt und  Gerade  oder  die  von  drei  Geraden  sein.  Für  jü  «^  3 
und  d  «=  2  oder  «=»  3  erhält  man  r  =  2  und  v  =  0  respective, 
d.  h.  an  diese  Curven  gehen  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  nur 
zwei  oder  keine  Tangenten.  Die  Vereinigung  eines  Punktes  mit 
einer  Curve  zweiter  Classe  kann  als  Curve  dritter  Classe  mit  zwei 
Doppeltangenten  sowie  ein  Punktepaar  als  Curve  zweiter  Classe 
mit  einer  Doppeltangente  angesehen  werden.  Diesen  zusammen- 
gesetzten Curven  von  einer  bestimmten  Ordnung  stellt  man 
die  einfachen  Curven  jeder  Ordnung  gegenüber,  für  welche 
die  Zahl  der  singulären  Punkte  nicht  ^  (f*  —  1)  (f*  —  2)  übersteigt. 

5)  Eine  Curve  der  Ordnung  fi  hat  im  Allgemeinen  fi  unendlich 
ferne  Punkte  und  demgemäss  (i  nach  diesen  hingehende  unend- 
liche Aeste,  dazu  auch  ft  Asymptoten  als  die  zugehörigen 
Tangenten;  dieselben  können  in  Paaren  nicht  reell  sein. 

6)  Jeder  Berührung  der  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden ihrer  Ebene  entspricht  ein  parabolischer  Ast  derselben. 

7)  Jede  Projection  (und  ebenso  jedes  Belief)  einer  ebenen 
Curve  ist  eine  Curve  derselben  Ordnung  und  Classe  und  mit  den- 
selben Singularitäten,  wie  sie  selbst;  die  Projection  eines  Doppel- 
punktes ist  ein  Doppelpunkt  der  Projection,  etc.  Für  jede  Paral- 
lelprojection  sind  auch  die  Projectionen  der  Asymptoten  die 
Asymptoten  der  Projection.  Wie  gestaltet  sich  dies  für  eine  cen- 
trale Projection?     (Vergl.  §  26  in  I  und  §  5  unten.) 

8)  Man  bilde  die  Centralprojection  einer  Curve  mit  den  ein- 
fachen Singularitäten,  wenn  a)  die  Gegenaze  einen  einfachen 
oder  doppelten  Punkt,  einen  stationären  Punkt  oder  einen  Wende- 
punkt enthält;  sodann  wenn  b)  die  Gegenaze  von  ihr  in  einem 
einfachen  oder  doppelten  Punkte^  in  einem  stationären  Punkte  oder 
in  einem  Wendepunkte  berührt  wird;  endlich  c)  wenn  sie  mit  einer 
Doppeltangente  zusammenfällt  oder  wenn  sie  nur  den  einen  Berüh- 
rungspunkt einer  solchen  enthält.  Man  erkennt  dabei  z.  B.,  dass  eine 
Asymptote  zugleich  Inflezionstangente  ist,  wenn  beide  Aeste  der 
Curve  sich  ihr  auf  derselben  Seite  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne  unbegrenzt  nähern;  Tangente  in  einem  Bückkehrpunkte  wie 
in  Fig.  1  b ,  oder  wie  in  Fig.  1  d ,  wenn  beide  Aeste  der  Curve 
sich  ihr  in  demselben  Sinne  auf  entgegengesetzten  Seiten  oder  auf 
derselben  Seite  unbegrenzt  nähern.  Man  bilde  Begeln  für  die 
Fälle  ^  wo  die  unendlich  ferne  Gerade  Inflezionstangente  und  wo 
sie  Tangente  in  einem  Bückkehrpunkte  der  ersten  oder  iweiten 
Art  ist. 

2.    Fassen  wir  eine  nicht  ebene  Curve  (gewundene, 

doppelt  gekrümrate  Curve,   Raumcurve)  zunächst  als 

den  Ort  eines  bewegten  Punktes  P  auf,  so  liefern  die  geraden 

Verbindungslinien  der  aufeinander  folgenden  unendlich  nahe 


I 


8 
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benachbarten  Lagen  P,  P^j  P^j  P^y  .  -  •  desselben,  d.  h.  die 
Geraden  PP^,  A^2>  ^2^3;  ^3^4  >  •••  ^^®  Tangenten  der 
Curve  in  i^,  P^,  P^^  P^,  . . .  (Fig.  6)  und  die  Verbindungsebenen 
von   je    zwei   aufeinander   folgenden    Tangenten   PP^ ,    ^\P^\ 

P1P2}  ^2^5  ^2^3>  ^3-^4»  •  •  •  ^^^^  ^^^  J^  ^^®^  ^^^  einander 
folgenden  Punkten  PPiP2y  PxP^^^z  j  -^2^8^4 ;  •  •  •  die  Schmie- 
gungsebenen  oder  Osculationsebenen  der  Curye.  Die 
zwischen  den  bezüglichen  Nachbartangenten  in  diesen  Ebenen 
gelegenen  Flächenstreifen  oder  unendlich  kleinen  Winkel  nennt 
man  Conti ngenzwinkel  und  die  zwischen  den  benachbarten 
Schmiegungsebenen  gelegenen  ebenso  Torsionswinkel.  Jene 
Flächenstreifen  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  eine  Fläche ,  die 
man  die  developpable  Fläche  oder  die  Tangentenfläche 
der  Curve  nennt;  entwickelbar  oder  developpabel,  weil 
sie  oflfenbar  durch  successive  Ueberführung  jedes  dieser  Streifen 
in  die  Ebene  des  folgenden  und  mit  diesem  in  die  des  dritten, 
vierten  etc.   ohne  Trennung  des  Zusammenhangs  und  ebenso 

Fig.  6. 


ohne  Faltung  in  eine  Ebene  übergeführt  werden  kann.  Eine 
Biegung  oder  Transformation  in  andere  developpable  Flächen 
ist  auf  demselben  Wege  möglich  oder  kann  indirect  durch  die 
Entwicklung  in  die  Ebene  und  Rückbiegung  vermittelt  werden. 
Darin  liegt  auch  die  Construction  eines  Modells,  wenn  man 
nur  beachtet,  dass  die  Entwicklung  in  die  Ebene  die  lieber- 
einanderlegung  zweier  Blätter  der  Fläche  zur  Folge  hat^  die 
in  der  Curve  der  Pi  zusammenhängen.    (Vergl.  §  16.) 

Die  Tangenten  der  Raumcurve  werden  als  Mantellinien 
oder  erzeugende  Gerade  und  die  Schmiegungsebenen  der- 
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selben  als  Tangentialebenen  der  developpabeln  Fläche 
benannt;  und  die  letztere  Benennung  hat  ihren  Grund  darin, 
dass  jede  Gerade  in  einer  solchen  Schmiegungsebene  zwei  un- 
endUch  nahe  Nachbarpunkte,  nämlich  ihre  Schnittpunkte  mit 
den  beiden  benachbarten  Mantellinien  derselben,  mit  der  Fläche 
gemein  hat,  d.  h.  als  Tangente  derselben  zu  betrachten  ist. 
Die  Tangenten  der  developpabeln  Fläche  in  allen  Punkten  einer 
Erzeugenden  erfüllen  die  zugehörige  Schmiegungsebene  der 
ßaumcurve;  man  sagt  daher,  dieselbe  berührt  die  deve- 
loppable  Fläche  in  allen  Punkten  dies  er  Er  zeugen  den. 

Sonach  erzeugt  die  Bewegung  eines  Punktes,  bei 
welcher  derselbe  aus  jeder  seiner  Lagen  in  eine  einzige  be- 
stimmte nächstfolgende  d.  i.  von  ihr  unendlich  wenig  ab- 
weichende Lage  übergeht,  dieBaumcurve  als  Ort,  die  Be- 
wegung einer  Ebene,  die  aus  jeder  ihrer  Lagen  in  eine  be- 
stimmte einzige  nächstfolgende  Lage  übergeht,  die  develop- 
pable  Fläche  als  Enveloppe.  Im  ersten  Falle  geben  die 
Yerbindungsgeraden  benachbarter  Punkte,  im  letzten  Falle 
die  Durchschnittsgeraden  benachbarter  Ebenen  die  Tangenten 
der  Curve  und  die  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche;  die 
Gurve  hat  dort  die  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nachbar- 
punkten zu  Schmiegungsebenen  und  hier  die  Durchschnitts- 
punkte von  je  drei  Nachbarschmiegungsebenen  zu  Punkten. 

Denken  wir  die  Schmiegungsebene  in  einer  Anfangslage 
mit  der  zugehörigen  Tangente  und  dem  entsprechenden  Punkte 
der  Curve,  so  entspricht  der  Drehung  dieser  Ebene  um  die 
Tangente  um  ein  Element  ri  die  Drehung  der  Tangente  in 
ihr  um  den  Berührungspunkt  um  ein  Element  6  und  das  Fort- 
rücken des  Punktes  in  dieser  um  ein  Element  s,  und  umge- 
kehrt der  Bewegung  des  letztern  die  Bewegungen  der  ersteren. 
Es  ist  leicht,  diese  Bewegungen  darzustellen,  wir  wollen  beispiels- 
weise annehmen,  axouometrisch  durch  Bild  und  Grundriss  oder 
central.  Es  seien  /*,  Pj,  /'j;  •  •  •  wie  in  Fig.  6  die  aufeinander  fol- 
genden Lagen  des  bewegten  Punktes,  t  oder  PP^ ,  /,  oder  Pj  P^ , 
^2 . .  die  der  bewegten  Geraden  und  8  oder  PP^  P^  und  it^,  8, 
oder  PxP^P^  i^nd  h^2}  ®2  ^'  s.  w.  die  der  bewegten  Ebene,  so 
denken  wir  zunächst  alle  drei  Bewegungen  ohne  Stillstand  und 
Sinnänderung  und  erhalten  als  Bilder  resp.  als  Bild  der  Curve  den 
Ort  der  Pi ,  P/  oder  die  Enveloppe  der  /,• ,  U  und  als  Spur  der 
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developpabeln  Fläche  ihrer  Tangenten  in  der  Ebene  JSTO  Fresp. 
der  Bildebene  den  Ort  der  Darchstosspunkte  der  U  oder  die 
Enveloppe  der  Spuren  der  S,-,  beides  Curvenbogen  ohne  Singu- 
laritäten, wie  in  Fig.  7  a  und  b  die  Spur  und  in  Fig.  7  c  das 
Bild  sind ;  wenigstens  so  lange  bei  den  gedachten  Bewegungen 
weder  der  Punkt  noch  die  Tangente  oder  Schmiegungsebene 
der  Curve  durch  das  angenommene  Projectionscentrum  hin- 
durchgehen. Von  diesen  beiden  Curven  soll  als  Bild  und 
Spur  der  Raum  curve  und  resp.  ihrer  Tangen  tenfläche  weiterhin 
kurz  gesprochen  werden. 

Wir  können  nun  der  Reihe  nach  1)  den  Punkt  -P,  2)  die 
Ebene  S,  3)  die  Gerade  i  in  ihrer  Bewegung  stationär  werden 
und  umkehren  lassen,  ohne  die  Gleichmässigkeit  der  Bewegungen 
von  t  und  8,  resp.  P  und  t  und  endlich  P  und  S  gestört  zu 
denken  und  bilden  damit  die  Anschauung  der  natürlichen  Singu- 
laritäten des  betrachteten  Gebildes^  die  als  stationärer  Punkte 
stationäre  Ebene  und  stationäre  Tangente  oder  Er- 
zeugende respective  zu  benennen  sind.  Dieselben  sind  der 
Reihe  nach  in  Fig.  7  a,  b  und  c  zur  Anschauung  gebracht  — 
wobei  es  freisteht;  diese  Figuren  als  centrale  oder  als  Parallel- 
projectionen  näher  zu  bestimmen. 


Man  sieht;  dieselben  liefern  die  einfachen  Regeln:  1)  Das 
Bild  des  stationären  Punktes  ist  ein  stationärer  Punkt  des 
Bildes;  in  der  Spur  markiert  sich  derselbe  nicht.  2)  Die 
Spur  der  stationären  Ebene  ist  eine  stationäre  Tangente  der 
Spur;  im  Bilde  markiert  sich  dieselbe  nicht.  3)  Das  Bild 
der  stationären  Tangente  ist  eine  stationäre  Tangente  des 
Bildes  und  ihr  Durchstosspunkt  zugleich  ein  stationärer  Punkt 
in  der  Spur.  Man  kann  sagen,  dass  beim  stationären  Punkt 
zwei   benachbarte  Punkte  sich  decken   und  drei  benachbarte 
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Tangenten  und  vier  benachbarte  Schmiegungsebenen  durch 
ihn  gehen;  dass  bei  der  stationären  Ebene  zwei  benachbarte 
Schmiegungsebenen  sich  decken  und  drei  benachbarte  Tangenten 
und  vier  benachbarte  Punkte  der  Curve  in  ihr  liegen;  sowie 
endlich  bei  der  stationären  Tangente  zwei  benachbarte  Tangenten 
zusammenfallen;  während  zugleich  drei  benachbarte  Punkte  in 
ihr  liegen  und  drei  benachbarte  Schmiegungsebenen  durch  sie 
gehen.  Wir  verweisen  auf  die  Combinationen  dieser  einfachen 
Singularitäten  an  derselben  Stelle  oder  im  gleichen  Moment 
der  Bewegung  unter  den  Beispielen  und  bemerken,  dass  die 
später  zu  betrachtenden  Gonstructionen  stationäre  Ebenen  und 
stationäre  Punke  darbieten ,  indess  die  stationäre  Erzeugende 
bei  denselben  nicht  begegnet.     (Vgl.  jedoch  §  59.) 

Doppelpunkte,  etc.  erscheinen  nicht  als  regelmässige  Singu- 
laritäten der  Baumcurven ;  ebenso  wenig  doppelte  Schmiegungs- 
ebenen oder  doppelte  Tangenten.  Aber  wir  können  von  der 
Darstellung  eines  Doppelpunktes  und  einer  Doppeltangential- 
oder  Doppelschmiegungs- Ebene  aus  die  Anschauung  eines  statio- 
nären Punktes  und  einer  stationären  Ebene  verdeutlichen.  Gehen 
durch  den  Doppelpunkt  P  die  zwei  Zweige  der  Curve  mit  den 
Nachbarpunkten  P^^  P^  der  eine  und  i\*,  P^  der  andere,  so 
sind  P^P,  P^PiiQ  Tangenten  und  P1P2P,  Pi*P2*Pdie  Schmie- 
gungsebenen für  denselben.  Dem  Zusammenfallen  der  Tangenten 
P2P,  P^P  entspricht  der  stationäre  Punkt. 

Die  Doppeltangentialebene  wird  ebenso  zur  stationären 
Ebene,  wenn  die  beiden  Erzeugenden,  längs  deren  sie  berührt, 
zu  Nachbarn  in  der  developpabeln  Fläche  werden.  Ebenso 
kann  aus  der  zweifachen  Erzeugenden  oder  Tangente  die  sta- 
tionäre abgeleitet  werden. 

Behalten  wir  den  Begriff  des  Krümmungskreises  bei,  wie 
er  für  ebene  Curven  festgesetzt  ist,  d.  h.  als  des  Kreises  durch 
drei  benachbarte  Punkte  der  Curve,  so  fügen  wir  doch  hier 
naturgemäss  den  weitern  Begriff  einer  Schmiegungskugel 
hinzu,  d.  h.  der  Kugel  durch  vier  aufeinander  folgende  un- 
endlich nahe  Punkte  der  Curve.  Für  die  stationären  Elemente 
wird  sie  zum  Punkt,  respective  zur  Ebene,  oder  jener  zum 
Punkte  resp.  zur  Geraden. 

Zu  eingehenderer  Betrachtung  der  Baumcurven  soll  uns 
ihr  Auftreten  in  bestimmten  Fällen  führen.    (§§  12  f.,  18  f.) 
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Die  Eutwickelung  der  developpabeln  Flächen  in 
eine  Ebe&e  werden  wir  als  eine  technisch  wichtige  Opera- 
tion —  Herstellung  von  Schablonen  —  weiterhin  bei  den 
Beispielen  von  technischem  Werthe  genau  betrachten  und 
schicken  hier  nur  das  Allgemeine  darüber  voraus.  Dieselbe 
wird,  wie  schon  oben  gesagt  ist,  vollzogen,  indem  man  die 
aufeinander  folgenden  ebenen  Flächenstreifen  ii^,  t^t^y  t^i^^ 
etc.,  tn^itn  ohne  Zerreissung  oder  Faltung  in  eine  Ebene 
bringt;  man  dreht  die  Ebene  tt^  um  i^  bis  zum  Zusammen- 
fallen mit  der  folgenden  t^t^  um  den  sehr  kleinen  Winkel  17, 
indem  man  t  mitnimmt,  so  dass  nun  die  Gontingenzwinkel  1t^ 

und  ^1^2  ^^^^  ^  ^^^  ^1  ^^  ^^^  Ebene  S,  vereinigt  sind; 
hierauf  dreht  man  die  s  unter  Mitnehmen  dieser  Elemente 
um  /j  ^^^  ^^^  ^^^^  kleinen  Winkel  iq^  in  die  Ebene  ^2^3; 
wo  dann  9,  G,,  82  an  einander  liegen,  und  fährt  so  fort, 
bis  zuletzt  nach  einer  Drehung  um  i^n-s  die  sämmtlichen  vor- 
hergehenden Gontingenzwinkelstreifen  mit  dem  letzten  tn~itn 
oder  8n— 1  in  seiner  Ebene  S»_i  vereinigt  sind.  Bei  dieser 
Operation  werden  also  weder  die  Bogenlängen  s  oder  PPx, 
Sy  oder  P^P^y  ...  ^n-i  oder  -P„_iP„,  noch  die  Gontingenz- 
winkel 6,  G| ,  ...  9n~i  verändert,  während  sänmitliche  Tor- 
sionswinkel rii  verschwinden. 

Die  darstellende  Geometrie  vollzieht  zur  graphischen  Be- 
handlung der  Gurven  und  ihrer  entwickelbaren  oder  Tangenten- 
flächen noch  zwei  andere  Operationen,  die  mit  der  der  Ent- 
wicklung eine  geschlossene  Gruppe  bilden,  indem  bei  der 
einen  die  6  und  ri  erhalten  bleiben  unter  Verschwinden  der 
8  und  bei  der  andern  die  s  und  17  unter  Verschwinden  der 
6.  Sie  benennt  jene  als  die  Gonstruction  des  Bichtungs- 
kegels  der  entwickelbaren  Fläche,  und  diese  unter  aus- 
schliesslicher Betonung  des  praktischen  Hauptzieles  als  die 
Rectification  derGurve.  Für  die  erste  ist  ersichtlich,  dass 
die  Parallelverschiebung  aller  aufeinander  folgenden  Tangenten 
der  Gurve  an  einen  ihrer  Punkte  —  oder  auch  an  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  —  zu  ihr  führt  und  dass  damit 
auch  die  Parallelverschiebung  aller  Schmiegungsebenen  an  den- 
selben Punkt  vollzogen  ist.  Jene  bilden  den  Richtungskegel 
als  aufeinander  folgende  Mantellinien,  diese  als  aufeinander 
folgende  Tangentialebenen  (vergl.  den  folgenden  §  3),   d.  h. 
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derselbe  entsteht  dort  als  Ort  und  hier  als  Enveloppe.  Alle 
Punkte  der  Curve  sind  so  zu  sagen  in  seinem  Mittelpunkte 
oder  seiner  Spitze  concentriert^  die  s  also  verschwunden^ 
während  die  Grössen  der  8  und  rj  unverändert  geblieben 
sind.  Wir  werden  weiterhin  (§  17)  auch  zur  Rectification  ge- 
langen und  uns  überzeugen,  dass  bei  dieser  Operation  unter 
Erhaltung  der  s  und  der  97  die  6  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden. 

Wir  verweisen  auf  die  Beispiele  und  bemerken  hier  nur  noch 
den  dualistischen  Charakter  der  drei  Operationen 
nach  ihrem  Wesen:  Die  Entwickelung  vereinigt  alle  Punkte  und 
Tangenten  der  Curve  in  einer  Ebene,  die  Construction  des 
Richtungskegels  alle  Schmiegungsebenen  und  Tangenten  an 
einem  Punkte,  und  die  Rectification  alle  Punkte  der  Curve 
in  eine  gerade  Reihe  und  zugleich  alle  Schmiegungsebenen  der- 
selben in  dem  zugehörigen  Ebenenbüschel.  Denn  damit  wird 
klar,  dass  andere  Operationen  von  gleicher  Bedeu- 
tung nicht  existieren  können. 

Zugleich  sind  wir  nach  den  vorausgegangenen  Erörterungen 
über  ebene  Curven  im  Allgemeinen  und  denen  über  Kegelschnitte 
und  Kegel  zweiten  Grades  im  ersten  Bande  (vergl.  §§  24  f.  und 
p.  229  f.)  auf  die  graphische  Untersuchung  der  allgemeinen  Ke- 
gelflächen als  nächsten  Gegenstand  der  Untersuchung  gewiesen. 

1)  Soll  eine  Fläche  developpabel  sein,  so  muss  sie  durch  die 
Bewegung  einer  Geraden  entstehen  können,  welche  in  jeder  ihrer 
Lagen  von  der  nächstfolgenden  Lage  geschnitten   wird;  am  ein-^ 
fachsten  wird  dieser  Bedingung  genügt^  wenn  die  erzeugende  Ge- 
rade sich  um  einen  festen  Punkt  dreht. 

2^  Die  developpable  Fläche  einer  ebenen  Curve  ist  ihre  Ebene. 

3)  Die  Projection  der  Tangente  einer  Baumcurve  ist  die  Tan- 
gente ihrer  Projection  in  der  gleichnamigen  Projection  ihres  Be- 
rührungspunktes. Wenn  die  Horizontal-  imd  Yertical-Projection 
der  Curve  R\  B"  gegeben  sind,  so  erhält  man  aus  der  Hori- 
zontalprojection  P'  eines  Punktes  ihrer  Tangentenfläche  die  Yerti- 
calprojection;  man  verzeichnet  eine  durch  P'  gehende  Tangente 
von  Ä',  bestimmt  die  Verticalprojection  7"'  ihres  Berührungs- 
punktes T'  auf  B" y  zieht  in  ihr  an  B"  die  Tangente  und  erhält 
auf  ihr  die  Verticalprojection  von  P.  Man  erläutere  die  Mehr- 
deutigkeit der  Bestimmung  an  einer  graphischen  Durchführung. 

Man  erhält  auch  im  gleichen  Falle  die  Durcbschnittspunkte 
/>!  der  Curve  mit  einer  gegebenen  Ebene  E  durch  die  Punkte  D/' 
ihrer  Verticalprojection  Ä",    in  welcher  diese   von  der  Vertical- 
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projection  R" e  derjenigen  Carve   in  der  Ebene  E  getroffen  wird, 
die  die  Horizontalprojection  R'  hat. 

4)  Die  Scbmiegimgsebene  der  Baumcurve  ist  die  Tangential- 
ebene der  developpabeln  Fläche  längs  der  zugehörigen  Tangente 
der  Curve;  die  dem  Punkte  P  der  Curve  entsprechende  enthält 
also  die  Tangente  i  der  Curve  in  P  und  die  Tangente  derjenigen 
Curve  im  Durchstosspunkt  Si  von  i^  welche  die  gleichnamigen 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Baumcurve  in  den  vor  V 
liegenden  und  den  nach  P  folgenden  Punkten  enthält. 

5)  Wenn  in  demselben  Momente  die  Bewegungen  des  Punk- 
tes P  und  der  Schmiegungsebene  S  stationär  werden,  so 
muss  nach  der  Begel  1)  im  Texte  das  Bild  des  stationären  Punk- 
tes ein  stationärer  Punkt  im  Bilde  und  zugleich  nach  der  Begel  2)  der 

Fig.  8. 


Piff.  9. 


Durchstosspunkt  der  zugehörigen  Tangente  ein  Inflexionspunkt  in 
der  Spur  sein  —  wie  in  Fig.  8  a. 

6)  Wenn  zugleich  die  Bewegungen  des  Punktes  P  und  der 

Tangente  i  stationär  werden,  so 
muss  nach  den  Bigeln  1)  und  3) 
das  Bild  einen  stationären  Punkt 
und  eine  stationäre  Tangente  und 
im  Durchstosspunkt  derselben  die 
Spur  einen  stationären  Punkt  haben; 
das  Bild  zeigt  eine  Spitze  von  der 
in  Fig.  1  d  skizzierten  Form  oder 
eine  Schnabel  spitze ,  die  Spitze  der 
Spur  ist  von  der  Form  in  1  b  oder 
eine  Dornspitze.  In  Fig.  8  b  haben 
wir  den  Fall  dargestellt. 

7)  Wenn  die  Bewegungen  der 
Tangente    t    und    der    Schmie- 
gungsebene   8   gleichzeitig  sta- 
tionär  werden ;    so  muss  nach  den  Begeln   2)  und  3),    wie  es 


EegelflächeD:  Punkte,  Erzeugeude,  Tangentialebenen.   3.         15 

Fig.  8  c  zeigt,  das  Bild  eine  Inflf^xion  und  im  Durchstosspunkt  der 
zugehörigen  Tangente  die  Spur  eine  Schnabelspitze  d.  h.  Spitze  und 
Inflexion  besitzen. 

8)  Wenn  endlich  alle  drei  Bewegungen  in  demselben 
Momente  stationär  werden,  so  bietet  das  Bild  der  Curye  eine 
Schnabelspitze  und  im  Durchstosspunkt  der  zugehörigen  Tangente 
auch  die  Spur  eine  Schnabelspitze  dar,  wie  in  Fig.  9. 

9)  Von  den  stationären  Elementen  der  Curve  und  ihrer  Tan- 
gentenfläche  bleiben  bei  der  Abwickelung  der  stationäre  Punkt 
und  die  stationäre  Erzeugende  als  Spitze  und  Inflexion  erhalten, 
am  Bichtungskegol  die  stationäre  Schmiegungsebene  und  die  statio- 
näre Erzeugende  als  Inflexionstangentialebene  und  Rückkehrerzeu- 
gende; und  bei  der  Bectification  der  stationäre  Punkt  und  die 
stationäre  Ebene.  Die  entwickelte  Curve  zeigt  im  Allgemeinen 
auch  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten,  der  Richtungskegel  dop- 
pelte Erzeugende  und  Doppeltangentialebenen,  den  Erörterungen 
des  §  1  entsprechend.  Man  erörtere  die  Besonderheiten  der  ab- 
gewickelten Curve  und  des  Richtungskegels  in  den  unter  5)  bis  8) 
aufgeführten  Fällen  der  an  einerlei  Stelle  zusammentretenden  ein- 
fachen Singularitäten. 

10)  Derjenige  Kreis  der  Schmiegungskugel^  welcher  in  der 
zugehörigen  Schmiegungsebene  liegt  ^  ist  der  entsprechende  ErtLm- 
mungkreis  der  Curve. 

11)  Projicirt  man  central  oder  parallel  eine  Raumcurve  auf  die 
Schmiegungsebene  eines  ihrer  Punkte  P,  so  hat  diese  Projection  für 
den  Punkt  P  denselben  Erümmungskreis  wie  die  gegebene  Curve. 

12)  Die  Krümmungsradien  einer  gewundenen  Curve  ändern  sich 
bei  der  Entwickelung  derselben  mit  ihrer  developpablen  Fläche  nicht. 

3.  Die  einfachste  Art  eine  developpable  Fläche  hervor- 
zubringen; besteht  nach  dem  Vorigen  darin,  dass  man  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  festen  Punkt  drehen  und 
zugleich  längs  einer  festen  Curve  gleiten  lässt. 
Solche  Flächen  nennt  man  Kegel  flächen,  und  ihre  Unter- 
suchung musS;  wie  wir  sahen,  derjenigen  der  allgemeinen  ent- 
wickelbaren Flächen  vorausgehen.  Der  feste  Punkt  wird  als 
Spitze  oder  Mittelpunkt,  die  feste  Curve  als  Leitcurve, 
die  Gerade  als  Erzeugende,  insbesondere  auch  in  jeder  ihrer 
Ls^en  als  eine  Mantellinie  oder  Kegelseite  bezeichnet.  Wenn 
der  feste  Punkt  unendlich  fem  Hegt,  heisst  die  Fläche  eine  Cy- 
linder fläche;  er  ist  die  Richtung  ihrer  Erzeugenden.  Denkt 
man  die  Tangenten  der  Leitcurve  mit  der  Spitze  durch  Ebenen 
verbunden,  so  umhüllen  diese  die  nämliche  Kegeldäche;  jede 
von  ihnen  ist  die  Tangentialebene  derselben  längs  der  Erzeu- 
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genden ,  welche  den  Berührungspunkt  der  Tangente  in  der  Leit- 
curve  mit  der  Spitze  verbindet. 

Die  Kegel  fläche  ist  wesentlich  unbegrenzt  diesseits 
und  jenseits  der  Spitze  M]  man  kann  sie  etwa  auch  als  aus 
zwei  Hälften  aus  den  beiden  einfachen  Kegelflächen  auf  der 
einen  und  der  andern  Seite  der  Spitze  zusammengesetzt  denken. 

Die  Leitcurve  kann  als  ebene  Gurve  voraus- 
gesetzt  werden,  da  ein  ebener  Schnitt,  der  die  Spitze  nicht 
enthält,  mit  der  Erzeugenden  in  jeder  Lage  einen  und  nur 
einen  Punkt  gemein  hat;  denn  jenes  genügt ,  um  die  Be- 
wegung der  Erzeugenden  zu  leiten.  (Für  die  Fortsetzung  der 
Betrachtung  über  die  gewundenen  Leitcurven  vgl.  namentlich 
§§  17  f.,  22  f.)  Wir  nehmen  weiterhin  stets  an,  die  Kegelfläche  sei 
durch  eine  ebene  Leitcurve  L  und  die  Spitze  Af,  die  Cylinder- 
fläche  durch  eine  ebene  Leitcurve  und  die  Richtung  M  der  Er^ 
zeugenden  bestimmt. 

Insbesondere  wird  in  gewohnlicher  Centralprojection  die 
Leitcurve  durch  ihr  Bild  Z'  und  ihre  Ebene  sq'  und  die  Spitze 
durch  ihr  Bild  Ar  und  eine  sie  enthaltende  Gerade  SO'  ge- 
geben sein;  in  der  Parallelprojection  mit  zwei  Bildebenen  und 
in  der  Axonometrie  wird  die  Leitcurve  durch  zwei  Spuren  5, ,  äj 
ihrer  Ebene  und  z.  B.  ihre  erste  Projection  Z'  —  oder  ihr 
axonometrisches  Bild,  etc.  —  die  Spitze  aber  durch  ihre  Pro- 
jectionen  M\  M'\  etc.  gegeben  sein;  die  Abweichungen  für  die 
Cylinderflächen  sind  evident.  Für  die  anderen  Projections- 
methoden  verweisen  wir  auf  die  Beispiele. 

Mit  den  bezeichneten  Daten  kann  jede  Erzeugende  e 
der  Fläche,  jeder  Punkt  jP  und  die  entsprechende  Tan- 
gentialebene T  der  Fläche  projiciert  und  bestimmt  werden. 

a)  Ist  e'  das  Bild  der  Erzeugenden  (Fig.  10),  so  re- 
präsentiert dieses  Bild  beispielsweise  zwei  Erzeugende  e^^  c^^ 
die  die  Leitcurve  Z  in  den  in  A' ^  B'  respective  abgebildeten 
Punkten  treflfen  und  durch  die  Punktepaare  M^  A,  respective 
M^  B  bestimmt  sind;  5j,  ^2  sind  ihre  Durchstosspunkte, 
0\  >  Ol  <lie  entsprechenden  Fluchtpunkte  —  denn  jP^'-Sj  ist, 
weil  0^0'  parallel  zu  SS.^^  eine  durch  M  gehende  und  zur 
Ebene  Z  parallele  Gerade;  Q^' A'  und  0^ B'  mit  den  Durch- 
stosspunkten  in  s  sind  ihre  Parallelen  durch  A^  By  . .  ,  in  der 
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£bene  und  ÄjS,  ,  8^82,  ...  die  Spuren  der  Ebenen,  welche 
diese  mit  0^'S^  und  also  M  verbinden. 

Ist  in  Fig.  11  612  die  erste  Projection,  so  schneidet 
die  Erzeugende  die  Leitcurve  entweder  in  A  oder  in  By  deren 
erste  Projektionen  die  Schnitte  von  e'  mit  L'  sind,  so  dass 
ihre  zweiten  Projectionen  A"  und  B"  und  damit  e,",  ^j"  sich 
ergeben;  wäre  dagegen  e^"  ihre  zweite  Projection,  so  schneidet 
sie  L  in  den  beiden  Punkten  A  und  C^  welche  derjenigen  Ge- 
raden der  Ebene  von  Z  angehören,  die  mit  ß,  dieselbe  zweite 
Projection  hat,  und  damit  sind  ihre  ersten  Projectionen  e^\  e^ 
als  Verbindungslinien  von  M'  mit  A'  und  C  bestimmt. 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


f~. 


b)  Ist  das  Bild  eines  Punktes  P  der  Kegelfläche  in 
Centralprojection  oder  eine  seiner  Parallelprojectionen,  z.  B.  P' 
gegeben,  so  bestimmt  man  diesen  Punkt  mittelst  der  Erzeugen- 
den MPf  von  welcher  respective  ihr  Bild  oder  die  eine  ihrer 
Parallelprojectionen  bekannt  ist,  nach  dem  Vorigen. 

c)  Man  bestimmt  damit  auch  die  Schnittpunkte  einer 
geraden  Linie  g  mit  der  Eegelfläche  ^,  Z;  denn  durch 
jeden  derselben  geht  eine  Erzeugende  e^  der  Fläche  und  alle 
diese  Erzeugenden  müssen  sowohl  M  enthalten  als  g  schneiden, 
also  in  der  durch  M  und  g  bestimmten  Ebene  liegen.     Wenn 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  2 


18  II.    Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flachen.  3. 


diese  Ebene  die  Ebene  der  Leitcurve  L  in  einer  Geraden  / 
schneidet  (Fig.  II),  so  liegen  in  dieser  die  Punkte  der  Leit- 
curve, nach  welchen  jene  Erzeugenden  Ci  hingehen  und  diese 
letzteren  sind  somit  bestimmt.  Sie  liefern  durch  ihren  Schnitt 
mit  g  die  Punkte  Pi .  Die  Figur  zeigt  jPj,  P^  als  Schnittpunkte 
der  Kegelfiäche  My  L  mit  der  Geraden  g, 

d)  Die  Tangentialebene  der  Kegelfläche  im 
Punkte  P  und  in  allen  Punkten  der  Erzeugenden  MP  ist  be- 
stimmt durch  diese  Erzeugende  MP  oder  e  selbst  und  iie  Tan- 
gente t  der  Curve  L  in  dem  Punkte  A^  welchen  MP  mit  dieser 
Curve  gemein  hat. 

e)  Die  Construction  der  Tangentialebenen  der  Kegel- 
fläche durch  einen  beliebigen  Punkt  T  des  Raumes 
oder  parallel  einer  gegebenen  Geraden  g  ergiebt  sich  daraus. 
Da  sie  die  Gerade  aus  der  Spitze  M  nach  dem  Punkte  T  (Fig. 
12  und  13)  oder   in  der  Richtung  von  g  enthalten  müssen, 

Fig.  13. 


1^'\ 


80  verlängert  man  diese  bis  zum  Schnittpunkt  B  mit  der  Ebene 
der  Leitcurve  L  und  zieht  von  D  aus  an  L  die  möglichen  Tan- 
genten i^y  t2,  ...  Jede  derselben  bestimmt  mit  MT  oder  MB 
zusammen  eine  der  Aufgabe  entsprechende  Tangentialebene. 
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f)  Denkt  man  auf  der  Kegelfläehe  eine  Reihe  von 
Punkten  /\  ,  Pj ,  .  .  .  /  welche  eine  Curve  (7  bilden,  sämmtlich 
durch  die  eine  ihrer  Prqjectionen  —  die  somit  die  eine  Pro- 
jection  von  C  bilden  —  gegeben,  so  kann  man  diese  Punkte  und 
damit  die  Curve  C  als  dadurch  bestimmt  ansehen  und  ins- 
besondere ihre  anderen  Projectionen  ermitteln.  Jede  Raum- 
curve  wird  durch  ihr  Bild  oder  ihre  Projection  und 
ihre  Lage  auf  einer  gegebenen  Kegel-  oderCylinder- 
fläche  bestimmt. 

g)  Einen  besondem  Fall  dieser  Art  bilden  die  in  den  Pro- 
jectionsebenen  gelegenen  Leitcurven,  die  man  als  die  erste, 
zweite,  dritte  Spur  der  Fläche  im  Falle  der  „Geometrie 
descriptive"  bezeichnet.  Man  bestimmt  durch  die  Bemerkung, 
dass  für  jede  derselben  zwei  ihrer  Projectionen  in  die  ihrer 
Ebene  angehorigen  Axen  fallen,  ihre  letzte  mit  der  Spur  selbst 
identische  Projection;  also  z.  B.  die  erste  Spur  5^  aus  der  Be- 
merkung, dass  ihre  zweite  Projection  in  der  Axe  x  liegt,  indem 
man  zu  den  Punkten  dieser  Axe  als  zu  zweiten  Projectionen 
von  Punkten  der  Kegelfläche  die  ersten  Projectionen  sucht. 
Die  zweckmässigste  Methode  dafür  siehe  in  §  5;  vgl.  Fig.  18, 
19  in  §  5,  1. 

Die  Spuren  bieten  die  zur  Bestimmung  der  Kegel-  und 
Gylin  der -Flächen  bequemsten  Leitcurven  dar,  weil  jede  der- 
selben durch  die  eine  mit  ihr  selbst  zusammenfallende  Pro- 
jection gegeben  ist  (vergl.  I,  §  51),  da  ihre  andern  Pro- 
jectionen in  die  anliegenden  Axen  fallen.  Durch  Trans- 
formation kann  jede  ebene  Leitcurve  zu  einer  Spur  der  Fläche 
gemacht  werden  (vergl.  I,  §  59). 

Analoge  Yoriheile  würden  die  in  den  Halbierungsebenen 
"H^ ,  resp.  Hy  liegenden  Leitcurven  im  Falle  der  „Geometrie 
descriptive"  darbieten.  (Vergl.  1,  §  49,  5.)  Die  Beispiele 
geben  insbesondere  auch  die  Anwendungen  auf  die  Construction 
der  Selbstschatten-  und  Schlagschatten-Grenzen  der  Kegel  und 
Gylinder  für  punktförmige  Lichtquellen  und  auf  die  Bestimmung 
ihrer  Umrisse  in  jederlei  elementarer  Darstellung. 

1)  Die  Spuren  einer  Kegelfläche  sind  die  Oerter  der  gleich- 
namigen Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  und  zugleich  die  Enve- 
loppen  der  gleichnamigen  Sparen  der  Tangentialebenen  der  Fläche ; 
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im  Falle  der  Centralprojeciion   definiert  sich  ebenso  die  Spur  der 
Fläche  in  der  Bildebene.  ^ 

2)  Der  Ort  der  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  und  zugleich  die 
Enveloppe  der  Fluchtlinien  der  Tangentialebenen  der  Eegelfläcfae 
ist  die  Fluchtcurve  derselben.  Weil  alle  Erzeugenden  un^  alle 
Tangentialebenen  durch  den  festen  Punkt  M^  die  Spitze,  gehen 
(vergl.  I  §  6,  5  und  §  7),  so  sind  Spur-  und  Flucht-Curve 
desselben  Kegels  in  einer  Centralprojection  einander  ähnlich  und 
ähnlich   gelegen  (Fig.  14),   für  das  Bild  der  Spitze  als  Aehnlich- 


keitspunkt.  (I,  §  22,  c.)  Die  Bestimmung  der  Kegel - 
flächen  in  der  gewöhnlichen  Centralprojection  ist  also 
in  der  Bestimmung  entsprechender  Curven  in  ähnlichen 
Systemen  von  ähnlicher  Lage  aus  der  einen,  dem  Cen- 
trum und  dem  einen  Paar  entsprechender  Punkte,  nebst 
ihren  Specialfällen  enthalten. 

3)  Man  verzeichne  die  Centralprojection  durch  Spur,  Flucht- 
curve und  Spitze  a)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  in  der  Bild- 
ebene liegt  —  man  unterscheidet  dabei,  ob  die  Spur  aus  reellen 
Geraden  oder  nur  der  Spitze  besteht;  b)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  der  zweiten  Parallelebene  enÜialten  ist;  c)  für  einen, 
dessen  Spitze  in  der  Versch windungsebene  liegt;  d)  für  einen  Cy- 
linder;  e)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  zwischen  Bildebene  und 
Verschwindungsebene  oder  f)  vor  der  Verschwindungsebene  ge- 
legen ist. 

Man  füge  in  jedem  Falle  die  Orthogonalprojection  B"  der  Ver- 
schwindungslinie  des  Kegels  auf  die  Bildebene  hinzu,  indem  man 
einen  willkürlichen  Punkt  der  Bildebene  als  Hauptpunkt  C^  wählt. 
(Vergl.  I,  §  3.) 

4)  Wenn  man  die  ersten  und  zweiten  Projectionen  der  Erzeug- 
enden einer  Kegelfläche  bis  zum  jedesmaligen  Durchschnitispunkt 
verlängert,  so  erhält  man  (vergl.  I,  §  53)  als  die  Aufeinander- 
folge dieser  Punkte  die  vereinigte  erste  und  zweite  Projection  der 
Curve,  welche  diese  Kegelfläche  mit  der  Halbierungsebene  Hj^'  gemein ' 
hat.     Diese  Curve  Z^^-,  oder  die  analoge  Zy  in  H|'  für  die  zweite 
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und  dritte  Projection,  kann  als  Leitcurye  gleichfalls  mit  Yortheil  ver- 
wendet werden. 

5)  Zwei  Eegelflächen,  von  denen  die  eine  die  Fluchtearve 
der  andern  zur  Spur  und  die  Spur  der  andern  zur  Fluchtcurve  hat, 
enthalten  eine  gemeinschaftliche  Querschnittscurve  in  der  zweiten 
Parallelebene.  Ebenso  enthalten  zwei  Kegelflächen^  von  denen  die 
eine  die  zweite  Spur  der  andern  zur  ersten  und  die  erste  Spur 
der  andern  zur  zweiten  Spur  hat,  die  nämliche  Leitcurve  in  der 
Ebene  H«' ;  etc. 

6*)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  des  §  6*  in  *I,  als 
deren  Daten  der  Distanzkreis  D  mit  der  Spur  u  und  der  Flucht- 
linie q'  der  im  Endlichen  gewählten  Fixebene  IT  gegeben  sind, 
wird  die  Bestimmung  einer  Kegelfläche  durch  folgende  An- 
gaben gemacht:  Zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes  giebt  man  sein 
Bild  M'  und  eine  ihn  enthaltende  Gerade  mit  ihrem  Durchstoss- 
punkt  S  nnd  dem  Bilde  U'  ihres  Fixpunktes  U\  zur  Bestimmung 
der  Leitcurve  wird  erfordert  ihr  Bild  L'  und  die  Spur  s  sowie 
das  Bild  u  der  Fixlinie  u  ihrer  Ebene ;  welche  beide  sich  in  u 
durchschneiden.  Man  erhält  die  Fluchtlinie  q'  von  L;  wenn  man 
will,  als  die  zu  s  durch  den  Schnittpunkt  von  u  mit  q'  gehende 
Parallele;  mittelst  einer  durch  Sü'  gehenden  Hilfsebene  und  der 
Fluchtlinie  derselben  findet  man  auch  den  Fluchtpunkt  von  SU' 
und  hat  damit  die  Data  in  gewöhnlicher  Centralprojection.  Wir 
wissen  aber  vom  a.  0.  her,  wie  einfach  die  für  die  Aufgaben  des 
Textes  erforderlichen  Operationen  direct  ausgeführt  werden. 

7*)  In  der  allgemeinen  Parallelprojection  (vergl.  §  6*  in  I 
und  den  Schlussüberblick  ebenda  p.  343  f.)  haben  wir  unter  Kennt- 
niss  der  Geraden  u  und  des  rechtwinkligen  Dreiecks  U^  U\ü\  als 
der  Data  der  Methode  den  Mittelpunkt  des  Kegels  durch  sein  Bild 
M'  in  der  durch  S  und  0'  bestimmten  Geraden  und  die  Leitcurve 
durch  ihr  Bild  L'  und  die  Spur  s  und  das  Bild  u'  der  Fixlinie 
u  ihrer  Ebene  zu  bestimmen.  Wir  geben  in  Fig.  15  die  ge- 
wöhnliche Construction  der  Schattengrenzen  des  Kegels  M^  L  für 
Licht  von  gegebener  Richtung  /  oder  TM\  und  fügen  in  den 
folgenden  Paragraphen  einige  nach  diesen  neuen  Methoden  aus- 
geführte Beispiele  hinzu. 

8)  Man  bestimme  die  Durchschnittspunkte  i>j,  D.^^  ...  einer 
Geraden  g  oder  SQ'  mit  der  durch  Spitze  und  Spur  gegebenen 
Kegelfläche  in  Centralprojection  —  indem  man  die  Parallele  zu  g 
aus  der  Spitze  M  construiert.  Ebenso  für  die  Kegelfläche  M^  L^'* 
(Vergl.  4.)  Man  vergleiche  diese  Construction  mit  der  central- 
projectivischen  Bestimmung  einer  Geraden  für  das  Centrum  M  und 
die  Ebene  der  Leitcurve  als  Bildebene. 

9)  Man  construiere  in  Orthogonalprojection  fUr  drei  recht- 
winklige Ebenen  diejenigen  Punkte  einer  durch  Spitze  und  ebene 
Leitcurve    gegebenen  Kegelfläche,    welche    drei  zusammenfallende 
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Projectionen  haben.  Dieselben  sind  nach  I,  §§  49 ,  5  und  50^  10 
die  Durchschnittspunkte  der  Kegelfiäche  mit  der  Halbierungsaxe  ^p 
(I,  §  46,  4  Fig.  93  a,  — a,  a),  deren  Projectionen  in  die  von  links  unten 
nach  rechts  oben  gehende  Halbierungslinie  der  Äxenwinkel  fallen. 
10)  Man  verzeichne  die  Spuren  s/  der  Tangentialebenen  einer 
durch  Spitze  M  und  erste  Spur  6'|*  gegebenen  Eegelfläehe  aus  dem 
Punkte  T,  Dieselben  bilden  die  der  Eegelfläche  entsprechenden 
Schlagschattengrenzen  in  den  Projectionsebenen  für  Licht  aus  dem 
Punkte  T\  die  Berührungs-Erzeugenden  e^^  e^  sind  die  Grenzen 
des  Selbstschattens.     (Fig.  15.) 


Flg.  15. 


rv.' 


11)  Ebenso  und  insbesondere  für  die  durch  die  LeitcurveZ«' 
in  lELx'  und  die  Richtung  ihrer  Erzeugenden  gegebene  Cylinderfläche 
construiere  man  die  Spuren  der  Tangentialebenen,  weldiie  einer  Ge- 
raden g  parallel  sind,  d.  h.  die  Schlagschattengrenzen  der  Cylinder- 
fläche für  Licht  von  der  Bichtung  g.  Auch  füge  man  die  Selbst- 
schatt^ngrenzen  hinzu.     (Vergl.  Fig.  15.) 

12)  Die  Grenzlagen  der  von  einer  Projection  der  Spitze  aus- 
gehenden, die  gleichnamige  Projection  der  Leitcurve  treffenden 
Geraden  bilden  die  Grenzen  oder  Umrisse  der  Kegelfläche 
in  der  betreffenden  Projection.  In  dem  von  ihnen  ausgeschlosse- 
nen Theil  der  Projectionsebene  kann  kein  Punkt  der  Fläche  seine 
gleichnamige  Projection  hiiben.  Man  spricht  in  diesem  Sinne  von 
ein^m  ersten^  zweiten,  etc.  ümriss  der  Kegelfläche ^  ebenso  von 
ihrem  ümriss  in  Centralprojection ,  etc. 

13)  Wenn  die  Leitcurve  eine  geschlossene  Curve  ist,  so  fallen 
die  Umrisse  in  die  äussersten  Tangenten,  welche  von  den  Projectionen 
der  Spitze  an  die  gleichnamigen  Projectionen  der  Leitcurve  geben. 
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Figr.  16 


Welche  Bedeutung  haben  die  zwischenliegenden?    In  welchem  Falle 
bedeckt  eine  Projection  der  Kegelfläche  die  ganze  Tafel? 

14)  Bei  geschlossener  Leitcurve  sind  die  Umrisse  der  Kegel- 
flSche  in  Parallelprojection  die  Spuren  solcher  Tangentialebenen  der- 
selben, welche  zugleich  projicierende  Ebenen  sind,  in  den  zu  ihnen 
normalen  Projectionsebenen ;  sie  enthalten  also  die  Richtung  der  zu 
dieser  Projectionsebene  normalen  Geraden. 

Man  bestimmt  somit  die  zweiten  Umrisse  einer  durch  die  erste 
und  zweite  Projection  der  Spitze  M  und  die  erste  Projection  -einer 
ebenen  Leitcurve  L  in  der  durch  ihre  zwei  ersten  Spuren  s^^,  s^ 
gegebenen  Ebene  £  bestimmten  Eegelfläche  (Fig.  16),  indem  man 
den  Durchscbnittspunkt  D  der  zur  Axe  0  Y  parallelen  Geraden  aus 
M  mit  der  Ebene  £  be- 
stimmt, von  seiner  ersten 
Projection  D*  an  Z'  die 
äussersten  Tangenten 
// ,  t^  zieht  und  die  zwei- 
ten durch*  M"  gehenden 
Projectionen  derselben 
//',  i^'  angiebt;  diese 
sind  die  gesuchten  Um- 
risse. 

15)  Wie  werden 
die  Umrisse  gefunden, 
wenn  die  Fläche  durch 
zwei  Projectionen  der 
Spitze  M  und  eine  Spur 
gegeben  ist?    Wie  in  axonometrischer  Projection? 

16)  Welche  Regel  ergiebt  sich  für  die  Verzeichnung  der  Um- 
risse in  Centralprojection?  Ist  dieselbe  davon  abhängig,  ob  die  Be- 
stimmung durch  eine  ebene  Leitcurve  L  oder  insbesondere  durch 
eine  Spur  geschieht? 

17)  Man  soll  eine  Eegelfläche  so  bestimmen,  dass  sie  keinen 
Umriss  hat  oder  dass  ihr  Bild  die  ganze  Zeichnungsebene  bedeckt 
—  a)  in  Centralprojection,  b)  in  Parallelprojection  in  den  zwei 
ersten  Projectionen. 

Warum  muss  eine  Cylinderfläche  in  Parallelprojection  im  All- 
gemeinen Umrisse  haben  und  in  welchen  Fällen  finden  Aus- 
nahmen statt? 

18)  Man  discutiere  des  Näheren  die  Bestimmung  einer  Raum-' 
curve  durch  zwei  orthogonale  Parallelprojectionen  derselben  oder 
in  Centralprojection  resp.  in  allgemeiner  Parallelprojection  durch 
ihr  Bild  und  eine  sie  enthaltende  Kegel-  oder  Cylinder-Fläche, 
z.  B.  die  zur  Bildebene  normale;  besonders  die  Sichtbarkeit  ihrer 
Theile  in  der  Voraussetzung  der  Undurchsichtigkeit  ihrer  proji- 
cierenden  Cjlinder  und  Kegel.      Zwei  beliebige  Curven  sind  nicht 
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die  Projectionen  einer  Curve  im  Räume,  sondern  jede  derselben 
enthält  im  Allgemeinen  parasitische  Theile,  d.  h.  solche, 
denen  keine  reellen  Theile  der  anderen  und  daher  keine  reellen 
Theile  der  Originalcurve  entsprechen.  Man  zeige,  wie  aus  diesen 
Daten  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen  Ebene  construiert 
werden  können. 

4.  Irgend  zwei  ebene  Leitcurven  oder  Quer- 
schnitte Z|,  Zj  des  nämlichen  Kegels  von  der  Spitze 
M  (also  nicht  durch  die  Spitze)  sind  eollineare  ebene 
Figuren  in  perspectivischer  Lage.  Jede  Yon  ihnen  ist 
das  perspectivische  Bild  der  andern  aus  dem  Gentrum  der  Pro- 
jeetion  M  auf  ihre  Ebene;  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen 
von  Zj   und  Z,  ist  die  Gollineationsaxe;   die  Schnitte   der  zu 


Fiy.  17. 


ihnen  parallelen  Ebenen  aus  M  mit  der  jedesmaligen  andern 
sind  die  Gegenaxen  der  Systeme.     (Vergl.  I,  §§  24,  55.) 

Diese  Sätze  sind  der  unmittelbare  Ausdruck  des  Sachver- 
halts im  Sinne  der  Centralprojection,  wobei  die  Kegelfläche 
als  projicierende  Kegelfläche  aller  ihrer  Leitcurven  erscheint. 

Infolge  dessen  entspricht  jedem  Punkte  und  jeder  Tangente 
des  einen  Schnittes  ein  Punkt  und  eine  Tangente  jedes  andern, 
den  Punkten  auf  einer  Geraden  im  einen  Querschnitt  die  Punkte 
der  entsprechenden  Geraden  im  andern,  etc.  Man  hat  damit 
den  Satz:  Alle  ebenen  die  Spitze  nicht  enthaltenden 
Schnitte  desselben  Kegels  sind  —  insofern  sie  alge- 
braisch sind,  gilt  dies  im  eigentlichen  Sinne,  man  sieht  aber, 
dass  es  im  Wesentlichen  auch  unabhängig  davon  Geltung  be- 
hält —  von  derselben  Ordnung  und  Glasse;  sie  haben 
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dieselbe  Anzahl  von  Doppelpunkten  und  Doppel- 
tangenten, von  Bückkehrpunkten  und  Wendetan- 
genten respective;  sie  sind  collineare  Gurven.  (Fig.  17.) 
Man  sagt  demzufolge,  derEegel  sei  selbst  von  der  Ord- 
nung und  Glasse  seiner  ebenen  Leitcurve  und  be- 
nennt die  Erzeugenden  desselben,  die  nach  den  Doppelpunkten 
und  Bückkehrpuukten  derselben  gehen,  als  Doppel-  und 
Rückkehr-Erzeugende,  und  diejenigen  Tangentialebenen, 
die  die  Doppeltangenten  und  Wendetangenten  der  Leitcurve 
enthalten,  als  Doppel-  und  Wendetangentialebenen 
des  Kegels. 

Nach  dem  Vorigen  wird  der  Kegel  von  einer  Geraden  in 
höchstens  so  viel  Punkten  geschnitten,  als  die  Ordnungszahl 
der  ebenen  Leitcurve  zählt,  und  hat  aus  einem  Punkte  so  viel 
Tangentialebenen,  als  die  Glassenzahl  der  Leitcurve  besagt. 

Im  Falle  des  Gylinders  stehen  alle  ebenen 
Schnitte  desselben  in  der  geometrischen  Verwandt- 
schaft der  Affinität  mit  perspectivischer  Lage;  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ist  die  Affinitätsaxe 
(vergl.  I,  §  22  a  und  §§  54  und  55,  4,  6.)  Die  vorigen  Re- 
sultate gelten  unverändert,  aber  es  kommt  das  Besondere  hinzu, 
dass  der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  Schnittes  nicht 
eine  endlich  entfernte  Gemde  in  jedem  andern  Schnitt,  sondern 
stets  wieder  die  unendlich  ferne  Gerade  desselben  entspricht.  In 
Folge  dessen  haben  alle  diese  Schnitte  gleichviele 
reelle  unendliche  Aeste  und  Asymptoten.  Es  sind  z.  B. 
alle  ebenen  Schnitte  eines  Gylinders  mit  kreisförmiger  Leit- 
curve (eines  Kreiscylinders)  Ellipsen,  während  die  ebenen 
Schnitte  eines  Kreiskegels  rücksichtlich  der  unendlichen  Aeste 
verschieden,  nämlich  je  nach  Lage  der  Schnittebene  Ellipsen, 
Parabeln  oder  Hyperbeln  sind.  Man  sieht,  dass  Kegel  und 
Cylinder  manche  in  den  Beispielen  des  §  1  bereits  berührte 
Verhältnisse  erläutern. 

1)  Eine  ebene  Curve  wird  von  einer  ihrer  Tangenten  ausser 
dem  Berührungspunkte  noch  geschnitten,  sobald  ihre  Ordnungs- 
zahl grösser  ist  als  zwei,  nämlich  die  Curven  dritter  Ordnung 
noch  einmal,  die  der  vierten  noch  zweimal,  etc.  Die  Inflexions- 
tangenten  schneiden  die  Curven  dritter  Ordnung  nicht  weiter,  die 
Doppeltangenten  nicht  die  Curven  vierter  Ordnung,  etc.  Man  er- 
läutere das  analoge  Verhalten  der  Tangentialebenen  der  Kegelflftchen. 
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2)  Für  einen  Punkt  der  Curve  zählt  die  in  ihm  selbst  berüh- 
rende Tangente  der  Curve  als  Vereinigung  von  zwei  benachbarten 
Tangenten  und  es  lassen  sich  somit  von  ihm  noch  so  viel  andere 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  als  die  um  zwei  verminderte  Classen- 
zahl  derselben  besagt ;  also  für  die  Curve  dritter  Ordnung  vier,  zwei 
oder  eine ,  je  nachdem  sie  von  der  sechsten ,  vierten '  oder  dritten 
Classe  ist.  (§  1,  4.)  Man  erläutere  dies  in  seiner  Bedeutung  für 
die  Kegelflächen  und  gebe  besonders  das  Verhalten  der  Eückkehr- 
kanten  dabei  an. 

3)  An  den  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  projectivische  Er- 
zeugungsweisen aus  I,  Üeberblick  p.  229  f.  bekannt  sind^  kann 
aus  einem  seiner  Punkte  keine  Tangentialebene  gelegt  werden, 
welche  ihn  süiderwärts  berührt;  die  zugehörige  Tangentialebene 
trifft  ihn  ausser  den  zwei  benachbarten  Mantellinien  und  dem  Be- 
rührungsstreifen nicht  weiter.  Jeder  Parallelschnitt  zu  ihr  giebt  den 
gewöhnlichen  parabolischen  Ast. 

4)  Da  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  von  zwei  ebenen  Cur- 

ven  der  respectiven  Ordnungen  fii,  fA2  g^^i^^  f*if*2  ^^^)  ^^  schneidet 
der  Krümmungskreis  einer  Curve  sie  ausser  dem  BerÜhinrngspunkte 
im  Allgemeinen  in  noch  (2fi  —  3)  Punkten.  Man  erläutere  das  Ver- 
halten der  Inflexionstangente  der  Curve  dritter  Ordnung  als  das 
eines  Krümmungskreises  von  unendlich  grossem  Halbmesser.  (Drei 
der  Schnittpunkte  liegen  in  unendlicher  Feme.) 

Nach  dem  Gesetze  der  Dualität  (vgl.  oben  §  1  und  in  I 
p.  113  f.)  erklärt  sich  aus  dem  Vorigen  auch  das  Verhalten  des 
Bückkehrpunktes  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  Classe. 

5)  Im  Falle  des  Parallelismus  der  Ebenen  geht  die  centrische 
Collineation  in  Aehnlichkeit  bei  ähnlicher  Lage^  die  Affinität  in 
Congruenz  über.  Wenn  die  eine  der  Ebenen  den  Mittelpunkt  der 
Kegelfläche  enthält;  so  ist  die  Collineation  resp.  Aehnlichkeit  zwischen 
ihrem  Schnitt  und  denen  anderer  resp.  insbesondere  zu  ihr  paral- 
lelen Ebenen  eine  solche  mit  singulären  Elementen  (vergl.  I, 
§  22,  f  und  g.) 

Die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  in  den  §§  54,  9  und 
61,  7  in  I  zeigen,  dass  im  Falle  der  Affinität  die  Congruenz  auch 
bei  einer  nicht  parallelen  —  man  sagt  antiparallelen  —  Lage  der 
Schnittebene  möglich  ist.  Findet  Analoges  statt  für  die  Aehnlich- 
keit bei  den  Schnitten  der  Kegel?    (Vergl.  §  5.) 

6)  In  §  1,  8  haben  wir  die  Inflexiöns-  und  Bückkehrasymptote 
und  den  parabolischen  Ast  mit  Inflexion  oder  mit  Bückkehrpunkt 
erwähnt. 

Man  erläutere  die  Verhältnisse  des  unendlich  fernen  Doppel- 
punktes ;  insbesondere  auch  in  dem  Falle,  wo  der  Doppelpunkt  zu- 
gleich in  dem  einen  seiner  Aeste  oder  in  beiden  Aesten  ein  In- 
flexionspunkt  ist.     (Einfacher  resp.  doppelter  Inflcxionsknoten.) 

Man  bildet  die  centrische   Collineation  zu  den  benachbarten 
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Theilen  einer  solchen  Curve,  für  den  Fall,   dass  der  Doppelpunkt; 
etc.  in  der  Gegenaxe  seines  Systems  liegt. 

5.  Da  die  Beziehung  der  CoUineation  in  perspectivischer 
Lage  zwischen  ebenen  Systemen  durch  beliebige  centrale  oder 
parallele  Projection  derselben  nicht  gestört  wird;  so  sind  im 
Vorigen  die  Methoden  der  Construction  der  Bilder 
ebener  Schnitte  von  Kegel-  und  Gylinderflächen 
enthalten;  in  der  That  führt  jede  andere  Betrachtungsweise 
darauf  zurück  und  findet  die  zweckmässigste  Form  ihrer 
Ausführung  in  den  Regeln  zur  Construction  c^n- 
irisch  collinearer  ebener  Systeme. 

Ist  Z  die  Leitcurve  in  der  Ebene  Ii,  M  der  Mittelpunkt 
oder  die  Spitze^  Itj  oder  E  die  Schnittebene;  so  ist  die  Schnitt- 
curve  perspectivisch  coUinear  zu  L  für  M  als  Gentrum,  die 
Schnittlinie  $  von  E  und  L  als  Axe  der  CoUineation,  und  für 
r,  die  Schnittlinie  von  Ii  mit  der  durch  M  gehenden  Parallel- 
ebene E*  zu  E,  und  q^  die  Schnittlinie  von  E  mit  der  durch 
M  gehenden  Parallelebene  L*  zu  Ii;  als  Gegenaxen. 

Die  gleichnamigen  orthogonalen  und  schiefen  Parallel- 
projectionen  von  Z  und  von  der  Schnittcurve  sind  also  cen- 
trisch  coUinear  für  die  entsprechenden  Projectionen  von  M 
und  s  als  Centrum  und  Axe  der  CoUineation  und  die  ent- 
sprechenden Projectionen  von  r  und  q  als  Gegenaxen. 

Ist  die  Ebene  der  Leitcurye  L  eine  Projectionsebene;  der 
Eegel  also  durch  die  Spitze  und  eine  Spur  gegeben;  so  wird 
die  CoUineationsaxe  s  zur  gleichnamigen  Spur  der  Schnitt- 
ebene und  r  wird  zur  gleichnamigen  Spur  der  durch  J/ gehen- 
den Parallelen  E*  zur  Schnittebeue.  Zieht  man  in  diesem  Falle 
in  der  Ebene  der  Leitcurve  eine  beliebige  Gerade  g^  so  ist 
dieselbe  die  gleichnamige  Spur  einer  durch  M  gehenden  und 
die  Eegelfläche  in  Erzeugenden  MA,  MB^  .  .  .  schneidenden 
Ebene;  welche  die  Schnittebene  in  einer  Geraden  g^  schneidet, 
auf  der  in  diesen  Erzeugenden  die  Punkte  A^^  B^,  ...  liegen, 
welche  in  der  Schnittcurve  den  Punkten  A,  B,  ...  der  Leit- 
curve entsprechen.  Diese  Gerade  g^  muss  erstens  durch  den 
Punkt  S  gehen;  welchen  g  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  E 
und  I«,  d.  h.  mit  der  CoUineationsaxe  s  gemein  hat;  sodaun 
auch  durch  den  Punkt  Q  von  q,  in  welchem  eine  durch  M 
gehende  Parallele  zu  g,  als  in  der  Ebene  Mq  gelegen,    die 
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Schnittebene  £  schneidet;  und  sie  muss  endlich  parallel  der 
Geraden  MR  sein,  welche  von  M  nach  dem  Schnittpunkt  von 
g  mit  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zur  Schnittebene  Mr 
gezogen  wird.  (Vergl.  §  3,  8.)  Diese  Beziehungen,  als  in  jeder 
der  Parallelprojectionen  des  Ganzen  unverändert  gültig,  be- 
stimmen aus  den  Projectionen  von  g,  Ay  B^  .  .  .  Aie  gleichnar 
migen  Projectionen  von  g^^  A^^B^^  .  .  .  Dreht  sich  dann  g  in 
der  Ebene  der  Leitcurve  um  einen  festen  Punkt  P,  so  dreht 
sich  g^  in  der  Ebene  der  Schnittcurve  um  den  entsprechenden 
festen  Punkt  P^ ;  man  hat  die  Kegelfläche  und  die  Schnittebene 
mit  Hilfsebenen  eines  Büschels  geschnitten,  welches  die 
Gerade  MP  zu  seiner  Scheitelkante  hat;  der  vollen  Umdrehung 
von  g  um  P  entspricht  die  volle  Umdrehung  von  g^  um  P^ , 
d.  h.  die  vollständige  Bestimmung  der  Schnittcurve. 

Lässt  man  speciell  g  in  der  Ebene  der  Leitcurve  parallel 
zu  sich  selbst  fortrücken,  so  bleibt  Q  ungeändert  und  die  ent- 
sprechenden Geraden  g^  bestimmen  sich  durch  dieses  und  die 
entsprechenden  S  oder  R,  Man  hat  dann  die  Eegelfläche  und 
die  Schnittebene  durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten, 
dessen  Scheitelkante  eine  durch  M  gehende  Parallele  MQ  zur 
Leitcurvenebene  L  ist. 

Lässt  man  dagegen  g  sich  um  einen  Punkt  R  der  Gegen- 
axe  r  drehen,  so  werden  die  g^  einander  parallel  —  nämlich 
parallel  MR  —  und  man  hat  die  Kegelfläche  und  die  Schnitt- 
ebene durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten,  welches 
eine  durch  M  gehende  Parallele  MR  zur  Schnittebene  zur 
Scheitelkante  hat.  So  kommt  in  Form  der  Gesetze  der  Colli- 
neation  das  allgemeine  Princip  der  darstellenden  Geo- 
metrie für  die  Bestimmung  der  Durchschnitte  von 
Flächen  zur  Verwendung:  Die  gegebenen  Flächen  durch  ein 
System  von  Hilfsflächen  solcher  Art  und  Lage  zu  schneiden, 
dass  ihre  Schnitte  mit  jenen  leicht  ermittelt  werden  können, 
da  diese  dann  als  ihre  gemeinsamen  Punkte  Punkte  der  Durch- 
schnittscurve  liefern.  (Vergl.  als  erste  Anwendungen  dieses 
Princips  die  Gonstructionen  für  die  Schnittlinie  von  Ebenen 
§§  8,  6  u.  51  in  L) 

Man  kann  insbesondere  z.  B.  R'  oder  Q'  in  die  Schnitt- 
punkte der  Parallelen  zur  Axe  a?  aus  M'  mit  r'  respective  q 
legen  und  erhält  dann  für  die  g{  (Fig.  18)  oder  g'  zur  Axe  x 
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parallele  Gerade;  im  ersten  Falle  auch  für  die  g^'  Parallelen 
zur  Spur  s^  der  Schnittebene. 

Ist  g  eine  Tangente  von  Z,  so  wird  g^  die  entsprechende 
Tangente  der  Schnittcurve  Z, ;  ihre  Projectionen  sind  die  zu- 
gehörigen Tangenten  der  Curven  Z',  Z"  und  resp.  L( ,  Z/'. 

Wenn  die  Leitcurve  L  die  Gegenaxe  r  ihres  Systems 
schneidet,  so  liegen  die  entsprechenden  zu  diesen  Punkten  im 
System  der  Schnittcurve  unendlich  fern;  sie  sind  nämlich  die 
Richtungen  der  nach  jenen  Punkten  der  Gegenaxe  r  gehenden 
Strahlen  aus  dem  Collineationscentrum.  Die  Schnittcurve 
hat  also  so  vieleunendliche  Aeste(Fig.l9),  alsSchnitt- 
punkte  von  der  Leitcurve  Z  mit  der  Gegenaxe  ihrer 
Ebene  gebildet  werden,  und  zwar  in  den  Richtungen 
der  zu  diesenPunktengehörigen  Kegel-Erzeugenden. 
Den  Tangenten  der  Leitcurve  in  jenen  Schnittpunkten  ent- 
sprechen die  Asymptoten  der  Schnittcurve.  Jene  Er- 
zeugenden des  Kegels  sind  die  zur  Schnittebene  parallelen,  d.  i. 
in  einer  Parallelebene  zu  ihr  durch  die  Spitze  gelegenen;  diese, 
die  Asymptoten,  sind  die  Durchschnittslinien  der  Schnittebene 
mit  den  Tangentialebenen,  welche  den  Kegel  längs  jener  Er- 
zeugenden berühren. 

Dass  die  Parallelprojectionen  von  CoUineationsaxe  und  Cen- 
trum und  die  der  Gegenaxen,  also  dass  M'  und  5%  q'  und  r'; 
ebenso  M''  s" ,  q"  r"  dieselben  Mitten  haben,  ist  einfach  die 
Folge  ihrer  räumlichen  Lage  in  den  vier  Kanten  eines  paraljel- 
epipedischen  Mantels.  Natürlich  gilt  dies  auch  für  die  schiefe 
und  orthogonale  Axonometrie. 

In  centralprojectivischer  Darstellung  erscheinen  die  Asymp- 
toten als  gewöhnliche  Tangenten  des  Schnittes  in  den  Punkten, 
die  der  Fluchtlinie  der  Ebene  und  der  Fluchtcurve  des  Kegels 
gemein  sind.  Wir  nennen  sie  die  Bilder  der  Asymptoten. 
Von  den  Asymptoten  des  Bildes  handeln  wir  in  §  6. 

1)  Man  construiere  für  einen  durch  Spitze  M  und  ebene  Leit- 
curve Z  bestimmten  Kegel  die  erste  Spur  S^,  Die  Figuren  18, 
19  zeigen  das  Verfahren  fUr  den  umgekehrten  Fall,  wo  die  erste 
Spur  gegeben  und  der  Schnitt  mit  der  Ebene  von  den  Spuren  s^ 
und  ^2  gesucht  ist.  Die  Spur  S^  ist  in  beiden  Fällen  als  Kreis 
gewählt,  der  Schnitt  und  daher  auch  jede  seiner  Parallelprojec- 
tionen im  ersten  Falle  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch.  Die 
CoUineationsaxe  fällt  in   der  horizontalen  Projection   in  die  erste 
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Spur  der  Ebene,  in  der  verticalen  in  die  Axe  x]  von  den  Gegen- 
axen  q  und  r  hat  diese  ihre  verticale  Projection  in  der  Axe  z 
und  jene  zu  ihr  parallel  durch  3f'\  Es  sind  Linien  g  von  den  Ho- 
rizontalprojectionen  g'  benutzt,  deren  entsprechende  ^,  ihre  Hori- 
zontalprojectionen  parallel  x  und  ihre  Verticalprojectionen  parallel 
$2  haben;  desshalb  .convergieren  die  g'  in  demjenigen  Puncto  von 
r',  wo  die  Parallele  zu  x  durch  ü/'  sie  schneidet.  Ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Collineationsaxe  von  den  Horizontalprojectionen  s^ 


in  5)  und  den  Verticalprojectionen  S^'  in  x  bestimmen  die  g^  und 
g^'  und  die  Projectionen  der  den  Schnittpunkten  von  S^*  mit  den 
g  zukommenden  Collineationsstrahlen  die  Projectionen  der  ent- 
sprechenden Punkte  der  Querschnittscurve.  Von  ihren  zugehörigen 
Tangenten  t^\  t('  sind  auch  einige  aus  den  entsprechenden  i  be- 
stimmt —  die  f  liegen  in  x.  In  Fig.  19  sieht  man  die  einfache 
Construction  der  Asymptoten  der  Schnittcurve  aus  den  Tangenten 
von  Sj*,  welche  ihre  Berührungspunkte  in  r  haben;  die  Projec- 
tionen von  diesen  Berührungspuncten  liefern  mit  M'  resp.  M''  ver- 
bunden die  Parallelstrahlen  zu  den  entsprechenden  Projectionen  der 
Asymptoten,  welche  selbst  durch  die  Projectionen  «der  Punkte  gehen, 
wo  jene  Tangenten  die  Collineationsaxe  s^  (Verticalprojection  in  x) 
treffen. 

2)  Man  construiere  den  Schnitt  eines  durch  Spitze  und  Spur 
bestimmten  Kegels  mit  einer  orthogonal  projicierenden  Ebene.  Die 
eine  Projection  desselben  ist  die  schiefe  Spur  der  projicierenden  Ebene. 

3)  Man  construiere  die  zweite  Spur  ^2*  eines  durch  die  Pro- 
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jectionen  der  Spitze  M'y  M"  und  seine  erste  Spur  bestimmten  Kegels 
und  interpretiere  die  Construction  im  Sinne  der  collinearen  Beziehung. 


Fig.  19. 


Die   Fig.  20   giebt    die   Ausführung.    Von    den  Projectionen    der 
Gegenaxen  fallen  q\  r"  in  die  Axe  x,  indess  r'  und  q"  ihr  pa- 

Fig.  20. 
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rallel  durch  ^'  und  Af'^  gehen;   die  Collineationsaxe  s  ist  in  x. 
Aus  ff'  (Verticalprojection  ^"  in  o;)  ist  mittelst  S  und  R\  R"  die 
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Verticalprojection  g(*  der  entsprechenden  Geraden  und  aus  den  in 
X  liegenden  Verticalprojectionen  der  Schnitte  A\  B'  von  jener  mit 
S|*  sind  mittelst  der  Collineationsstrahlen  aus  M"  die  zugehörigen 
Punkte  A(\  B^'  erhalten.  Man  aeige  die  Identität  des  Verfahrens 
mit  dem  der  Bestimmung  der  verticalen  Durchstosspunkte  der  Er- 
zeugenden.   (§  3,  1.) 

4)  Es  soll  ebenso  der  Schnitt  der  Halbierungsebene  H^.'  mit 
dem  Kegel  M,^  S,^  verzeichnet  v^erden.  Die  Collineationsaxe  ist 
in  x^  ebenso  die  Projection  r"  der  Gegenaxe  r;  q'  geht  durch 
M"  parallel  zu  x  und  fällt  mit  q'  zusammen  (vergl.  I,  §  49,  5), 
r'  geht  parallel  zu  x  ebensoweit  unter  M'  wie  x  unter  M'\  Die 
Projectionen  g^*"  fallen  zusammen  und  ebenso  die  der  Punkte  und 
Tangenten  der  Querschnittscui*ve ;  die  ersten  sind  die  Schnittpunkte 
der  zusammengehörigen  Projectionen  der  Kegelerzeugenden,  die  letzten 
die  A.ffinltätsaxen  A«''*"  der  zugehörigen  Tangentialebenen. 

5)  Wie  gestaltet  sich  die  Construction  der  Projectionen  der 
Schnittcurve  mit  einer  beliebigen  Ebene  E,  wenn  der  Kegel  durch 
die  Projectionen  der  Spitze  M\  M'\  die  beiden  ersten  Spuren  der 
Ebene  L  und  die  Projection  Z"  der  Leitcurve  L  gegeben  ist? 

Man  verzeichnet  zuerst  die  Schnittlinie  s  der  Ebenen  L  und  E 
in  beiden  Projectionen^  zieht  sodann  zu  ihr  die  Parallele  s*  durch 
M  und  bestimmt  die  beiden  ersten  Durchstosspunkte  derselben,  um 
durch  sie  den  gleichnamigen  Spuren  von  E  und  resp.  L  parallel 
die  Spuren  von  E  *  und  Ii*  zu  legen.  Man  erhält  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  gleichnamigen  Spuren  von  L  und  E  resp.  die 
Durchstosspunkte  der  Gegenaxen  r  und  q  und  damit  die  Projec- 
tionen derselben.  Natürlich  genügt  die  Benutzung  einer  dieser 
Gegenaxen  zur  Construction.  Benutzt  man  r,  so  hat  man  für  jede 
in  L  gezogene  Gerade  /  den  Gegenpunkt  ^  in  r  und  erhält  die 
entsprechende  Gerade  e  in  der  Schnittebene  E  als  Parallele  zur 
Geraden  MR  durch  den  Schnittpunkt  S  von  /  mit  der  Collinea- 
tionsaxe; muss  man  q  benutzen,  so  liefert  zu  jedem  /  in  !■  die 
durch  M  gehende  Parallele  in  q  den  Gegenpnnkt  0  der  entsprechen- 
den Geraden  e  und  diese  ist  somit  die  Verbindungslinie  desselben 
mit  5.  Aus  den  Schnittpunkten  von  l  mit  der  Leitcurve  Ii  er- 
geben sich  durch  die  zugehörigen  Strahlen  aus  dem  Centrum  M  die 
entsprechenden  Punkte  von  e  in  der  Schnittcurve  und  aus  den 
Tangenten  der  Leitcurve  in  jenen  die  Tangenten  der  Schnittcurve 
in  diesen.  Die  Schnittpunkt«  der  Leitcurve  mit  r  und  ihre 
Tangenten  liefern  die  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten  der 
Schnittcurve;  den  eventuellen  unendlichen  Aesten  und  Asymptoten 
der  Leitcurve  entsprechen  die  Punkte  der  Schnittcurve  in  q  und 
ihre  Tangenten. 

6)  Eine  Kegelfläche  ist  durch  die  Projectionen  der  Spitze  und 
der  in  der  Halbierungsebene  H^;'  gelegenen  Leitcurve  L  bestimmt; 
man  soll  ihren  Schnitt  mit  einer  Ebene  E  construieren. 
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Die  Collineationsaxe  s  ist  die  Atlinitätsaxe  A,'  der  Ebene  E 
noä  hat  also  zusammenfallende  erste  und  zweite  Frojection;  ebenso 
die  Gegenaxe  r  fOr  B*.  Die  Geraden  /  haben  zusanimenfalleude 
eräte  und  zweite  Frojection  and  ebenso  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
Leiten rve  und  die  zugehörigen  Tangenten  derselben. 

7)  Die  Constrnction  des  Querschnittes  der  KegelflSche  M,  L 
mit  E  in  azonometri scher  Darstellung  zeigt  Fig.  21.  Man  hat  das 
Aieukreuz  N  .  X  VZ,  das  Spurend reieck  (oder  zwei  Spuren  s^'-,  Sj^) 
der  Leitcurvenebene  und  das  aionometriache  Bild  L  der  Leitcurve 
oder  seine  BeaÜmmungselemente  j  ferner  das  axonometriache  Bild  M 


und  die  azonometrische  Horizontalprojection  M'  des  Mittelpunktes 
{lUSt'  parallel  ifZ)  sowie  das  Spurendreieck  der  Schnittebeae  £. 
Die  Perspectiv-Ase  der  beiden  Spurendreiecke  der  Leitearvenebene 
und  der  Schnittebene  ist  die  Collineationsaxe  s  und  man  verzeichnet 
von  ihr  zugleich  etwa  den  asonometriachen  Grundriss  s';  mittelst 
der  Parallelen  t,  t'  zu  beiden  durch  M,  M'  resp.  und  ihrer  Durch- 
stosspnnkte  erhält  man  die  zu  jenen  für  N  als  Centrum  ähnlichen 
and  ahnlich  gelegenen  Spurendreiecke  von  L*  und  E*  und  nun 
als  Perspectivaxen  der  Spurendreiecke  von  Z  und  E*,  resp.  von  L* 
und  E  die  Gegenaien  r  und  q* ,  deren  axonometrisohe  Grundrisse 
wieder  hinzugefügt  werden  können  und  von  denen  natürlich  wie- 
demm  eine  zur  Construction  genügt.     Aus  \,  V  und  den  zugehörigen 

risdlcr,  danMUsudaaeomMiia.   II.   3.  Aufl.  3 
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Punkten  der  Leitcurye  nebst  ihren  Tangenten  erhält  man  wie  vorher 
mittels  5  und  R  oder  Q  die  entsprechende  Gerade  e,  e  mit  den 
Punkten  der  Schnittcurve  und  ihren  Tangenten.  Die  Punkte  ü^ ,  O^ 
der  Leitcurve  in  r  und  die  zugehörigen  Tangenten  VU^y  V  Ü2 
liefern  die  unendlichen  Aeste  und  die  Asymptoten  der  Schnittcurve 
(die  sich  in  der  Figur  in  N  schneiden) ,  und  den  unendlichen  Aesten 
und  den  (sich  in  0  schneidenden)  Asymptoten  der  Leitcurve  ent- 
sprechen die  Punkte  T^ ,  T^  der  Schnittcurve  in  q  und  deren  Tan- 
genten T^S,  T2S.     Beide  Hyperbeln  sind  damit  bestimmt. 

8)  Man  zeichne  den  Querschnitt  des  Kegels  M,  L  mit  der 
durch  den  Punkt  A^  A'  gehenden  Bildebene  der  orthogonalen  Axono- 
metrie —  ohne  wesentliche  Veränderung  die  vorige  Construction, 
bei  der  man  die  Schnittebene  E  als  eine  Bildebene  schiefer  Axono* 
metrie  denken  kann.  (Yergl.  I,  §  61.) 

Als  Specialfälle  erhält  man  leicht  die  Querschnitte  mit  den 
Coordinatenebenen  oder  mit  Parallelebenen  zu  diesen. 

9)  Man  zeige,  wie  die  Construction  der  Collineationsaxe  und  der 
Gegenaien  sich  gestaltet,  wenn  die  Schnittebene  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  ausserhalb  derselben  etc.  bestimmt  ist 

10)  Man  construiere  für  einen  durch  seinen  Normalschnitt  be- 
stimmten Cylinder  die  zweite  Spur. 

Die  Yerticalspur  der  Ebene  des  Normalschnittes  ist  die  Axe 
der  Affinität  s  zwischen  der  Leitcurve  und  der  Qnerschnittscurve; 
und  die  Affinität  wird  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  oder 
Geraden  vollends  bestimmt ;  ein  solches  Paar  erhält  man,  wenn  man 
zu  einem  Punkte  oder  einer  Tangente  der  Normalschnitt-Leitcurve 
den  entsprechenden  Punkt  resp.  die  Tangente  der  Yerticalspur  con- 
struiert,  nämlich  als  verticalen  Durchstosspunkt  der  von  jenem  aus- 
gehenden Mantellinie  resp.  als  Yerticalspur  der  durch  jene  bestimmten 
Tangentialebene  des  Cylinders.  Man  sieht^  dass  mit  dem  einen  auch 
das  andere  vollzogen  wird. 

Natürlich  kann  man  auch  die  Collineationen  der  Eegelquer- 
schnitte  durch  solche  entsprechende  Elementenpaare  bestimmen 
(vergl.  I,  §  19) ;  wir  wissen  aber,  welche  Yorzüge  für  die  Construc- 
tion die  Gegenaxen  als  diejenigen  Paare  entsprechender  Geraden  be- 
sitzen ,  wo  je  die  eine  die  unendlich  ferne  Gerade  ihrer  Ebene  ist. 

11)  Man  construiere  die  Projectionen  für  den  Normalschnitt  eines 
durch  eine  Spur  und  die  Bichtung  der  Erzeugenden  bestimmten 
Cylinders, 

12)  Welche  Bedingung  muss  die  Schnittebene  erfüllen,  damit 
sie  eine  gegebene  Kegelfläche  in  einer  Curve  schneidet,  die  einen 
parabolischen  Ast  besitzt?  Kann  dieser  in  einer  bestimmten  Rich- 
tung der  ersten  oder  zweiten  Projectionsebene  liegen? 

13)  Der  Satz,  dass  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Cnrven  gleiche 
Asymptotenrichtungen  besitzen,  ist  aus  dem  Entwickelten  zu  erläutern. 
(Yergl  I,  §  33,  17.) 
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14)  Man  soll  den  Qaerschnitt  der  Ebene  E  mit  dem  Kegel  My  L 
in  der  allgemeinen  schiefen  Parallelprojection  construieren.  Gegeben 
sei  (Fig.  22)  die  Fixlinie  u  mit  den  übrigen  Daten  der  Projection, 
nämlich  dem  bei  (7,  rechtwinkligen  Dreiecke  V^  U'  {JJ)\  aus  dem  mit 
^t(^)o  =  ^i(^)i  "^^  ^1  ö  normal  zu  u  sich  das  Dreieck  O^  0{ü\ 
ergiebt;  also  mit  den  Dreiecken^  in  denen  die  Neigungswinkel  i/;  des 
projicierenden  Strahls  und  g)  der  Fixebene  zur  Bildebene  enthalten 
sind  (I^  p.  343).  Dann  ist  die  Ebene  It  wie  die  Ebene  £  durch  je  die 

Fig.  tt. 
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Spur  s  und  das  Bild  der  Fixlinie  u'  bestimmt  und  der  Mittelpunkt 
M  wird  durch  sein  Bild  in  einer  Geraden  SU'  gegeben.  Wir  ver- 
zeichnen das  Bild  der  Schnittlinie  s '  der  Ebenen  £  und  L  und  die 
zu  ihr  Parallele  t  durch  M  —  etwa  mittelst  der  Hilfslinie  von  M 
nach  dem  Durchstosspunkte  von  Bj  wie  in  der  Figur  geschehen  ist. 
Durch  t  legen  wir  die  Parallelebenen  E'^  und  Ii*  zu  E  und  Ii  und 
bestimmen  ihre  Schnittlinien  mit  L  resp.  E,  die  Gegenaxen  r  und 
q^  damit  aber  oder  vielmehr  mit  einer  der  Gegenaxen  das  Bild 
'  der  Schnittcurve  wie  früher. 

Wir  bemerken,  dass  ausser  u  die  Data  der  Projection  zur 
Construction  des  Bildes  der  Schnittcurve  nicht  gebraucht  worden 
sind.  Die  Figur  erlaubt ,  wenn  wir  diese  Data  als  unbestimmt  an- 
sehen, verschiedene  Interpretationen;  mit  der  Angabe  des  Winkels 
a>  allein  kann  sie  als  Orthogonalprojection  angesehen  werden ;  man 
kann  die  Katheten  0  U^  und  U^  ü'  in  einer  Geraden  annehmen, 
sodass  die  Projectionsrichtung  der  Normalstellung  von  u  angehört; 
man  kann  sie  insbesondere  senkrecht  zur  Halbierungsebene  des 
Winkels  cd  voraussetzen ,  sodass  die  Bilder  der  Figuren  in  der  Fix- 
ebene diesen  Figuren  selbst  congruent  sind.  (Vergl.  I,  §  54,  7  und 
p.  345,  346  f.)   Erst  bei  der  Beantwortung  von  Fragen^  welche  auf 
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wahre  Grössen   gerichtet  sind,   wird  es  nöthig,   diese  Data  festzu- 
setzen. 

6.  Wir  untersuchen  noch  die  Aufgaben  des  vorigen  Ar- 
tikels in  centralprojectivischer  Darstellung ,  weil  wir  erst  damit 
die  völlig  freie  Auffassung  der  entwickelten  Methode  erhalten. 
Diese  Methode  giebt  uns  zwei  Paare  paralleler  Ebenen  E;  E* 
und  Isylt*  mit  den  parallelen  Geraden  EL  oder  5,  IiE'*  oder 
r  und  Ell*  oder  q,  und  E*L*  oder  t,  in  welcher  letzten  der 
Eegelmittelpunkt  ^sich  befindet.  Jede  durch  if  gehende  Ebene 
schneidet  den  parallelepipedischen  Mantel  (Fig.  23)  ^  den  unsere 
Ebenen  bilden ^  in  einem  Parallelogramm,  dessen  in  E  und  L 
liegende  Seiten  SQ  und  SB  entsprechende  Gerade  e  und  /  der 
Schnittebene  und  der  Leitcurvenebene  im  Sinne  der  Construction 
sind;  so  entsprechen  für  die  Lagen  von  E*  und  L*  die  Gerade  r 
der  Leitcurvenebene  und  die  Gerade  q  der  Schnittebene  der  un- 

Fig.  83. 


endlich  fernen  Geraden  der  Schnittebene  resp.  der  Leitcurven- 
ebene^ und  so  entspricht  s  sich  selbst.  Denken  wir  diesen  pa- 
rallelepipedischen Mantel  von  einem  Gentrum  C  aus  auf  eine 
Ebene  projiciert;  so  werden  seine  Ebenen  in  Paaren  EE*,  laL* 
parallele  Spuren  und  einerlei  Fluchtlinien  haben  und  die  Ge- 
raden s,  r,  q  und  t  mit  M  erscheinen  als  Gerade  mit  einerlei 
Fluchtpunkt;  deren  Durchstosspunkte  die  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms sind.  Die  centrische  CoUineation  unserer  Construction 
ist  bestimmt  durch  die  Axe  s'  und  das  Centrum  Af',  sowie  durch  r' 
und  die  Fluchtlinie;  q\  oder  q's  der  Schnittebene  oder  durch  q'  und 
die  Fluchtlinie  q\  oder  q'i,  der  Leitcurvenebene  als  ein  Paar  ent- 
sprechender Geraden.    Und  wie  früher  entsprechen  den  Schnitt- 
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punkten  der  Leitcurve  mit  r  und  ihren  Tangenten  in  diesen  die  un- 
endlichen Aeste  und  Asymptoten  der  Schnittcurye  —  aber  jene  er- 
scheinen als  Punkte  in  der  Fluchtlinie  q^  der  Schnittebene  d.  h. 
als  Punkte  im  Endlichen  der  Tafel  und  diese  als  ihre  Tangenten; 
und  es  entsprechen  den  unendlichen  Aesten  der  Leitcurve,  d.  h. 
den  Schnittpunkten  ihrer  Bilder  mit  der  Fluchtlinie  q\  oder 
q\  und  deren  Tangenten  die  Punkte  der  Querschnittscurve  in 
q    und  deren  Tangenten. 

Zu  einer  Geraden  vom  Bilde  /'  in  der  Leitcurvenebene  erhält 
man  daher  das  Bild  e  der  entsprechenden  Geraden  in  der  Schnitt- 

Piff.  24. 


ebene  ^  indem  man  ihren  Schnittpunkt  S'  mit  der  CoUineations- 
axe  s  mit  demjenigen  Puncte  von  q^  verbindet,  der  mit  dem 
Punkte  K  von  /'  d.  h.  mit  (/',  r')  in  einer  durch  M'  gehenden 
Geraden  liegt  (Fig.  24,  B^^)\  und  ebenso^  indem  man  ihr  S' 
mit  dem  Punkte  0\  (Fig.  24)  von  q'  verbindet,  der  mit  dem 
Schnittpunkte  Q\^  von  /'  mit  q  ^  in  einer  Geraden  durch  M* 
liegt.  Ist  wie  in  Fig.  24  die  Gerade  /'  eine  Tangente  des 
Leitcurvenbildes  L  vom  Berührungspunkt  ^',  so  berührt  e  das 
Bild  der  Querschnittcurve  in  dem  Punkte  A(  des  durch  Ä  gehen- 
den CoUineationsstrahles  M* A\  Auch  die  zweite  Tangente  des 
Leitcurvenbildes  aus  R'  also  mit  demselben  ^,2'  ist  eingetragen; 
ihr  Schnitt  mit  q^  liefert  ihr  Q\  und  diese  liegt  mit  R^^  ^^^ 
S  in  ihrer  entsprechenden  Geraden. 
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Man  hat  (yergl.  Fig.  23)  mit  der  vorigen  Constniction  in 
der  That  die  Gerade  e  aus  dem  zugehörigen  /  als  die  durch  das 
S  von  /  gehende  Parallele   zum  Collineationsstrahl  MR  ihres 
Gegenpunktes  R  und  respective  als  die  Verbindungslinie  des 
S  von  /  mit  dem  Gegenpunkt  0  des  zu  /  parallelen  Collinea- 
tionsstrables  MQ  construiert.    Ist  insbesondere  /'  in  unendlicher 
Ferne,  so  wird  S'  zur  Richtung  der  Collineationsaze  und  {V,  r') 
zur  Richtung  von  r'  und  man  erhält  das  Bild  der  zur  unendlich 
fernen  Geraden  der  Leitcurvenebene  entsprechenden  Geraden 
der  Schnittebene ,  indem  man  durch  den  Schnittpunkt  des  zu  r 
parallelen  Collineationsstrahles  mit  Qe  eine  Parallele  zu  s'  zieht. 
Und  dieselbe  geht  auch  durch  denjenigen  Punkt  von  q' ,  wo 
dieses  von  dem  zu  ^/  parallelen  Collineationsstrahl  geschnitten 
wird.    Ebenso  erhält  man  das  Bild  der  zur  unendlich  fernen 
Geraden  der  Schnittebene  entsprechenden  Geraden  der  Leit- 
curvenebene, indem  man  durch  den  Schnittpunkt  von  q^  mit 
dem  zu  q'  parallelen  Collineationsstrahl  die  Parallele  zu  s'  zieht; 
dieselbe  geht  auch  durch  denjenigen  Punkt  von  r\  welcher  in 
dem  zu  qs  parallelen  Collineationsstrahl  enthalten  ist.    Man 
erkennt  leicht  die  Bedeutung  der  so  gefundenen  Geraden,  als 
der  Gegenaxen  r  und  q  der  centrischen  CoUineation  vom  Cen- 
trum M'  und  der  Axe  ä',  in  welcher  das  Bild  Z'  der  Leitcurve 
und  das  Bild  E'  der  Querschnittscurve    zu  einander  stehen. 
Wir  wollen  sie  als  die  parallelen  Gegenaxen  der  Quer- 
schnittsconstruction  von  den  in  Q'  oder  (^/,  qs)  mit  s  con- 
vergierenden  Gegenaxen  q\r  unterscheiden  und  ihnen  den 
Index  V  beilegen  —  aus  einem  Grunde,  der  sofort  ersichtlich 
gemacht  werden  wird.    Aus  ihrer  Entstehung  erhellt  ihre  Be- 
deutung für  den  Constructeur.    Die  Gegenaxe  r/  enthält  die- 
jenigen Punkte  des  Leitcurvenbildes,   deren  entsprechende  in 
der  Schnittcurve  unendlich  ferne  Bilder  haben;  den  Tangenten 
von  L'  in  jenen  Punkten  entsprechen  die  Asymptoten  des  Bildes 
der  Querschnittscurve.    Und  die  Gegenaxe  q^  enthält  diejenigen 
Punkte  des  Schnittcurvenbildes,  deren  entsprechende  in  der  Leit- 
curve unendlich  ferne  Bilder  haben  und  den  Tangenten  von  E' 
in  jenen  Punkten  entsprechen  die  Asymptoten  des  Leitcurven- 
bildes.   Zieht  man  also  zu  den  eventuellen  Asymptoten  des  Leit- 
curvenbildes die  Parallelen  durch  M'  bis  q^'  und  verbindet  die 
Schnittpunkte  mit  den  Schnittpunkten  jener  Asymptoten  mit  s\ 
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80  hat  man  die  Punkte  in  q^  und  die  zugehörigen  Tangenten  des 
Bildes  der  Querschnittscurve ;  und  zeichnet  man  in  den  even- 
tuellen Schnittpunkten  des  Leitcurvenbildes  mit  r/  dessen  Tan- 
genten und  zu  den  Collineationsstrahlen  von  jenen  die  Paral- 
lelen durch  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Tangenten 
mit  $' ^  so  hat  man  die  Asymptoten  des  Querschnittsbildes  ge- 
funden. Wahrend  also  die  convergenten  Gegenaxen  q'  und  r 
die  Bestimmung  der  unendlich  fernen  Punkte  beider  in 
Bede  stehender  Curven  selbst  vermitteln,  erbalten  wir 
mittelst  der  parallelen  Gegenaxen  q^  und  r/  die  directe  Be- 
stimmung der  unendlich  fernen  Punkte  der  Bilder  un- 
serer Curven.  Da  für  alle  Parallelprojectionen  die  Bilder  der 
unendlich  fernen  Punkte  und  der  Asymptoten  der  Curve  zugleich 
die  unendlich  fernen  Punkte  und  Asymptoten  des  Bildes  der 
Curve  sind,  so  fallt  diese  Unterscheidung  zwischen  parallelen 
und  convergenten  Gegenaxen  für  Parallelprojectionen  weg;  wie 
auch  aus  dem  andern  Grunde  in  Betracht  der  auf  Fig.  23  be- 
züglichen oben  gegebenen  Entwickelungen,  weil  die  Parallel- 
projectionen paralleler  Geraden  wie  q,r^  $  stets  wieder  parallele 
Gerade  sind  und  somit  convergente  Gegenaxen  gar  nicht  auf- 
treten. Wir  werden  diesen  Unterschied  sogleich  noch  directer 
beleuchten.  Vorher  noch  die  Bemerkung,  dass  in  Fig.  24  nur 
die  convergenten  Gegenaxen  q'  und  r  ,  aber  nicht  die  parallelen 
Gegenaxen  q^'  und  r/  eingezeichnet  sind;  man  kann  dieselben 
nach  den  vorigen  £ntwickelungen  eintragen  und  auch  die  fol- 
gende Untersuchung  zur  Eintragung  benutzen  —  sie  gehen 
parallel  zu  s  unten  links  und  oben  rechts  durch  die  Figur  und 
in  Bezug  auf  sie  ist  natürlich  die  Regel  erfüllt ,  dass  die  Mitte 
zwischen  den  Gegenaxen  auf  einem  Strahl  durch  das  Centrum 
auch  die  Mitte  zwischen  Centrum  und  CoUineationsaxe  auf 
diesem  Strahle  ist.  Diese  Eintragung  macht  dann  ersichtlich, 
warum  dem  im  Endlichen  geschlossenen  Bilde  der  Leitcurve  L' 
in  Fig.  24  auch  ein  im  Endlichen  geschlossenes  Bild  der  Quer- 
schnittscurve E'  entsprechen  musste;  dass  beide  Curven  selbst 
ebenfalls  im  Endlichen  geschlossen  sind,  erhellt  schon  aus  der 
Lage  ihrer  Bilder  zu  den  Fluchtlinien  q^  und  q^  ihrer  Ebenen. 
Die  Lage  derselben  zu  den  Spuren  macht  ersichtlich,  dass  L 
ganz  hinter  der  Tafel  liegt,  E  nur  zum  grössten  Theile.  In 
Hinsicht  der  ersten  Hauptbetrachtung  haben  wir  die  allge- 
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meine  Regel  begründet:  Jeuachdem  das  Bild  der  Leitcurve  V 
a)  beide  Gegenaxen  r  und  r/  nicht  schneidet,  oder  b)  nur  r 
schneidet,  oder  c)  nur  r/  schneidet,  oder  endlich  d)  sowohl  r 
als  r/  schneidet,  hat  a)  die  Schnittcurve  selbst  wie  auch  ihr 
Bild  keine  unendlichen  Aeste,  hat  b)  die  Schnittcurve  unend- 
liche Aeste,  jedoch  nicht  ihr  Bild,  hat  c)  nicht  die  Schnitt- 
curve wohl  aber  ihr  Bild  und  hat  d)  sowohl  die  Schnittcurve 
selbst  als  auch  ihr  Bild  unendliche  Aeste  —  immer  in  der  An- 
zahl jener  Schnittpunkte  von  l!  mit  den  bezeichneten  Gegen- 
axen.  So  oft  sich  zwei  der  Schnittpunkte  in  eine  Berührung 
vereinigen,  so  oft  tritt  an  Stelle  von  zwei  gewohnlichen  un- 
endlichen Aesten  ein  parabolischer  Ast  in  der  Schnittcurve  resp. 
in  ihrem  Bilde,  jenachdem  es  in  der  Gegenaxe  r  oder  in  der 
Gegenaxe  r/  geschah.  (Man  vergl.  die  Beispiele  1 — 5  unten.) 
Wir  kommen  nun  zu  der  vorgesetzten  zweiten  Betrachtung 
der  Hauptfrage  der  centralprojectivischen  Darstellung  der  Kegel- 
querschnitte. Die  unendlichen  Aeste  des  Querschnittes  selbst 
hängen  offenbar  weder  von  der  Bildebene  noch  vom  Projections- 
centrum,  sondern  nur  von  der  Lage  der  Querschnittsebene  gegen 
den  Kegel  ab ;  wenn  die  durch  den  Kegelmittelpunkt  M  gelegte 
Parallelebene  E*  zur  Schnittebene  E  den  Kegel  in  reellen  Man- 
tellinien und  somit  ihre  Schnittlinie  r  in  Ii  die  Leitcurve  L  in 
reellen  Punkten  trifft,  so  entspringen  ebenso  viele  reelle-unend- 
liehe  Aeste  der  Schnittcurve,  welche  in  jeder  Darstellung  an- 
zugeben sind,  aber  nur  in  Parallelprojectionen  immer  als  un- 
endliche Aeste  der  Projection  der  Curve  erscheinen.  Für  ein 
im  Endlichen  gelegenes  Projectionscentrum  aber  erscheinen  nur 
alle  diejenigen  Punkte,  Geraden  und  Curven  in  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Bildebene  projiciert,  welche  in  der  zu  ihr 
parallelen  projicierenden  Ebene  liegen,  die  wir  die  Ver- 
schwindungsebene  nennen  (I,  §  2);  die  unendlich  fer- 
nen Punkte  des  Bildes  einer  Curve  —  übrigens  gleichviel  ob 
einer  ebenen  oder  einer  doppelt  gekrümmten  —  sind  also  die 
Bilder  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Yerschwindungsebene  und  die 
zugehörigen  Asymptoten  die  Bilder  ihrer  Tangenten  in  jenen 
Schnittpunkten.  Ist  die  Curve  eine  ebene,  so  sind  es  die  Bilder 
ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Verschwindungslinie  ihrer  Ebene. 
Damit  kehren  wir  zu  der  schon  im  Vorigen  benutzten  An- 
schauungsfigur 23  zurück.    Wir  denken  durch  das  Projections- 
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centrom  C  die  Parallelebeue  zur  Bildebene  und  das  Parallelo- 
gramm^  in  welchem  sie  den  parallelepipedischen  Mantel  aus  den 
Ebenenpaaren  L,  Ii'*'  und  E,  E*  schneidet^  das  Parallelogramm 
also  von  den  Gegenseitenpaaren  vx,  v^*  und  ve,  ve*,  d.  h.  aus 
den  Yerschwindungslinien  jener  Ebenen.  Die  vom  Eegelmittel- 
punkt  Af  nach  den  Verschwindungslinien  ve  und  resp.  Vl  gehen- 
den Ebenen  schneiden  aus  Ii  und  resp.  E  die  Geraden  Vs  Vr* 
und  F,  Vq*  heraus,  welche  jenen  entsprechen,  d.  h.  die  vorher 
auf  anderem  Wege  erhaltenen  und  als  parallele  Gegenaxen  be- 
nannten, jedoch  schon  mit  dem  Index  v  als  r«  und  qt,  bezeich- 
neten Geraden.  Wir  erhalten  sie  nach  der  eben  gemachten  Ent- 
wickelung  wieder,  indem  wir  durch  den  Kegelmittelpunkt  M 
diejenigen  Ebenen  legen,  welche  mit  den  Ebenen  E  und  L  resp. 
dieselbe  Verschwindungslinie  v^,  Vi  haben,  und  ihre  Schnitt- 
linien mit  Ii  resp.  E  bestimmen;  diese  sind  r„  resp.  q^.  Die 
Durchschnittslinie  jener  Ebenen  E»  und  L^  ist  die  Gerade  M  F«, 
d.  h.  die  Gerade  vom  Kegelmittelpunkt  nach  dem  Verschwiu- 
dungspuukt  der  Collineationsaxe  s  oder  (E,  L),  d.  h.  diejenige  Ge- 
rade (^  durch  3fxxnd  in  der  Ebene  Ms,  deren  Bild  zu  dem  von  s 
parallel  ist.  Die  Spuren  der  Ebenen  E,  und  Ii«  sind  die  durch 
ihren  Durchstosspunkt  gehenden  Parallelen  zu  den  resp.  Spuren 
von  E  und  L  und  die  Fluchtlinien  derselben  Ebenen  die  Pa- 
rallelen derselben  Geraden  durch  ihren  Fluchtpunkt.  Die  Schnitt- 
punkte der  Fluchtlinien  von  E^  und  Lp  mit  den  resp.  Flucht- 
linien von  Ii  und  E  sind  dieselben  Punkte,  die  wir  schon  durch 
die  erste  Untersuchung  erhielten;  die  Durchschnittspunkte  der 
Spuren  von  E«  und  L,  mit  den  resp.  Spuren  von  L  und  E  liefern 
uns  je  einen  dritten  Punkt  der  Geraden  r/^  ^/,  die  als  parallel 
zu  s  immer  durch  einen  der  drei  schon  völlig  bestimmt  sind. 
Wir  haben  damit  die  Construction  erhalten ,  welche  in  Fig.  25 
unter  Gopie  der  Disposition  von  Fig.  24  gegeben  ist.  Aus  den 
Spuren  und  Fluchtlinien  von  L  und  E  ergiebt  sich  zuerst  die 
Collineationsaxe  $\  die  Parallele  t  zu.  $  durch  M  liefert  als 
Parallelen  zu  sz  und  Se  resp.  durch  ihren  Durchstosspunkt  ^| 
die  Spuren  von  L*  und  E*  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
Se  resp.  Sl  die  Durchstosspunkte  der  convergenten  Gegenaxen 
q  und  r.  In  der  durch  s  und  jene  Parallele  bestimmten  Ebene 
Ms  erhält  man  dann  das  Bild,  den  Durchstoss-  und  den  Flucht- 
punkt der  Geraden  t^  durch  M,  die  mit  s  denselben  Yerschwin- 


42  n.    Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Fl&chen.    6. 

dungspankt  hat  und  durch  sie  die  Ebenen  £«  und  L,  und  in 
ihren  Schnittlinien  mit  Ii  resp.  E  die  parallelen  Gegenaxen  r« 
und  q^.  Wir  wissen,  für  welche  Zwecke  jene  und  für  welche 
diese  vorzugsweise  zu  benutzen  sind  und  dass  weder  die  einen 
noch  die  andern  entbehrt  werden  können.  Für  die  Construction 
der  weder  unendlich  fernen  noch  in  unendlicher  Ferne  abge- 
bildeten Punkte  der  Querschnittscurve  wird  man  sich  wohl  ge- 
rade der  parallelen  Gegenaxen  am  liebsten  bedienen,  weil  S' 
und  M'j  Q^  und  R^  für  zwei  entsprechende  Gerade  /  und  e  die 
Gegeneckenpaare  eines  Parallelogramms  sind,  wie  in  der  Gen- 
tralprojection  ebener  Systeme.  In  der  Figur  ist  für  das  kreis- 
förmige Bild  V  einer  hyperbolischen  Leitcurve  das  hyperbolische 
Bild  der  hyperbolischen  Querschnittscurve  E'  bestimmt;  man 
hat  mittelst  der  parallelen  Gegenaxen  die  Asymptoten  des  Bildes 
aus  den  unendlich  fernen  Bildern  T/,  V^  der  entsprechenden 
Punkte  zu  w;/,  w^  von  L'  in  r/  construiert;  ebenso  zu  den 
Schnitten  i^/,  V^  mit  r  die  entsprechendem  7/,  T{  und  zu  den 
Fluchtpunkten  Z,',  L^  die  entsprechenden  K(y  K^  nebst  ihren 
Tangenten;  endlich  zur  Tangente  von  Z'  in  ^'  die  entsprechende 
von  E'  voi  A'  sowohl  mit  Hilfe  der  parallelen  als  der  conver- 
genten  Gegenaxen. 

Für  Ausführung  zahlreicher  Einzelheiten  darf  auf  die  Bei- 
spiele verwiesen  werden.  Die  allgemeine  Gentralprojection  be- 
dingt keine  neuen  Ausführungen ;  alle  geforderten  Bestimmungen 
sind  auch  in  ihr  leicht  auszuführen.  Die  Specialfalle  vom  Schnitt 
des  Gylinders,  vom  Parallelismus  der  Ebenen  L  und  E,  etc. 
werden  in  den  Beispielen  besprochen.  Als  Summe  der  Ergeb- 
nisse kann  ausgesprochen  werden,  dass  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  die  Theorie  der  centrischen  Gollineation  ebener 
Systeme  mit  allen  ihren  Specialfällen  wiedergiebt,  die  wir  so 
viel  elementarer  und  doch  wie  man  sieht  auf  gleicher  An- 
schauungs-Grundlage direct  aus  der  Gentralprojection  erhielten. 

1)  Die  Strahlen  des  Büschels  in  der  Leitcurvenebene,  welches 
den  Schnittpunkt  der  Gegenaxen  r  und  r/  zum  Scheitel  hat,  haben 
zu  ihren  entsprechenden  in  der  Schnittebene  Parallelen  zur  Spur 
derselben,  welche  also  durch  den  Schnittpunkt  von  jenen  mit  der 
Collineationsaxe  allein  bestimmt  sind.  Und  umgekehrt  entsprechen 
den  zur  Bildebene  parallelen  Geraden  der  Schnittebene  die  durch 
den  Punkt  (r\  r/)  gehenden  Geraden  der  Leitcurvenebene,  die 
sich   mit    ihnen   in   der   Collineationsaxe   schneiden.     Ebenso  ent- 
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sprechen  den  Strahlen  des  Büschels  um  {q\  q^)  in  der  Schnitt- 
ebene die  Spurparallelen  der  Leitcarvenebene ,  die  sich  mit  ihnen 
in  der  Collineationsaxe  schneiden,  und  umgekehrt.  In  der  Praxis  der 
Constructionen  ist  die  Verwendung  dieser  Systeme  von  Vortheil. 

2)  Wenn  das  Bild  L'  der  Leitcurve  den  Punkt  {r\  r/)  ent- 
hält, so  hat  sie  selbst  einen  hier  projicierten  unendlichen  Ast  und 
das  Bild  der  Schnittcurve  hat  einen  solchen  in  der  Bichtung  der 
von  M'  nach  jenem  Punkte  gehenden  Geraden,  dessen  Asymptote 
als  Spnrparallele  von  E  durch  den  Schnittpunkt  der  zugehörigen 
Tangente  von  L'  mit  der  Collineationsaxe  bestimmt  ist. 

Fig.  26. 


Hat  das  Bild  der  Leitcurve  eine  Spurparallele  von  L  zur 
Asymptote,  so  geht  das  Bild  der  Schnittcurve  durch  den  Funkt 
Wj  Qv)  mit  derjenigen  Geraden  als  Tangente,  welche  sich  mit  der 
Asymptote  in  der  Collineationsaxe  begegnet. 

3)  Wenn  das  Bild  der  Leitcurve  in  {r\  r/)  die  Gegenaxe  r,' 
berührt  y  so  hat  das  Bild  der  Schnittcurve  einen  parabolischen  Ast 
in  der  Bichtung  der  Spurparallelen  von  E.  Ist  die  Leitcurve  ein 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Bild  der  Schnittcurve  eine  Parabel,  wäh- 
rend die  Schnittcurve  selbst  eine  Hyperbel  ist. 

4)  Ist  das  Bild  der  Leitcurve  ein  von  den  drei  Geraden  r\  r/ 
und  qt  berührter  Kegelschnitt,  also  die  Leitcurve  selbst  (wegen  qj!) 
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eine  Parabel^  so  wird  die  Schnittcurye  gleichfalls  eine  Parabel 
(wegen  r')  und  auch  ihr  Bild  ist  eine  solche  (wegen  r/).  Werden 
also  nur  r  und  r/  von  V  berührt,  so  finden  di&  beiden  letzten 
Besonderheiten  allein  statt.  Liegen  insbesondere  die  Berührungs- 
punkte von  V  mit  r  und  r/  auf  einer  durch  M'  gehenden  Ge- 
raden, so  giebt  diese  sowohl  die  Lage  des  parabolischen  Astes  der 
Schnittcurye  selbst  wie  auch  die  von  dem  ihres  Bildes  an.  Es  giebt 
nur  zwei  Kreise  L' ,  für  welche  dies  stattfindet;  man  bestimme  sie 
und  erörtere  den  Charakter  der  Querschnitte  für  die  Kreise  als  L\ 
die  mit  ihnen  den  Punkt  (f  ,  r/)  zum  gemeinsamen  Aehnlichkeits- 
punkte  haben. 

5)  Man  disponiere  bei  gegebenen  M  ^  L  und  E  das  Bild  V  der 
Leitcurve  zweiten  Grades  so,  dass  die  Schnittcurve  als  Hyperbel 
von  gegebenen  Asymptoten  erscheint,  während  sie  eine  Parabel* ist. 

6)  Man  soll  das  Bild  der  Leitcurve  als  Kreis  so  disponieren, 
dass  das  Bild  der  Schnittcurve  wieder  ein  Kreis  ist,  und  die  Ge- 
sammheit  der  Lösungen  dieser  Aufgabe  charakterisieren, 

7)  Wenn  der  Kegelmittelpunkt  M  in  der  Bildebene  liegt,  so 
ist  er  zugleich  der  Durchstosspunkt  der  durch  ihn  gehenden  Paral- 
lelen zu  s  und  derjenige  der  Geraden  durch  M y  die  mit  s  den- 
selben Verschwind ungspunkt  hat;*er  liefert  zugleich  die  convergenten 
und  die  parallelen  Gegenaxen  durch  die  von  ihm  ausgehenden  Pa- 
rallelen zu  den  Spuren  von  Ii  und  £.  Die  Schnittpunkte  {r\  r/) 
und  (/,  ^/)  liegen  in  5^  resp.  Se» 

8)  Ist  der  Kegelmittelpunkt  in  der  Yerschwindungsebene  also 
sein  Bild  im  unendlichen  gelegen  und  als  Richtung  M'  einer  Ge- 
raden S0  gegeben,  so  fallen  die  Ebenen  Mve  und  Mvj,  mit  der 
Yerschwindungsebene  zusammen,  u  wird  identisch  mit  Vl  und  q^ 
mit  Ve  (Pig-  23)  und  ihre  Bilder,  also  die  parallelen  Gegenaxen 
r^  und  q^^  liegen  unendlich  fem.  Das  Bild  der  Querschnittscurve 
ist  affin  zum  Bilde  der  Leitcurve  in  üebereinstimmung  mit  detn 
allgemeinen  Gesetze;  diese  Affinität  ist  durch  die  Richtung  M\ 
ihre  Axe  s  und  die  convergenten  Gegenaxen  q\  r'  als  zwei  Gerade 
bestimmt,  deren  entsprechende  q^  und  q^   bekannt  sind. 

9)  Ist  der  Kegelmittelpunkt  M  unendlich  entfernt,  also  der 
Fluchtpunkt  der  Mantellinien  (somit  der  Kegel  ein  Cylinder),  so 
liegt  die  zur  Collineationsaxe  s  parallele  Gerade  unendlich  fem  und 
somit  auch  ihr  Durchstosspunkt  (während  die  Gerade  von  M'  nach 
(g/,  qs)  die  Spur  ihrer  projicierenden  Ebene  ist)  also  auch  die 
durch  denselben  gehenden  Spuren  von  E*  und  L*  oder  auch  die 
Durch stosspunkte  von  r'  und  q'  unendlich  fem;  es  fällt  somit  r' 
in  qi  und  q  in  qE  oder  die  Fluchtlinien  der  beiden  Ebenen  sind 
entsprechende  Gerade  und  zwischen  den  beiden  Curven  L*  und  E 
besteht  Affinität;  die  unendlich  fernen  Punkte  und  die  Asymptoten 
der  einen  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten  und  Asymptoten 
der  anderen  —  nämlich  den  Punkten  von  L'  in  q^   und  ihren  Tan- 
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genten  die  Punkte  von  E'  in  qE  und  ihre  Tangenten.  Diese  Affi- 
nität erscheint  aber  als  eine  centrische  Collineation  der  Bilder  V 
und  E\  Man  erhält  in  der  That  die  parallelen  Gegenaxen  sofort: 
Man  zieht  durch  M'  Parallelen  zu  Sl  und  Se  bis  zum  Schnitt  mit 
qE  resp.  q^  und  durch  diese  Schnittpunkte  q^  resp.  r„'  parallel  zu 
s\  Dass  hiemach  qt  und  qE  einander  entsprechen,  ist  evident. 
Welche  Modification  tritt  ein,  wenn  der  Cylinder  zur  Tafel  parallel, 
also  das  Bild  von  M  auch  unendlich  fem  ist? 

10)  Man  zeige,  welche  Modificationen  in  der  Constraction  an 
zubringen  waren ,  falls  das  Bild  von  M  der  Schnittpunkt  seiner  be- 
stimmenden Geraden  mit  dem  Bilde  der  CoUineationsaxe  wäre. 

11)  Wenn  die  Ebenen  E  und  L  einander  parallel  sind  (Fig. 
26),  so  wird  die  CoUineationsaxe  s'  zu  ihrer  gemeinsamen  Flücht- 
ig. 26. 


liiüe  ^LE  und  auch  die  convergenten  Gegenaxen  q  und  r  des  Sy- 
stems haben  ihre  Bilder  in  dieser  Geraden;  zwischen  der  Leitcurve 
und  der  Schnittcurve  besteht  Aehnlichkeit  und  ähnliche  Lage  mit 
M  als  Aehnlichkeitspunkt.  (Yergl.  I,  §  22^.)  Aber  diese  Aehn- 
lichkeit erscheint  als  centrische  Collineation  mit  M'  als  Centrum 
und  mit  qLE  als  Axe  s\  und  ihre  parallelen  Gegenaxen  bleiben  zu 
bestimmen.  Man  hat  zunächst  die  durch  M  nach  den  Yerschwin- 
dungslinien  von  E  und  L  gehenden  Ebenen  anzugeben  und  dann 
ihre  Schnittlinien  mit  L  resp.  E  zu  projicieren.  Wir  denken  dazu 
durch  M  eine  zur  Leitcurven-  und  Schnitt-Ebene  parallele  Gerade 
^Q'  gezogen  und  legen  durch  dieselbe  irgend  eine  Hilfsebene  sq\ 
ziehen  wir  in  ihr  zum  Bilde  ihrer  Schnittlinie  mit  L  durch  M'  die 
Parallele,  so  gehört  ihr  Durchstosspunkt  zur  Spur  von  L^  und  ihr 
Fluchtpunkt  zur  Fluchtlinie  derselben  Ebene ;  zugleich  ist  jene  das 
Bild  der  Schnittlinie  dieser  Hilfsebene  mit  L«  und  wenn  wir  noch 
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das  ihrer  Schnittlinie  mit  E  zeichnen^  so  liefern  diese  beiden  durch 
ihren  Schnitt  einen  Punkt  von  q^  und  bestimmen  dasselbe.  Wir 
ziehen  sodann  in  derselben  Hilfsebene  zum  Bilde  ihrer  Schnittlinie 
mit  E  die  Parallele  durch  M'  und  erhalten  durch  den  Durchstoss- 
punkt  derselben  die  Spur  und  durch  ihren  Fluchtpunkt  die  Flucht- 
linie von  Ef, ;  die  Bilder  der  Schnittlinien  dieser  Hilfsebene  mit  den 
Ebenen  E«  und  L«  liefern  einen  Punkt  von  r^  als  ihren  Schnitt 
and  bestimmen  dasselbe.  Man  mag  die  Modificationen  erörtern, 
welche  diese  Querschnittsconstruction  erfährt,  wenn  eine  der  Speciali- 
täten  der  vorhergehenden  Beispiele  mit  ihr  verbunden  ist.  Die 
Figur  enthält  sämmtliche  bezeichnete  Geraden ;  es  ist  evident,  dass 
man  nur  qi  und  r/  gebraucht.  Von  den  drei  benutzten  Geraden 
ist  die  eine  mittelst  r/ ,  die  zweite  mittelst  q^  und  die  dritte  auf 
Grund  dessen  mit  q'  behandelt. 

12)  Wenn  die  Ebenen  L  und  E  die  nämliche  Yerschwindungs- 
linie  haben,  so  ist  das  unendlich  ferne  Bild  derselben  die  Colli- 
neationsaxe  s' \  die  Bilder  der  parallelen  Gegenaxen  ^/,  r/  fallen 
gleichfalls  in  Unendliche  und  die  Beziehung  zwischen  dem  Bilde 
der  Leitcurve  und  dem  der  Schnittcurve  ist  Aehnlichkeit  mit  ähn- 
licher Lage  für  M'  als  Centrum.  Man  erörtere  die  Bestimmung 
der  convergenten  (natürlich  hier  auch  parallel  erscheinenden)  Gegen- 
axen und  die  Oonstruction  der  Aehnlichkeit  aus  einer  derselben  und 
ihrer  entsprechenden  Geraden.  Welche  Modification  tritt  ein,  weim 
der  Mittelpunkt  der  Eegelfläche  gleichfalls  in  der  Yerschwindungs- 
ebene  liegt?  (Vergl.  oben  Beisp.  8.) 

13)  Wenn  die  Ebene  E  die  Bildebene  ist  oder  die  Bestim- 
mung der  Spur  der  Eegelfläche  aus  einer  beliebigen  ebenen  Leit- 
curve L  verlangt  wird^  so  &llen  die  Ebenen  E*  und  E^  zusammen 
und  somit  auch  r'  und  r/;  man  soll  die  Durchführung  der  Oon- 
structionen  discutieren.  Ebenso  für  L  in  der  Bildebene  oder  die 
Leitcurve  als  Spur  die  Bestimmung  des  Querschnittes  mit  einer 
beliebigen  Ebene.    (Vergl.  den  folgenden  Art.) 

14)  Im  Falle  der  allgemeinen  Centralprojection  kann  noch  die 
Lage  des  Eegelmittelpunktes  oder  einer  der  Ebenen  L,  E  in  der 
Fixebene  vorausgesetzt  und  die  Oonstruction  dadurch  specialisiert 
werden;  die  Erörterung  derselben  ist  eine  nützliche  üebung. 

15)  Man  hat  gesehen,  dass  der  Distanzkreis  bei  den  Con- 
structionen  des  Querschnittbildes  nicht  gebraucht  wird,  sodass  eine 
und  dieselbe  Ausführung  für  jeden  willkürlichen  Kreis  der  Tafel 
als  Distanzkreis  räumlich  interpretiert  werden  kann.  Welches  ist 
ihr  Zusammenhang  für  zwei  willkürlich  gewählte  Kreise  als  Distanz- 
kreise? 

7.  Auch  die  directe  Bestimmung  der  wahren  Ge- 
stalt der  ebenen  Schnittcurve  einer  Kegelfläche, 
welche  durch  Spitze  und  ebene  Leitcurve  insbesondere-  Spur 
gegeben  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen. 


Kegelflächen:  Wahre  Gestalt  ebener  Schnitte.    7. 


47 


Denn  wenn  zwei  ebene  Systeme  für  ein  Centrum  M  in 
perspectivischer  Collineation  sind,  so  bleiben  sie  perspectivisch 
coUinear  auch  bei  der  Drehung  der  einen  Ebene  um  die  Durch- 
schnittsJinie  von  beiden  und  beim  Zusammenfallen  beider 
Ebenen;  die  ümlegung  des  Centrums  mit  der  zur  gedrehten 
Ebene  Parallelen  aus  ihm  in  die  andere  Ebeue  ist  das  Centrum 
der  perspectivischen  CoUineation  der  vereinigten  Systeme.  Die 
Gegenaxe  im  Systeme  der  festen  Ebene  bleibt  unverändert, 
die  Umlegung  der  Geraden,  in  welcher  die  Parallelebene  aus 
dem  Centrum  zur  festen  Ebene  die  zu  drehende  Ebene  schneidet, 
ist  die  Gegenaxe  im  System  der  letztern.    In  Fig.  27  ist  die 

Fig.  «7. 


Construction  nach  der  Methode  der  „Geometrie  descriptive"  für 
einen  Kegel  von  gegebener  Horizontalspur  ausgeführt,  zu  g  ist 
(^,),  zu  t'  ebenso  (/,)  gefunden.  Man  hat  die  Horizontalspur  r 
der  Parallelebene  zur  Schnittebene  {s^ ,  s^  durch  den  £egel- 
mittelpunkt  M  und  die  ümlegung  {M^  von  M  mit  dieser  Ebene 
Mr  in  die  horizontale  Projectionsebene  eingezeichnet.  Die 
wahre  Gestalt  der  Querschnittfigur  ist  die  zur  Spur  central- 
collineare  Curve  für  (il/)  als  Centrum,  die  Spur  5,  als  Axe  und 
die  Gerade  r  als  Gegenaxe  der  CoUineation.  Ist  also  g  eine 
Gerade  im  System  der  Spur  mit  dem  Durchstosspunkt  S^  und 
dem  Gegenpunkt  K^  so  ist  die  Parallele  (^,)  zu  {JM)  K  durch 
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Fig.  28. 


S|  die  entsprechende  Gerade  im  umgelegten  System  der  Schnitt- 
curve,  u.  s.  w.  Natürlich  kann  auch  die  Gegenaxe  (q)  benutzt 
werden,  die  Umlegung  von  q  mit  der  Schnittebene.  Man  kann 
also  direct  durch  die  Beziehungen  der  perspectivischen  CoUi- 
neation  die  Umlegung  der  Schnittcurve  einer  Ebene  mit  der 
Eegelfiäche  in  die  Ebene  ihrer  Leitcurve  construieren  —  direct^ 
d.  h.  ohne  vorhergehende  Construction  der  Projectionen  der 
Schnittcurve;  somit  im  Falle  der  in  einer  Projectionsebene  ge- 
legenen Leitcurve  oder  in  der  zu  einer  solchen  parallelen  die 
wahre  Gestalt  der  Schnittcurve,  ohne  vorher  die  Pro- 
jectionen derselben  ermitteln  zu  müssen.  Im  andern 
Falle  wird  aus  jener  Umlegung  in  die  Ebene  der  Leitcurve  nach 
bekannten  Methoden  auch  zur  wahren  Gestalt  überzugehen  sein. 
Wenn  in  der  allgemeinen  Parallelprojection  die  Data  vollstän- 
dig gegeben  sind,  also  ausser  der  Fixlinie  u  noch  ein  Dreieck 
(7,  U\U)i  (vergl.  §  5,  14),   und   der  Kegel   durch  seine  Spur 

L  in  der  Bildebene  und 
seine  Spitze  ^  in  5  J^'  ge- 
geben ist,  so  wird  man 
die  wahre  Gestalt  {E)  sei- 
nes Querschnittes  mit  der 
Ebene  E  (s  u)  erhalten,  in- 
dem man  durch  M  die  zu 
ihr  parallele  Ebene  E* 
von  der  Spur  r  construiert 
und  den  Mittelpunkt  M 
mit  ihr  in  die  Bildebene 
umlegt.  Die  Curve  {E) 
ist  die  centrisch  coUineare 
zu  L  für  (J!f )  als  Centrum, 
s  als  Äxe  und  r  als  Gegen- 
axe im  System  von  Z.  Die  Fig.  28  zeigt  die  Bestimmung  von 
r  und  die  der  Umlegung  {M)\  die  CoUinearfigur  einer  Curve  L 
nochmals  zu  zeichnen  schien  überflüssig.  Die  Data  der  Projection 
sind  u  und  ü'  U^  mit  dem  Winkel  tf;.  Der  Mittelpunkt  des  Kegels 
ist  auf  einer  Geraden  gegeben,  die  ihren  Durchstosspunkt  in 
der  Spur  der  Schnittebene  hat;  durch  ihr  V  erhält  man  sofort 
die  Parallelebene  B*  und  r. 

Das  Bestimmungsdreieck  ist  dann  zunächst  für  den  Fix- 
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Fig.  29. 


pankt  der  Geraden  u  gezeichnet  (Aehnlichkeitspunkt  A  in  ii) 
und  hieraus  für  den  Mittelpunkt  M'  (Aehnlichkeitspunkt  im 
Durchstosspunkt  der  Geraden  auf  r).  Der  Punkt  M^  ist  die 
Orthogonalprojection  von  M  auf  die  Tafel  und  M^{M\  seine 
Hohe  über  ihr;  daher  ist  {M)  die  Umlegung  von  M  mit  der 
Ebene  Mr  und  a  zugleich  der  Neigungswinkel  von  E  gegen 
die  Tafel.  Diese  Betrachtungen  gelten  ebenso  für  die  centrale 
wie  für  die  Parallelprojection. 

Wir  müssen  den  Ort  des  Projectionscentrums  fixieren,  also 
den  Distanzkreis  B  angeben;  ist  dann  L  die  Leitcurve  in  der 
Tafel,  ($Ei  Qe)  die  Schnittebene  und  M'  das  Bild  des  Eegel- 
mittelpunktes  etwa  in 
einer  zur  Schnittebene 
parallelen  Geraden  SQ\ 
so  haben  wir  die  Parallel- 
ebene E  *  zu  £  durch  M 
zu  bestimmen  und  mit  ihr 
M  umzulegen.  Die  Spur 
von  E*,  die  durch  S 
gellende  Parallele  zur  Spur 
von  E ,  ist  die  Gegenaxe 
r  der  Collineation ,  die 
Spur  von  E  ihre  Axe,  und  wir  bestimmen  in  gewohnter  Weise 
(vergl.  I;  §  11)  aus  dem  Mittelpunkte  C^  des  Distanzkreises 
den  Hauptfluchtpunkt  H  der  Ebene  E^;  das  Collineations- 
centrum  6  derselben ,  damit  die  Umlegung  der  Geraden  SQ' 
und  das  CoUineationscentrum  [M)  der  Querschnittsbestimmung 
in  ihr  auf  dem  Strahl  M'^.  Diese  Construction  der  wahren 
Gestalt  des  hyperbolischen  Querschnittes  bei  kreisförmiger  Leit- 
curve giebt  Fig.  29;  die  Asymptoten  und  die  eine  zur  Tafel 
parallele  Tangente  sind  eingetragen. 

Die  für  Cylinderfiächen  nöthige  Modification  ergiebt  sich 
daraus,  dass  auch  zwei  perspectivisch  affine  ebene  Systeme  ihren 
Charakter  beibehalten,  wenn  man  das  eine  um  die  Schnittlinie 
ihrer  Ebenen  bis  zum  Zusammenfallen  der  letzteren  dreht,  und 
dass  femer  zwei  affine  Systeme  in  perspectivischer  Lage  durch 
das  eine  Ton  ihnen,  ihre  Axe  und  ein  Paar  von  entsprechenden 
Punkten  der  Geraden  bestimmt  sind.     (Yergl.  I,  §  22.) 

1)  Für    die    zur  Leitcurvenebene    in  einer  Projectionsebene 
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parallele  Schnittcurve  erhält  man  die  wahre  Gestalt  in  der  gleich- 
namigen Parallelprojection;  im  Falle  der  Centralprojection  ist  (7, 
das  Collineaiionscentmm  der  ümlegung  von  E*  und  der  Fusspnnkt 
der  Tafelnormale  aus  M  die  Umlegung  (-^),  der  Aehnlichkeits- 
punkt  zwischen  der  Leitcurve  und  der  ümlegung  des  Querschnittes. 
Da  die  Ebene  selbst  als  durch  einen  Punkt  S'  in  einer  bestimmten 
Geraden  —  nehmen  wir  an  in  der  Bestimmungslinie  SQ'  von  M  — 
bestimmt  zu  denken  ist  (yergl.  I,  §  8),  so  liefert  die  Tafel- 
normale durch  S*  mittelst  ihres  Fusspunktes  den  Punkt  (5),  der 
in  dieser.  Aehnlichkeit  dem  Durchstosspunkt  S  entspricht,  und  voll- 
endet damit  die  Bestimmung.    (Vergl.  §  6^  11  a.  12.) 

2)  Man  soll  die  Modificationen  erörtern^  welche  in  andern  Spe- 
cialföllen  der  Beisp.  des  §  6  eintreten,  auf  die  die  Annahme  von 
L  als  Bildebene  zulässig  sich  erstrecken  lässt. 

3)  Wenn  für  orthogonal  axonometrische  Darstellung  die  Leit- 
curve in  einer  Bildebene  der  Axonometrie  liegt,  so  geschieht  die 
Umlegung  des  Querschnittes  mit  einer  beliebigen  Ebene  direct  durch 
Umlegung  von  M  mit  E  *  nach  dem  Verfahren  des  §  60^  8  f.  in  I. 
Man  vollziehe  sie  insbesondere  für  den  Schnitt  mit  einer  der  drei 
Coordinatenebenen. 

4)  Man  verzeichne  die  wahre  Gestalt  desjenigen  Schnittes  einer 
Kegelfläche,  dessen  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  derselben 
normal  zu  ihrer  entsprechenden  Erzeugenden  gelegt  wird. 

5)  Man  bestimme  die  Yerticalspur  eines  Kegels  von  gegebenem 
Mittelpunkt  M^  dessen  Schnitt  mit  einer  gegebenen  Ebene  ein  Kreis 
von  gegebener  Lage  und  Grösse  ist.  (Aus  der  Umlegung  in  die 
Ebene  a;z.} 

6)  Die  wahre  Gestalt  des  Normalschnittes  einer  Gjlinderfiäche 
von  gegebener  Spur  und  Richtung  der  Erzeugenden  soll  construiert 
werden. 

Als  orthogonalaffin  zur  Spur  mit  der  gleichnamigen  Spur  der 
Normalschnittebene  als  Axe  erhalten  wir  sie  sowohl  in  orthogonaler 
Parallelprojection  als  in  Centralprojection  durch  Angabe  des  ent- 
sprechenden zu  einem  Punkte  der  Spur,  also  der  Umlegung  des 
Schnittpunktes  einer  Mantellinie  von  gegebenem  Durchstosspunkt 
in  und  mit  der  Normalschnittebene.  Ln  Fall  der  „Geometrie  de- 
scriptive"  kann  diese  Umlegung  mit  Vortheil  in  Form  einer  Trans- 
formation des  Projectionssystems  vollzogen  werden,  die  die  Normal- 
schnittebene zur  Projectionsebene  macht.  (Vergl.  §  10;  6.) 

8.  Der  gerade  Ereiskegel  oder  Rotationskegel;  den 
wir  schon  im  ersten  Bande  unter  den  elementaren  Formen  mit  be- 
trachteten,  hat  die  gerade  Linie  von  seiner  Spitze  M  nach  den 
Mittelpunkten  seiner  kreisförmigen  Schnitte  oder  die  Normale 
der  Ebenen  derselben  zur  Hauptaxe  (vergl.  I^  §  33^  is)  und 
besitzt  in  Folge  seiner  Entstehung  die  besonderen  Eigenschaften: 
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1)  Alle  seine  Erzeugenden  sind  gegen  die  Axe 
gleich  geneigt,  unter  demselben  Winkel^  den  auch 
alle  seineTangentialebenen  mit  ihr  bilden;  derComple- 
mentwinkel  dieses  Letzteren  ist  der  Neigungswinkel  der  sämmt- 
lichen  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  gegen  die  zu  einan- 
der parallelen  und  zur  Axe  normalen  Ebenen  der  Ereis- 
schnitte. 

2)  Alle  Erzeugenden  des  ßotationskegels  haben 
zwischen  zwei  zur  Axe  normalen  Querschnitten 
desselben  gleiche  Länge;  insbesondere  sind  die  Strecken 
aUer  Erzeugenden  zwischen  der  Spitze  und  einem  Ereisschnitt 
gleich  lang.  Alle  Tangentialebenen  des  Rotations- 
kegeis  haben  zwischen  zwei  Normalebenen  zu  seiner 
Axe  gleiche  Breite.    (Vergl.  I,  §§  1  bis  4.) 

Diese  Eigenschaften  finden  hier  —  sie  sind  für  manche  ele- 
mentare Probleme  (vergl.  I^  §  10,  7  bis  9.  §.  54^  16  bis  18) 
bereits  zur  Anwendung  gekommen,  oder  lassen  sich  doch  für 
solche  (I  §  54,  24,  26)  benutzen  —  Verwendung  zur  Lösung  fol- 
gender Aufgaben: 

a) Construiere  diejenigen  Erzeugenden  eines  beliebigen 
durch  die  Spitze  M  und  eine  ebene  Leitcurve  Z,  insbesondere 
eine  Spur,  gegebenen  Eegels, 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
gegebenen  Winkel  j3  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  vorgeschriebene  Länge  /  haben. 

Die  gesuchten  Erzeugenden  sind  diejenigen,  welche  der 
gegebene  Eegel  mit  einem  Rotationskegel  von  derselben  Spitze 
M  gemein  hat,  dessen  Axe  die  Normale  MN  der  Leitcurven- 
ebene ist  und  dessen  Basiskreishalbmesser  sich  im  Falle  1)  aus 
der  Eathete  MN  und  dem  Winkel  /3  als  ihrem  Gegenwinkel 
als  zweite  Eathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bestimmt; 
während  er  im  Falle  2)  aus  der  Eathete  MN  und  der  ge- 
gebenen Länge  /  als  Hypotenuse  ebenfalls  als  zweite  Eathete 
gefunden  wird.  Die  dem  Ereise  K  und  der  Leitcurve  Z  ge- 
meinschaftlichen Punkte  sind  in  jedem  Falle  die  Fusspunkte 
der  gesuchten  Erzeugenden  in  der  Leitcurvenebene,  und  be- 
stimmen sie. 

b)  Construiere  diejenigen  Tangentialebenen  eines  durch 
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Spitze  M  und  ebene  Leitcurve  L  (insbesondere  Spur)  gegebenen 
EegelS; 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
vorgeschriebenen  Winkel  a  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  gegebene  Breite  h  besitzen.  Wenn  die  vermitteln- 
den Rotationskegel  wie  vorher  bestimmt  sind  (a  statt  ^  bei  1); 
so  erhält  man  die  gesuchten  Tangentialebenen  durch  ihre 
Schnittlinien  mit  der  Leitcurvenebene,  welche  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Leitcurve  L  mit  dem  Grundkreis 
K  des  Rotationskegels  sind.  Die  Modificationen  dieser  Con- 
structionen  für  den  Fall;  wo  die  Neigung  gegen  eine  beliebige 
von  der  Leitcurvenebene  verschiedene  Ebene  oder  die  Länge 
respective  Breite  bis  zu  derselben  vorgeschrieben  ist,  ergeben 
sich  leicht. 

Von  den  allgemeinen  projectivischen  EigenscRaften  der 
Kegel  zweiten  Grades  betreffii  Polstrahlen  und  Polarebenen  er- 
wähnen wir  einige  Consequenzen.  Die  Polarebene  der  Axe  ist 
ihre  durch  die  Spitze  gehende  Normalebene  und  der  Polarstrahl 
jeder  die  Axe  enthaltenden  Ebene  ihre  durch  die  Spitze  gehende 
Normale  oder  die  Livolution  harmonischer  Polarebenen  durch 
die  Axe  ist  eine  rechtwinklige ;  und  weil  dies  nur  für  die  Axe 
stattfindet:  Die  Axe  ist  die  Vereinigung  der  Pocalstrahlen.  Die 
Polarebene  eines  Strahles  durch  die  Spitze  ist  normal  zu  der 
Ebene ;  die  ihn  mit  der  Axe  des  Kegels  verbindet ,  etc.  Wir 
wollen  auch  als  für  alle  Kegel  zweiten  Grades  gültig  bemerken, 
dass  die  Polarebene  eines  Strahles  durch  die  Spitze  als 
Polarebene  jedes  Punktes  in  diesem  Strahl  bezeichnet 
werden  kann,  weil  sie  offenbar  der  Ort  aller  der  Punkte  ist, 
welche  von  jenem  auf  den  durch  ihn  gehenden  Strahlen  durch 
den  Kegel  (nämlich  ihre  Schnittpunkte  mit  ihm)  harmonisch 
getrennt  werden.  (Yergl.  I,  p.  231.)  In  diesem  Sinne  ist 
die  Polarebene  der  Spitze  absolut  unbestimmt,  da  auf 
jedem  durch  sie  gehenden  Strahl  jeder  beliebige  Punkt  als  der 
vierte  harmonische  zu  ihr  in  Bezug  auf  seine  mit  ihr  zusam- 
menfallenden Schnittpunkte  mit  dem  Kegel  erscheint.  So  vne 
für  alle  Punkte  des  Mantels  die  zugehörigen  Tangentialebenen 
als  ihre  Polarebenen  zu  betrachten  sind  und  umgekehrt,  so  sind 
auch  alle  durch  die  Spitze  selbst  gehenden  Ebenen  unter  den 
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Polarebenen  derselben  insbesondere  als  Tangentialebenen  des 
Kegels  zu  betrachten  —  nicht  bloss  diC;  welche  zwei  zusam- 
menfallende, sondern  ebenso  die,  welche  zwei  verschiedene  reelle 
und  die,  welche  zwei  conjugiert  imaginäre  Mantellinien  ent- 
halten. (Vergl.  §  20.) 

Für  den  geraden  Ereiscylinder  sind  die  Erzeugenden 
und  Tangentialebenen  zur  Ebene  jedes  Ereisschnittes  normal 
und  zwischen  je  zwei  Ereisschnitten  Yon  gleicher  Länge  re- 
spective  Breite.  Für  die  vorigen  Constructionen  kommt  er  in 
der  Grenzform  der  geraden  Linie  oder  des  Ebenenbüschels  um 
die  Normale  der  Ebene  als  unendlich  dünner  Rotationscylinder 
zur  Anwendung-,  man  erkennt,  ob  der  gegebene  Eegel  eine 
Erzeugende  hat,  die  zu  einer  gegebenen  Ebene  normal  ist; 
man  findet  die  zu  ihr  normalen  Tangentialebenen  der  Eegel- 
flache,  oder  die  von  der  geringsten  Länge  respective  Breite 
zwischen  jener  und  der  Spitze. 

1)  Beim  gleichseitigen  Botationskegel  ist  ß  =  45^;  die  Länge 
der  Mantellinien  zwischen  zwei  Normalschnitten  (und  die  Breite  der 
Tangentialebene  zwischen  ihnen)  also  gleich  der  Hypothenuse  eines 
rechtwinklig-gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Radialdistanz  zwischen 
den  Orthogonalprojectionen  derselben  auf  eine  zur  Axe  normale 
Ebene  als  Kathete;  der  Abstand  der  Normalschnitte  ist  dieser 
Radialdistanz  gleich. 

2)  Man  soll  durch  den  Punkt  P  diejenigen  Geraden  legen, 
welche  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  ß^  und 
mit  der  verticalen  den  Winkel  j?2  einschliessen  —  oder  auch  die, 
welche  bis  zu  ihrem  ersten  Durchstosspunkt  die  Länge  /^  und  bis 
zum  zweiten  die  Länge  I2  haben.  Die  Data  liefern  die  verticalen 
Umrisse  eines  Rotationskegels  P,  ß^  und  die  horizontalen  eines 
zweiten  Rotationskegels  P,  ß^ ,  deren  gemeinsame  Mantellinien  die 
Aufgabe  lösen.  Durch  die  Betrachtung  der  Horizontalspur  des  ersten 
und  derjenigen  zur  Yerticalebene  parallelen  Querschnitte  des  zweiten^ 
die  auf  dessen  Mantellinien  dieselbe  Länge  /|  abschneiden,  erhält 
man  als  Schnitte  von  jener  mit  diesen  zwei  Paare  von  Punkten, 
welche  mit  P  die  gesuchten  Geraden  bestimmen. 

3)  Man  erläutere  die  Anwendung  derselben  Methode  auf  die 
Aufgaben  der  analogen  Bestimmungen  der  Geraden  durch  einen 
Punkt  und  Neigungen  oder  Längen  zu  zwei  beliebigen  Ebenen. 

4)  Die  Tangentialebene  des  geraden  Ereiskegels  ist 
normal  zu  der  Ebene,  welche  die  Berührungser  zeugen  de 
mit  der  Axe  desselben  bestimmt;  oder  die  Erzeugenden  sind 
die  orthogonalen  Projectionen  der  Axe  auf  die  zugehörigen  Tangen- 
tialebenen.   Alle  Normalen  des  Rotationskegels  schneiden  die  Axe 
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unter  gleichen  Winkeln  und  die  nach  demselben  Funkte  der  Axe 
gehenden  sind  gleich  lang  und  haben  ihre  Fusspunkte  in  einem 
Ereisschnitt.  Sie  bilden  einen  Normalenkegel;  alle  Normalen- 
kegel desselben  gegebenen  Botationskegels  sind  congruent  und  einer 
unter  ihnen  ist  mit  dem  gegebenen  concentrisch.  Der  gleichseitige 
Botationskegel  ist  seinem  Normalenkegel  gleich. 

5)  Die  Construction  a)  der  Schnittpunkte  des  Botationskegels 
von  der  Spitze  M^  dem  Mittelpunkt  N  und  dem  Halbmesser  r  seines 
Ereisschnittes  K  mit  einer  Geraden  g  und  die  Construction  b)  der 
Tangentialebenen  eines  solchen  Eegels  durch  einen  Punct  P  kann 


Flg.  80. 
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^^'/ 


—  vergl.  §  3,  c)  und  §  3,  e);  dann  auch  I,  §  60,  12  —  insofern 
modificiert  werden,  als  man  im  Falle  a)  die  Schnittlinie  g*  der 
Ebene  Mg  mit  der  Ebene  des  Ereises  K  in  eine  Parallelebene  zur 
ersten  Projectionsebene  durch  die  Spitze  M  z.  B.  umlegt  und  dort 
ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Ereis  bestimmt,  die  dann  wieder  auf- 
gerichtet die  Eegelerzeugenden  der  Schnittpunkte  geben;  und  als 
man  im  Falle  b)  den  Schnittpunkt  P*  der  Geraden  MP  mit  jener 
Ebene  des  Ereises  K  in  eine  solche  Parallelebene  durch  den  Mittel- 
punkt N  umlegt  und  dort  seine  Tangenten  mit  dem  besagten  Ereise 
bestimmt,  die  dann  wieder  aufgerichtet  die  Spuren  der  Tangential* 
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ebenen  in  der  Ereisebene   und  die  entsprechenden  Berührangser- 
sengenden  liefern. 

6)  Eine  besonders  wichtige  Specialform  der  Aufgabe  5^)  ist 
die  Construction  der  umrisse  eines  Botationskegels:  Der 
Punkt  P  ist  das  Centrum  der  Projection ;  insbesondere  im  Falle  der 
„6e6m6trie  descriptive"  ist  er  fttr  den  Umriss  in  der  ersten  Pro- 
jection die  Richtung  der  Axe  OZ,  für  den  in  der  zweiten  die  Rich- 
tung von  OJT,  in  der  dritten  die  von  OX 

Diese  Aufgabe  wird  daher  für  Orthogonalprojection 
wie  folgt  behandelt  (Fig.  30).  Zur  Bestimmung  des  ersten  Um- 
risses führt  man  eine  zur  Axe  MN  parallele  oder  sie  enthaltende 
zweite  Projectionsebene  ein,  bestimmt  in  ^M'\  ^N"  die  neuen  Ver- 
ticalprojectionen  des  Scheitels  und  Grundkreismittelpunktes  und  legt 
durch  <N"  die  zu  ^M"  |iV"  normale  Ebene  des  Grundkreises  Ä',  die 
in  ^D'  die  erste  projicierende  Linie  von  3f  schneidet.  Die  Tan- 
genten von  hier  an  den  Grundkreis  ÜT  bestimmen  in  diesem  als  ihre 
Berührungspunkte  A^  B  die  Punkte  der  Eegelerzeugenden ,  deren 
erste  Projectionen  A\  B'  die  gesuchten  ümrisslinien  bilden.  Die 
zweiten  Projectionen  A'\  B"  dieser  Punkte  begrenzen  eine  zur  Axe 
OX  parallele  Sehne  in  der  Ellipse,  welche  die  zweite  Projection 
des  Grundkreises  ist. 

In  analoger  Weise  bestimmt  man  den  zweiten  Umriss  des 
Kegels  und  damit  die  Endpunkte  C^  Bf  einer  zur  Axe  OX  parallelen 
Sehne  der  ersten  Projection  seines  Grundkreises. 

Wie  kann  man  aus  der  Construction  des  ersten  Umrisses  in 
6*)  den  zweiten  Umriss  der  EegelflSche  ableiten? 

7^  In  Centralprojection,  wo  als  gegeben  vorausgesetzt 
wird  ^Fig.  31)  die  Axe  des  Kegels  durch  ihren  Durchstosspunkt  S 
und  ihren  Fluchtpunkt  Q\  die  Bilder  M\  N'  der  Spitze  und  des 
Leitkreismittelpunktes  in  ihr  und  der  Halbmesser  r  des  Leitkreises 
oder  das  Bild  r  desjenigen  Halbmessers  NE  «=»  NF  desselben,  wel- 
cher zur  Bildebene  also  auch  zur  Fluchtlinie  q'  der  zur  Axe  nor- 
malen Ebenen  parallel  ist,  verfährt  man  in  folgender  Weise.  Man 
bestimmt  den  Schnittpunkt  B  der  projicierenden  Linie  von  M  mit 
der  Basisebene  des  Kegels  und  legt  ihn  sammt  dem  Grundkreise  K 
in  die  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren  gehende  Parallelebene 
zur  Tafel  um  ^  verzeichnet  dort  die  Tangenten  von  (/>)  an  (A^  und 
führt  ihre  Berührungspunkte  (^),  {B)  in  die  Basisebene  nach  A' 
und  B'  zurück.  Sie  bestimmen  die  Bilder  A' M\  B' M'  der  Um- 
risserzeugenden. 

8)  Jede  zur  Ebene  von  K  parallele  Ebene,  also  auch  die  proji- 
cierende Parallelebene  desselben  Cq\  lässt  sich  zu  demselben  Zwecke 
verwenden;  an  die  Stelle  des  Kreises  K  tritt  dann  der  dieser  Ebene 
angehörige  Kreisschnitt  des  Kegels. 

Wir  wollen  dies  näher  erläutern,  weil  es  in  der  Figur  nicht 
ausgeführt  ist  und  zu  einigen   weiteren  nützlichen  Bemerkungen 
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Anlass  bietet.  Wenn  man  den  Strahl  Q'S  bis  zur  Fluchtlinie  q^ 
der  Normalebene  verlängert,  so  hat  man  das  Bild  des  Mittelpunktes 
N*  für  diesen  Ereisschnitt  angegeben  und  erhält  seine  Umlegung 
(N*)  mit  der  projicierenden  Normalebene  als  Schnitt  des  Perpen- 
dikels von  S  auf  q'  mit  der  von  ihrem  CoUineationscentrum  (^  nach 
N*'  gehenden  Geraden.  Zugleich  geben  die  Mantellinien  M'  E'  und 
Jlf'F'  durch  ihre  Schnitte  mit  q'  die  Bilder  der  Endpunkte  des 
entsprechenden  Ereisdurchmessers  E*'  und  F*'  und  diese  durch 
Verbindung  mit  (5  auf  der  durch  (N*)  gezogenen  Parallelen  zu  q' 
als  der  Umlegung  dieses  Durchmessers,  die  Umlegungen  (^*)  und(/'*) 
der  Endpunkte  und  damit  die  bezügliche  Umlegung  des  Ereises  {£l*) 
selbst.  Wir  ziehen  nun  von  (S  aus  an  ihn  die  Tangenten  mit  den 
Berührungspunkten  {A*)  und  (^*),  deren  Bilder  A*'  und  B*' 
natürlich  im  Schnitt  der  Tangenten  mit  q'  erhalten  werden  und 
haben  damit  in  den  Geraden  Af'A*',  M'B*'  die  Umrisserzeugenden 
des  Eegels.  Zur  Bestimmung  ihrer  Berührungspunkte  A'  und  B' 
kann  jetzt  die  Bemerkung  dienen,  dass  die  Yerbindungsebene  der 
Berührungserzeugenden  oder  (vergl.  I;  p.  231)  die  Polarebene 
des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf  den  Botationskegel  die  Ebene 
MEE*F*F  in  einer  Geraden  schneidet,  welche  die  ihr  in  den 
beiden  Ereisebenen  A^  und  K*  ausgeschnittenen  parallelen  Durch- 
messer j&i^  und  E*F*  in  Punkten  B  und  Ä*  der  zugehörigen  beiden 
auch  zu  einander  parallelen  Berührungssehnen  AB  und  A*B*  treffen 
muss.  Ziehen  wir  also  die  Gerade  {A*){B*)  und  markieren  ihren 
Schnitt  (iJ*)  mit  dem  Durchmesser  der  Umlegung  (^)(F*),  der 
in  jR*'  auf  dem  Strahle  6(Ä*)  in  q'  projiciert  ist,  so  liefert 
der  Strahl  M'B*'  durch  seinen  Schnitt  B'  mit  E' F'  einen  Punkt 
der  Berührungssehne  A' B\  Und  wenn  man  im  Parallelstrahl  zur 
Umlegung  (^A*){B*)  auf  q'  den  Fluchtpunkt  der  parallelen  Sehnen 
AB^  A*B*  angiebt,  so  erhält  man  in  seiner  Verbindungslinie  mit 
B'  das  Bild  der  Berührungssehne  im  Ereise  K  und  damit  auf 
den  Umrissmantellinien  die  Berührungspunkte  A\  B'  derselben. 

Und  da  alle  diese  Sehnen  zu  der  Ebene  normal  sind,  welche 
das  Projectionscentrum  mit  der  Axe  des  Eegels  verbindet,  so  er- 
halten wir  überdies  diesen  Fluchtpunkt  direct  als  Fluchtpunkt  der 
Normalen  zur  projicierenden  Ebene  der  Axe  oder  als  Schnitt  von 
q  mit  der  vom  Hauptpunkte  C^  auf  das  Bild  der  Axe  gefällten 
Senkrechten.  Er  ist  auch  der  Pol  des  Bildes  der  Axe  in  den  Bil- 
dern aller  Ereisschnitte.  Das  Bild  des  Parallelkreises  K  ist  durch 
j^V  ^'  ^^^  ^iö  Umrisserzeugenden  mit  ihren  Berührungspunkten 
vollkommen  bestimmt;  aber  man  erhält  leicht  andere  Elemente 
desselben.  Die  Tangenten  in  den  Durchmesserendpunkten  E* ^  F* 
gehen  nach  dem  Hauptfluchtpunkte  Q^  der  Ebene;  etc.  Wir  em- 
pfehlen die  Eintragung  dieser  Elemente  in  die  Fig.  31. 

9)  Wenn  man  in  den  Punkten  des  Ereises  K  vom  geraden 
Eegel  M^  N^  r  auf  seinen  entsprechenden  Tangentialebenen  die  Nor- 
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malen  errichtet  (vgl.  Fig.  31) ,  so  schneiden  dieselben  die  Axe 
MN  in  demselben  Punkte  M*  und  sind  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
Yon  gleicher  Länge  /*,  wie  schon  oben  bemerkt.  Diejenigen  unter 
ihnen,  welche  zu  den  Tangentialebenen  der  ümrisskanten  gehören, 
sind  der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheinen  in 
ihr  in  wahrer  Länge  und  rechtwinklig  zu  den  bezüglichen  Pro- 
jeetionen  der  ümrisskanten.  Bestimmt  man  also  in  5^)  in  der 
Hilfsprojection  den  Punkt  M*  und  die  Länge  l*  der  Erzeugenden 
des  Normalenkegels,  so  genügt  es  nun  zur  Bestimmung  des  ersten 
Umrisses,   rechtwinklige  Dreiecke  M' M*' A\   M' M*' B'  von  ge- 


-^ 
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gebener  Hypotenuse  MM*'  und  gegebener  Kathete  M*' A'  =  l* 
zu  construieren ;  mit  leicht  angebbaren  Veränderungen  für  den 
zweiten  ümriss.  Lässt  sich  aus  diesen  Bemerkungen  ein  Yortheil 
für  die  Centralprojection  ziehen? 

10)  Man  projiciere  den  Rotationskegel  von  gegebener  Axe 
SO' 7  Bild  der  Spitze  M*  und  halbem  Winkel  an  der  Spitze  y 
durch  die  Punkte  und  Tangenten  seiner  Spur  und  Fluchtlinie. 
(Vergl.  §  31.) 

9.   Für  die  Darstellung  des  ebenen  Querschnitts 

eines   geraden  Ereiskegels   denken  wir  die  Projeetions- 

ebenen  so  gewählt  oder  so  transformiert,  dass  die  eine  z.  B. 
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die  erste  normal  zu  seiner  Äze  und  die  andere  ^  sagen  wir 
die  zweite,  normal  zur  Schnittebene  liegt  —  was  immer  mög- 
lich ist.  Dieselbe  kann  stets  als  die  Axe  enthaltend  ange- 
nommen werden. 

Wir  wenden  sodann  zur  Gonstruction  a)  der  ersten  Pro- 
jection  der  Schnittcurve  —  die  zweite  Projeetion  fällt  in  s^ 
zwischen  die  zweiten  Umrisslinien  der  Eegelfläche  —  die  Me- 
thode des  §  5  an,  wie  sie  in  der  Figur  32  durchgeführt  isL 

Fig.  88. 


Sie  giebt  den  Grundriss  der  hyperbolischen  Schnittcurve  für 
einen  Kegel,  dessen  Axe  in  der  Aufrissebene  liegt.  Die  Hori- 
zontalspur s^  ist  die  Axe  und  die  Horizontalprojection  der 
Spitze  das  Centrum  der  CoUineation  zwischen  Grundkreis  und 
Querschnittprojection;  die  Parallelen,  die  man  durch  M"  ziis^ 
und  zur  Axe  x  zieht,  bestimmen  die  Gegenaxen  r'  und  q'  der- 
selben; aus  jener  erhält  man  sofort  die  Asymptoten. 

Die  Gonstruction  b)  der  wahren  Gestalt  geschieht  nach 
§  7,  indem  man  für  die  nämliche  Collineationsaxe  und  Gegen- 
axe  r  im  System  des  Kreises  die  Umlegung  der  Spitze  M  mit 
der  sie  enthaltenden  Parallelebene  zur  Schnittebene  als  CoUi- 
neationscentrum  benutzt.    Sie  kann  natürlich  auch  durch  Um- 
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legung  der  durch  ihre  Projectionen  beetimmteo  Schnittcorve 
in  eine  der  Parallelebenen  za  denProjectionsebenen^OF^  XOZ 
geschehen  9  welche  durch  ihre  respectiven  Axen  gehen. 

Die  Ausführung  der  wesentlichsten  entspringenden  geo- 
metrischen Ergebnisse  liefern  wir  in  den  Beispielen. 

1)  Man  charakterisiere  die  Lage  der  Hauptaxen  des  Kegelschnitts 
durch  die  gegebene  Lage  der  Schnittebene  und  der  Kegelfläche. 
Wie  erh&lt  man  die  Scheitelpunkte  und  Bcheiteltangenten  der  ersten 
Projection  der  Schnittcurve? 

2)  Die  erste  Projection  der  Spitze  it/'  ist  ein  Brenn- 
punkt der  ersten  Projection  der  Schnittcurve^  als  Centrum 
der  Collineation  zwischen  diesem  Kegelschnitt  und  einem  aus  ihm 
beschriebenen  Kreise  (I,  §  36);  die  erste  Projection  der  Schnitt- 
linie zwischen  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zw  XOY  und 
der  Schnittebene ^  d.  h.  die  Gegenaxe  q'  entspricht  ihm  als  Di- 
rectrix.  (Vergl.  Fig.  32.)  Man  sieht  leicht,  dass  die  Parallelen 
zu  den  verticalen  ümrisslinien  des  Kegels  durch  A"  und  B"  sich 
in  einem  Punkte  N"  schneiden ,  der  lothrecht  über  dem  zweiten 
Brennpunkte  N"  in  der  Horizontalprojection  liegt.  (Yergl.  I, 
§  36  a.) 

3}  Man  bestimme  für  die  wahre  Gestalt  der  Schnittcurve  die 
Scheitel  mid  die  Axen. 

4)  Die  Brennpunkte  G,  H  der  wahren  Gestalt  er- 
geben sich  als  die  Berührungspunkte  der  Schnittebene 
mit  denjenigen  KugelU;  welche  zugleich  den  Botations- 
kegel  selbst  nach  einem  Kreisschnitt  berühren*). 

In  der  That  gelten  für  diese  Punkte  G  und  H  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  (I,  §  36).  Man  hat  für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  des  elliptischen  Schnittes  (Fig.  33)  die  Kegelerzeu- 
gende zwischen  den  Berührungskreisen  der  vorbezeichneten  Kugeln 

NO^NP+PO  =  GP'\-PH=CE=  DF'y 
aber  CE  =  CA  +  AE=  AG  +  AH  ^2AG -^^  GH, 

DF^  DB  +  BF=BG+  BH^2BG+  GH, 

somit    B)AH=-GBvindGP+PH=AB,   (I,  §  36,8;§(36a).) 

Femer  ist  für  K  und  Z  als  die  Schnittpunkte  der  Ellipsen- 
tangente in  P  mit  den  Tangenten  der  bezeichneten  Kreise  in  N 


*)  Diese  und  die  folgenden  Eigenschaften  entspringen  aus  dem  Cha- 
racter  des  geraden  Ereiskegels  als  einer  Rotationsfläche,  sollen  aber  nicht 
bis  zur  allgemeinen  Behandlung  der  Rotationsflächen  verschoben  werden. 
Man  vergleiche  jedoch  das  dort  Entwickelte  besonders  auch  für  die  Con- 
struction  des  ebenen  Querschnitts  und  discutiere  den  Werth  desselben  f^r 
diesen  Zweck. 
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und  0  oder  der  Tangentialebene  des  Kegels  längs  MP  mit  den 
Ebenen  der  Ellipse  und  je  eines  dieser  Kreise  respective 

l\NPK^[\GPK,  J\.OPL^  ls,HPL,  ANPK  (>j  AOPL, 

*   also  b)     LGPK=  L^PK^  LOPL  =  LLPH.    (I,  §  36,  7.) 

Auch  nebenbei  LPGK=  LP  HL  =  90^     (Vergl.  I,  §  36,  6.) 

Und  zieht  man  von  M  die  Parallele  zur  Axe  ABy  welche  die 
Ebenen  der  Kreise  CDN  und  EFO  in  S  und  T  respective  schneidet, 
so  wie  von  P  die  Parallele  PQR  zm  AB  bis  zum  Schnitt  mit  den- 
selben Ebenen  in  Q  und  R  respective,  so  hat  man 

AMSNcK^  APO^\  AMTOc^  APRO] 
also  MS  :  MN  =  PQ  :  PN  =  PQi  PG-, 

MT:MO  =  PR:PO  =  PR:  PH, 
d.  h.  c)    PQiPG  =PR:PH=  const  (I,  §  36.) 

und  zwar  für  die  Ellipse  >  1 ,  für  die  Hyperbel  <  1  und  für  die 
Parabel  «»  1.  Die  Geraden  ^Q,  LR  sind  die  Directrixen  des 
Kegelschnitts. 

5)  Man  übertrage  die  vorstehende  Entwickelung  auf  den  Quer- 
schnitt des  Rotationscjlinders. 

6)  Man  erläutere  die  Modificationen  der  Entwickelung  und  der 
entsprechenden  Figur  für  den  Fall   des  hyperbolischen  Schnittes. 

7)  Man  entwickele  die  vorigen  Eigenschaften  für  den  Grenzfall 
der  Parabel  und  erläutere  ihre  constructive  Benutzung.  Die  andere 
auf  die  Horizontalprojection  bezügliche  Ableitung  dieser  Eigen- 
schaften in  I;  §  (36)  ist  mit  Nutzen  zu  vergleichen. 

8)  Man  zeige,  dass  die  Gerade  M" G"  (Fig.  33)  den  Punkt 
H*''  enthält,  welcher  H''  auf  seinem  Kreise  diametral  gegenüber- 
liegt; ebenso  M" H"  den  analogen  Punkt  G*".  (Aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  Kreise  für  M"  als  Aehnlichkeitspunkt.)  Dies  giebt, 
weil  der  Kegelschnitt  als  Umriss  einer  dieser  Kugeln  aus  dem  Cen- 
trum M  auf  seine  Ebene  anzusehen  ist,  den  Satz:  Die  Brenn- 
punkte vom  Umriss  einer  Kugel  sind  die  gleichgebildeten  Pro- 
jectionen  der  Endpunkte  ihres  zur  Bildebene  senkrechten  Durch- 
messers. 

9)  Man  beweise  den  Satz:  Die  Scheitel  aller  der  geraden 
Kreiskegel,  aus  welchen  ein  gegebener  Kegelschnitt 
geschnitten  werdenkann,  liegenineinemzweitenKegel- 
schnitt,  welcher  die  Brennpunkte  des  ersten  zu  Schei- 
teln und  die  Scheitel  desselben  zu  Brennpunkten  hat 
und  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  ersten  normal  ist.  Für 
jeden  Punkt  des  zweiten  Kegelschnitts  als  Spitze  ist  die 
zugehörige  Tangente  desselben  die  Axe  des  Kreiskegels. 
Die  Beziehung  solcher  zwei  Kegelschnitte  ist  eine  gegenseitige.  Die 
Punkte  des  einen  haben  sämmtlich  die  Eigenschaften  der  Brenn- 
punkte des  andern;  man  kann  jeden  als  den  Focalkegelschnitt 
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des  andern  bezeichnen.    Jeder  Punkt  ausser  den  Kegelschnitten  be 
stimmt  mit  jedem  einen  allgemeinen  Kegel  zweiten  Grades. 


Fig.  33. 


>;K-^:^^^- 


i' 


Die  Figur  34  giebt  eine  Hyperbel  und  ihre  Focal-Ellipse  axo- 
nometrisch  so^  dass  die  Ebene  XOZ  durch  die  Ellipse,  die  Ebene 
XOY  durch  die  Hyperbel  begrenzt  erscheint. 

rig.  84. 


10)  Dorch  eine  gegebene  Ellipse  gehen  zwei  und  nur  zwei  ge- 
rade Kreiscylinder  in  den  Asymptotenrichtungen  der  Focalhjrperbel; 
durch  eine  Hyperbel  ist  kein  Kreiscylinder  möglich ;  flir  die  Parabel 
degeneriert  derselbe  in  ihre  Ebene  und  die  unendlich  ferne. 

11)  Man  lege  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen  geraden 
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Ereiskegel  von  vorgeschriebenem  Winkel  an  der  Spitze  und  unter- 
suche die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  dieser  Aufgabe. 

12)  Man  beweise  die  allgemeinen  Sätze:  Die  Punkte  des  ebenen 
Schnittes  von  einem  geraden  Kreiskegel  stehen  zu  den  i^reisen,  in 
welchen  zwei  demselben  eingeschriebene  Kugeln  die  Schnittebene 
schneiden,  in  der  Beziehung,  dass  die  algebraische  Summe  der 
Längen  der  Tangenten,  die  von  ihnen  an  diese  Kreise  gehen,  con- 
stant  ist^  nämlich  gleich  der  Länge  der  Kegelerzeugenden  zwischen 
den  Berührungskreisen  der  gedachten  Kugeln. 

Jene  Kreise  berühren  die  Schnittcurve  doppelt  in  den  Punkten 
der  Geraden,  in  welcher  die  £bene  der  Schnittcurve  die  Ebenen 
der  Berührungskreise  schneidet;  etc.  Wir  haben  auch  diese  Eigen- 
schaften schon  in  einem  andern  Zusammenhange  berührt  in  Band  I, 
§  (36^)  und  werden  sie  weiterhin  noch  eingehender  erörtern. 

13)  Während  die  Punkte  des  gleichseitigen  Botationskegels 
mit  zur  Tafel  normaler  Axe  cjklographisch  durch  die  Gesammt- 
heit  der  Kreise  dargestellt  werden;  die  seinen  Grundkreis,  das  Bild 
seiner  Spitze,  beitthren^  werden  die  Punkte  eines  schiefwinkligen 
Botationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  durch  das  System  der 
Kreise  repräsentiert,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  den  Badien  seines 
Grundkreises  haben  und  die  zu  denselben  gehörigen  Tangenten 
desselben  xmter  constantem  Winkel  a  schneiden  mit  cot  a  «s  cos  (f, 
für  a  als  den  Neigungswinkel  der  Kegelmantellinien  zur  Tafel. 
(Vergl.  I,  §  (7)  und  §  (36).)  Alle  Mantellinien  erscheinen 
als  gleiche  lineare  Kreisreihen  mit  gemeinsamem  Aehnlichkeits- 
punkt  im  jeweiligen  Durchstosspunkte  und  alle  diese  Reihen  haben 
einen  Kreis  gemein,  den  Bildkreis  der  Spitze.  Die  Gesammtheit 
der  Kreise  eines  solchen  Systems,  welche  eine  in  der  Tafel  liegende 
Gerade  unter  vorgeschriebenem  Winkel  c^  schneiden,  liefert  als 
Ort  ihrer  Mittelpunkte  einen  Kegelschnitt;  die  Orthogonalprojection 
des  Schnittes  des  Botationskegels  mit .  der  Ebene  von  jener  Spur 
und  dem  Neigungswinkel  ct^  zur  Tafel  für  cot  or^  »a  cos  (S^ . 

14)  Die  Punkte  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  (resp.  eines 
beliebigen  Kegels)  werden  cjklographisch  dargestellt  durch  das 
System  von  zweifach  unendlich  vielen  Kreisen,  das  sich  aus  den 
einfach  unendlich  vielen  linearen  Kreisreihen  seiner  Mantellinien 
zusammensetzt;  alle  diese  haben  einen  Kreis,  das  Bild  der  Spitze, 
gemein  und  ihre  Aehnlichkeitspunkte  bilden  die  Spurcurve  der 
Kegelfläche.  Der  ebene  Querschnitt  des  Kegels  wird  durch  die 
einfach  unendlich  vielen  Kreise  aus  dem  System  dargestellt,  welche 
eine  bestimmte  Gerade  —  seine  Spur  —  unter  festgesetztem  Winkel 
schneiden ;  jede  lineare  Beihe  liefert  einen  dieser  Kreise.  Zu  ihrer 
Gonstruction  führt  am  besten  die  Centralprojection  aus  der  Spitze 
des  Kegels  als  Centrum  oder  mit  dem  Bildkreis  der  Spitze  als 
Distanzkreis.  Ein  Punkt  der  Spur  des  Kegels  ist  das  Bild  P'  des 
Durchschnittpunktes  seines  projicierenden  Strahles  mit  der  Schnitt- 
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ebene  sq\  also  auf  einer  durch  P'  gebenden  mit  Durchstosspunkt 
S  in  s  und  Fluchtpunkt  Q'  in  g'  versehenen  Geraden;  die  Paral- 
lele durch  S  zu  C^0'  markiert  auf  C^P'  den  Fusspunkt  des  Per- 
pendikels zur  Tafel  aus  P  oder  den  Mittelpunkt  seines  Bildkreises. 
Und  wenn  man  einen  Punkt  des  Distanzkreises  mit  Q'  und  P' 
verbindet  und  die  letzte  Oerade  mit  der  Parallelen  der  ersten  durch 
S  8chneidet|  so  hat  man  einen  Punkt  in  der  Peripherie  jenes  Bild- 
kreises und  damit  diesen  selbst  bestimmt. 

15)  Wir  haben  in  I,  §  (36*)  für  den  Querschnitt  des  gleich- 
seitigen Botationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  die  Enve- 
loppe  der  Bildkreise  als  ein  Paar  von  Kreisen  erkannt  und  regen 
damit  hier  die  Frage  an  nach  der  Enveloppe  der  Bildkreise  ftlr 
den  Querschnitt  eines  schiefwinkligen  Botationskegels  und  sodann 
eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  überhaupt. 

10.  Die  speciellen  Eigenschaften  des  geraden  Kreis- 
kegels (§  8)  geben  der  Ent-  oder  Abwickelung  seiner 
Fläche  (§  2)  die  bequeme  Form  durch  die  Bemerkung,  dass  der 
Theil  des  Mantels,  welcher  zwischen  der  Spitze  M  und  einem 
Normalschnitt  K  zur  Axe  liegt^  sich  in  einen  Kreissector  ver- 
wandelt, dessen  Halbmesser  die  Länge  der  Kegelerzeugenden 
zwischen  M  und  K  und  dessen  Bogenlänge  der  Umfang  von 
iP  ist;  und  der  Abwickelung  des  geraden  Kreiscy linders  ebenso 
durch  die  Bemerkung,  dass  der  Theil  seines  Mantels  zwischen 
zwei  beliebigen  Normalschnitten  A^^  und  jfiT,  ^^^^  ^  ^^^  Recht- 
eck verwandelt;  dessen  Hohe  die  Länge  der  Erzeugenden 
zwischen  K^  und  K2  und  dessen  Breite  der  gemeinsame  Um- 
fang dieser  Kreise  ist.  Die  Abwickelung  einer  belie- 
bigen auf  der  Kegelfläche  gelegenen  Figur  wird  dann 
erhalten,  indem  man  in  hinreichend  kleinen  gleichen  Zwischen- 
räumen, gemessen  auf  einem  Kreisschnitt  des  Kegels,  Erzeu- 
gende zieht,  welche  diese  Figur  in  Punkten  A^y  A^. ,  ,\  B^^  . . . ; 
(7i ,  . .  .  schneiden,  diese  Erzeugenden  in  der  Abwickelung  durch 
die  entsprechende  Gleichtheilung  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
trägt und  auf  ihnen  die  wahren  Längen  MA^ ,  MA^ , . . . ;  JK/^i , . . . 
abtrat. 

Auch  die  Tangenten  der  Abwickelung  der  Figur 
werden  leicht  bestimmt;  ist  i  die  Tangente  in  einem  Punkte 
P  derselben  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  und  schneidet  sie 
die  Tangente  /q  ^^  Kreisschnittes  K  in  dem  auf  derselben 
Erzeugenden  mit  P  gelegenen  Punkte  P^  im  Punkte  7,  so 
bleibt  bei  der  Abwickelung  das  bei  P^  rechtwinklige  Dreieck 


; 
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PP^T  sich  selbst  congruent  und  gelangt  in  die  Ebene  der 
Zeichnung.  Trägt  man  also  P^  und  normal  zu  MP  die  Strecke 
P^T  ein,  so  ist  PT  die  Tangente  der  durch  die  Entwickelung 
transformierten  Curve  in  P. 

Für  die  Abwickelung  des  geraden  Ereiskegels 
Mj  K  und  seiner  Schnittcurve  mit  einer  Ebene  5j,  5, 
(Fig.  35)  wird    man  von  den  Endpunkten  A^^  Bq  der  nach 

Fig.  S5. 


den  Scheiteln  A  und  B  des  Schnittes  gehenden  Erzeugenden 
aus  den  Kreis  E  in  eine  durch  vier  theilbare  entsprechend 
grosse  Zahl  gleicher  Bögen  theilen  imd  die  in  den  zugehörigen 
Erzeugenden  gelegenen  Punkte  des  Schnittes  sammt  den  ent- 
sprechenden Tangenten  eintragen;  ersteres,  indem  man  die 
wahren  Längen  der  Erzeugenden  von  den  besagten  Punkten 
bis  zur  Spitze  durch  Drehung  derselben  bis  zum  Parallelismus 
mit  der  zur  Eegelaxe  MN  parallelen  Projectionsebene  bestimmt, 
also  auf  einer  der  Umrisserzeugenden  in  der  Verticalprojection ; 
letzteres,  indem  man  die  Entfernungen  der  der  andern  Pro- 
jectionsebene angehörigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
des  Berührungspunktes  und  der  bezüglichen  Tangente  des 
Schnittes  benutzt.  Von  der  Ausdehnung  dieser  Methoden  auf 
beliebige  Kegel  und  Cylinder  handeln  wir  in  den  letzten  Bei- 
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spielen.     Über  die  Bestimmung  der  Punkte  /  der  Abwickelung 
und  ihrer  Tangenten  giebt  der  folgende  Art.  Aufschluss. 

1)  Man  bestimme  die  Genauigkeit  der  Eectification  des 
Kreises  nach  folgendem  Verfahren:  Theile  den  Durchmesser  des 
Kreises  in  fünf  gleiche  Theile  und  bilde  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
aus  den  Katheten  gleich  drei  und  sechs  solchen  Theilen  respective ; 
sein  Umfang  ist  dem  Kreisumfang  nahe  gleich.  Man  macht  hierbei 
einen  Fehler  von  nur  0,0002  des  Radius.  Die  andere  bekannte 
Begel:  Der  Umfang  ist  näherungsweise  gleich  dem  dreifachen 
Durchmesser  vermehrt  um  den  fünften  Theil  der  Seite  des  ein- 
geschriebenen Quadrates  —  führt  auf  einen  Fehler  von  0,0003 
des  Radius. 

2)  Wenn  ein  Sector  die  Abwickelung  des  Mantels  einer  Kegel- 
fläche auf  der  einen- Seite  der  Spitze  M  bis  zu  einem  Kreisschnitt 
darstellt,  so  wird  die  gleichzeitige  Abwickelung  ihres  Mantels  auf 
der  andern  Seite  von  M  bis  zum  Kreisschnitt  vom  nämlichen  Halb- 
messer durch  den  Scheitelsector  von  gleichem  Radius  gegeben. 

3)  Die  Scheitelpunkte  A^  B  der  ebenen  Schnitte  des  geraden 
Kreiskegels  werden  durch  die  Abwickelung  Punkte  der  transfor- 
mierten Curve  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Tangenten  der  letztern 
in  ihnen  zu  den  zugehörigen  Radien,  d.  i.  den  Abwickelungen  der 
entsprechenden  Kegelerzeugenden  normal  sind.  Die  Abwickelung 
eines  ebenen  Schnittes  ist  eine  in  Bezug  auf  die  Abwickelungen 
der  Erzeugenden  MA  und  MB  orthogonal  symmetrische  Curve. 
(§  ^}  ^^O  ^3  is^  ^i^^  specielle  Folge  der  allgemeinen  Wahrheit, 
dass  die  auf  der  developpabeln  Fläche  gelegenen  Längen  und 
Winkel  durch  die  Entwickeluug  derselben  ihre  Grössen  nicht  än- 
dern können. 

4)  Man  erläutere  die  Entwickelnng  des  geraden  Kreiscylinders 
mit  seinem  ebenen  Schnitte.  Dieselbe  geschieht  auf  Grund  der  Be- 
merkung, dass  das  Stück  des  Mantels  zwischen  zwei  Normal- 
schnitten sich  in  ein  Rechteck  abwickelt,  dessen  Basis  gleich  dem 
Umfang  des  Normalschnittes  und  dessen  Höhe  der  Abstand  zwischen 
beiden  ist.  Man  trägt  in  der  Basis  als  dem  abgewickelten  Normal- 
Bchnitte  clie  Fusspunkte  P^  der  Erzeugenden  der  Funkte  P  des 
Querschnittes  ein^  damit  diese  Mantellinien,  und  durch  Abtragung 
der  betreffenden  Länge  P^P  die  Punkte  selbst;  die  Länge  P^T 
in  der  Basis  abgetragen  bestimmt  die  zugehörige  Tangente  TP, 

5)  Man  verzeichne  die  Abwickelung  der  Asymptoten  eines  hyper- 
bolischen Schnittes  für  einen  geraden  Kreiskegel. 

6)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  allgemeinen  Regeln  des 
Abwickelungsverfahrens  für  beliebige  Cylinder  speciell  von  gegebe- 
nem Normalschnitt,  als  welcher  sich  bei  der  Entwickelnng  des 
Mantels  in  eine  gerade  Linie  verwandelt.  Dies  ist  Folge  eines 
sogleich  zu  entwickelnden  allgemeinen  Gesetzes,  ergiebt  sich  aber 
auch    direct   aus  der  Anwendung  des  Piincips  der  Abwickelung 

Fiedler,  dazsteUende  Geometrio.  II.  3.  Aafl.  5 
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(§  2)  auf  die  zwischen  benachbarten  Erzeugenden  e^,  e^^  e^  ... 
liegenden  Elementarstreifen  des  Cylindermantels;  sind  ^g  >  -^i  i  -^2  •  -  • 
die  von  jenen  in  einem  bestimmten  Normalabschnitt  N  markierten 

Punkte^  80  sind  die  Winkel  (^q,  £qEi)^  (^o-^j»  ^i)^  (^i>  -^1^2)» 
etc.  sämmtlich  rechte  Winkel  und  die  Nebeneinanderlegung  der 
einzelnen  Streifen  bewirkt  die  Lage  aller  E^,  E^,  E^  •  .  .  in  einer 
zu  den  e^^  e^^  e^  >  .  .  normalen  Geraden  N.  Die  Abwickelung 
eines  beliebigen  Cjlinders  von  gegebenem  Normalschnitt  mit  even- 
tuell auf  ihm  verzeichneten  Curven  geschieht  also  durch  Eintheilung 
und  Bectification  des  Normalschnittes,  Eintragung  der  Mantel- 
linien und  ihrer  Längen  ^o^O)  -^lA)  *  *  *  ^^^  ^^  ^^^  Punkten 
der  Curve;  und  auch  die  Angabe  der  Tangenten  in  der  Abwickelung 
erfolgt  durch  Abtragung  der  Längen  jEJjTq,  E^T^^  ...  in  N^ 
welche  zwischen  dem  Durchstosspunkt  der  Tangente  und  der  Mantel- 
linie des  Berührungspunktes  im  Normalschnitt  enthalten  sind. 

7)  Man  vollziehe  die  Abwickelung  des  Mantelstückes  von 
einem  Cjlinder  mit  der  Erzeugenden  e\  e'\  welches  zwischen 
der  Horizontalspur  und  dem  durch  einen  gegebenen  Punkt  von  e 
geführten  Normalschnitt  gelegen  ist  —  unter  Anwendung  der  in 
§  7,  6  beschriebenen  Transformation. 

8)  Wenn  ein  beliebiger  Eegel  durch  seine  horizontale  Spur  £ 
und  die  beiden  ersten  Projectionen  seiner  Spitze  M  gegeben  ist^  so 
vollzieht  man  seine  Abwickelung  mit  aufgezeichneten  Curven  von 
den  Punkten  P  und  zugehörigen  Tangenten  /,  indem  man  die 
Spur  in  gleiche  Theile  EqE^^  E^E^,  •  •  *  zerlegt,  deren  Länge 
klein  genug  ist,  um  überall  die  Sehne  für  den  Bogen  nehmen  zu 
dürfen,  und  die  Elementarstreifen  des  Kegelmantels  mittelst  der 
in  ihnen  liegenden  Dreiecke  ME^E^y  ME^  E2,  •  .  .  neben  einander 
in  die  Tafel  legt.  Man  hat  also  die  wahren  Längen  der  Mantel- 
linien MEq  ,  ME^  >  •  •  •  wie  im  Texte  zu  bestimmen  und  von  einer 
unter  ihnen  z.  B.  ME^  beginnend ,  —  längs  welcher  wir  dann  den 
Kegelmantel  zerschnitten  denken  —  die  Dreiecke  MEqE^  ,  ME^  £^, 
.  .  .  aus  den  Längen  ihrer  drei  Seiten  aneinander  anzutragen ;  man 
erhält  die  Punkte  Pi  in  der  AbwicI^elung  in  ihren  zugehörigen 
Mantellinien  MEi  durch  Bestimmung  und  Abtragung  der  wahren 
Längen  MP{,  Dieselben  bilden  die  Abwickelung  der  aufgezeich- 
neten Curve  PqP^P^,  ,  .,  ebenso  wie  die  jEJ  die  der  Spur;  und 
aus  der  Tangente  der  letzteren  in  Ei  finden  wir  durch  Abtragen  der 
Länge  EiTi  zwischen  dem  Durchstosspunkte  der  Mantellinie  und 
dem  der  Tangente  der  aufgezeichneten  Curve  im  Punkte  Pi  die  zu- 
gehörige Tangente  in  der  Abwickelung. 

Die  Durchführung  dieser  Schritte  für  eine  Darstellung  in  Axo- 
nometrie oder  in  resp.  Centralprojection  ist  weitläufiger,  hat  aber 
keine  Schwierigkeit;  für  allgemeine  Parallelprojection  hat  sie  auch 
die  gleiche  praktische  Bequemlichkeit. 

11.    Durch  Umkehrung  der  Torigen  Gonstructionen  kann 
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man  von  einer  in  der  Abwickelung  des  Eegel-  oder 
Gylinder-Mantels  eingetragenen  Figur  zu  den  Pro- 
jectionen  derselben  zurück  gehen,  sowohl  für  ihre 
Punkte  als  für  ihre  Tangenten. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse /  dabei  die  geraden 
Linien  der  Entwickelung  zu  verfolgen.  Die  Gerade  g 
zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  der  Entwickelung  einer  deve- 
loppabeln  Fläche  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  und  macht  mit  jeder  Erzeugenden  derselben,  die  sie 
schneidet,  zwei  gleich  grosse,  jedoch  im  Falle  des  Kegels  von 
einer  zur  andern  sich  ändernde  Winkel;  so  auch  im  Falle  der 
allgemeinen  developpabeln  Flächen  des  §  2,  auf  die  die  jetzige 
Erörterung  direct  anwendbar  bleibt. 

Wenn  man  die  Ebene  mit  der  Linie  AB  wieder  in  die 
Form  der  developpabeln  Fläche  zurückführt,  so  verwandelt  sich 
die  Gerade  g  in  eine  Curve  auf  der  developpabeln  Fläche, 
welche  nach  der  Natur  des  Entwickelungsprocesses  unter  allen 
zwischen  A  und  B  auf  ihr  möglichen  Curven  die  kürzeste  sein 
muss,  und  deren  auf  einander  folgende  Elemente  mit  der  jedes- 
maligen durch  ihren  gemeinsamen  Endpunkt  gehenden  Er- 
zeugenden gleiche  Winkel  machen.  Die  so  entstehende  Curve 
heisst  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  zwischen 
den  Punkten  A  und  B. 

Die  Schmiegungsebene  der  geodätischen  Linie 
in  einem  ihrer  Punkte,  d.  h.  die  Ebene  der  beiden 
von  diesem  ausgehenden  Elemente  derselben,  ist 
normal  zur  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte.  Denn  wenn  Ay  B^  C  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  sind  und  e  die  durch  B  gehende  Durchschnittslinie 
der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  A  und  C^  d.  h.  die  ent- 
sprechende Erzeugende  der  Developpabeln  ist,  so  sind  A  B  und 
BC  nach  der  Eigenschaft  der  Gleichwinkligkeit  auf  einander 
folgende  Erzeugende  eines  geraden  Kreiskegels  von  der  Axe  e\ 
die  Ebene  ABC  A.h,  die  Schmiegungsebene  der  Curve  ist  eine 
Tangentialebene  dieses  Kegels  und  somit  nach  §  8,  i  normal 
KU  der  Ebene^  welche  die  entsprechende  Berührungserzeugende 
mit  seiner  Axe  bestimmt,  d.  h.  die  Ebene  ABC  ist  normal 
zu  Ebene  {AB^  e),  wie  es  der  Satz  behauptet. 

Wenn  zwei  gegebene  Punkte  Ay  C  in  verschiedenen  Ebenen 
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mit  einem  Paukte  B  in  der  Schnittlinie  derselben  8o  verbunden 
werden  sollen,  dass  AB-^-BC  den  kleinsten  Werth  hat,  so 
müssen  AB  und  BC  mit  der  Schnittlinie  gleiche  Winkel  ein* 
schliessen. 

In  Folge  der  allgemeinen  Gültigkeit  dieses  Satzes  werden 
die  späteren  Entwickelungen  zeigen,  dass  die  Erörterung  des 
Textes  für  jede  mögliche  krumme  Fläche  gilt  und  dass  also 
die  entwickelte  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  allgemein 
ist.  In  der  That  ist  die  geodätische  Linie  als  kürzeste  zvüschen 
zwei  einander  hinreichend  nahen  Punkten  auf  einer  beliebigen 
Fläche  die  Lage  eines  zwischen  ihnen  auf  der  Fläche  ge* 
spannten  vollkommen  biegsamen  Fadens;  in  jedem  Punkte  des* 
selben  wirken  die  gleichgrossen  Endspannungen  in  den  Rich- 
tungen der  Nachbarelemente  und  die  in  der  Ebene  dieser 
letztem,  d.  h.  der  Schmiegungsebene,  gelegene  Mittelkraft  der* 
selben  muss,  als  von  der  Fläche  vollständig  aufgenommen,  in 
der  Normale  derselben  durch  ihren  Fusspunkt  wirken. 

Diese  Betrachtung  zeigt  nun  aber  weiter,  dass  in  jeder 
auf  einer  developpabeln  Fläche  gezeichneten  Gurve  auf  einander 
folgende  Elementenpaare  ABj  BC  vorkommen  können,  welche 
bei  der  Entwickelung  derselben  in  die  nämliche  gerade  Linie 
fallen,  d.  h.  welche  in  der  durch  Entwickelung  transformierten 
Gurve  eine  Inflexionsstelle  bedingen,  während  sie  auf  der 
Developpabeln  Elemente  je  einer  geodätischen  Linie  sind. 
Daher  gilt  der  Satz:  Der  Punkt  B  einer  auf  der  deve* 
loppabeln  Fläche  gelegenen  Gurve  verwandelt  sich 
dann  in  einen  Inflexionspunkt  der  transformierten 
Gurve  in  der  Entwickelung,  wenn  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Gurve  in  B  normal  ist  zur  Tangential- 
ebene der  developpabeln  Fläche  in  B. 

Die  ebenen  Schnitte  von  Eegel-  und  Gylinderfiächen  — 
als  die  einfachsten  bisher  hervorgetretenen  Gurven  auf  deve- 
loppabeln Flächen  —  werden  in  der  Abwickelung  mit  diesen 
im  Allgemeinen  Inflexionen  zeigen,  nämlich  in  den  Transfor- 
mierten derjenigen  von  ihren  Punkten  und  Tangenten,  in  wel- 
chen die  Schnittebene  zur  bezüglichen  Tangentialebene  des 
Kegels  respective  Gylinders  normal  ist.  « 

Man  findet  dieselben  für  den  Eegel  (vergl.  Fig.  35) ,  indem 
man  von  seiner  Spitze  M  die  Normale  zur  Schnittebene  fallt, 
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uud  durch  diese  die  möglichen  Tangentialebenen  an  ihn  legt; 
ihre  Berührungserzeugenden  MJ^  und  sie  selbst  bestimmen  mit 
der  Schnittebene  die  Punkte  /  und  Geraden  /7*,  welche  sich 
in  der  Abwickelung  in  die  Inflexionspunkte  und  zugehörigen 
Inflexionstangenten  der  Transformierten  verwandeln.  Sie  sind 
in  der  Fig.  35  in  die  Abwickelung  eingetragen  mittelst  der 
hoher  gelegenen  Horizontalebene,  für  welche  die  Yerticale  durch 
M"  die  erste  Spur  der  Scbnittebene  ist.  Für  den  Cylinder  be- 
stimmen die  Richtung  seiner  Erzeugenden  und  die  der  Nor- 
malen zur  Schnittebene  die  Stellung  der  Tangentialebenen, 
welche  in  gleicher  Weise  die  Frage  beantworten. 

Die  Inflexionsstellen  sind  Punkte  von  unendlich  grossem 
Krümmungsradius  (§  1).    Die  Untersuchung  der  Grossen-Yer- 
änderungy  welche  der  Krümmungsradius 
einer  Curve  A,  B^  C  . . .  im  Punkte  B 
durch  die  Entwickelung  der  Developpa- 
beln  erfahrt;  auf  der  sie  liegt,  muss  also 
auch  auf  sie  führen.      Da  die  Bogen- 
länge ABC  .  . .  sich  nicht  ändert,   so       — _-^^^^^-^ — i^ 
sind  die  Krümmungsradien  indirect  pro-    • 
portional  den  Winkeln  y  und  y\  welche 

die  aufeinander  folgenden  Elemente  ABy  BC  der  Curve  (Fig. 
36}  und  die  ihrer  durch  Abwickelung  Transformierten  gleich- 
grossen  A' B\  B'C'  mit  einander  einschliessen.    Ist  dann 
LABC  =  a,  UAB^e^-j^ß,,  LiBC,  e,)^ß^, 

so  ist 

y  _  ^  —  a ,   y'  =  »  —  (ft  +  iSj) 

und  da  die  Kantenwinkel  er,  /?, ,  §2  einer  dreiseitigen  Ecke  an- 
gehören, die  an  der  Kante  A  B  den  Flächenwinkel  g>  hat,  —  den 
Neigungswinkel  der  Ebene  der  Curvenelemente  ABC,  welche 
in  B  zusammenstossen,  mit  der  Tangentialebene  in  B^  —  so  ist: 

,.       cos  Ä,  —  cos  a  cos  ßi 

cos  op  —  lim  • ^-^. r— ^  — ~ 

sm  cc  sin  /3| 

=  lim  .  —  cos  {y'  +  /?,)  +  cos  y  cos  ß^ 

sin  y  sin  ß^ 

y       cos  ßi  (cos  y  —  cos  y')  +  sin  y'  sin  ß^ 

sin  y  sin  ß^ 

d.  b.,  weil  y  und  y'  zwei  sehr  kleine  Bogen  sind,  deren  Cosinus- 
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Di£Ferenz  die  Grenze  Null  hat,  während  ihre  Sinus  mit  ihnen 
selbst  gleich  werden, 

7 
cos  ©  «=s  -^  • 

7 

Nach  der  indirecten  Proportionalität  dieser  Contingenz- 
winkel  zu  den  bezüglichen  Krümmungsradien  bat  man  den 
Satz:  Die  Krümmungsradien  einer  auf  irgend  einer 
developpabeln  Fläche  verzeichneten  Curve  und  ihrer 
durch  Abwickelung  mit  jener  in  eine  Ebene  Trans- 
formierten in  entsprechenden  Punkten  verhalten 
sich  wie  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der 
Schmiegungsebene  der  Curv.e  und  der  Tangential- 
ebene der  Developpabeln  zur  Einheit.  Für  9  =  90*^  wird 
daher  der  Krümmungsradius  der  Transformierten  unendlich  gross 
—  das  Gesetz  von  den  Inflexionspunkten  der  Transformierten. 
Für  9  B=  0^  folgt  Gleichheit  der  entsprechenden  Krümmungs- 
radien, d.h.  wenn  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  mit 
ihrer  Tangentenfläche  abgewickelt  wird,  so  bleiben 
ihre  Krümmungsradien  ungeändert.  Nur  die  Radien 
aller  Schmiegungskugeln  werden  unendlich  gross.    (Vgl.  §  2.) 

Unsere  Beweise  zeigen,  dass  die  gefundenen,  übrigens  auch 
für  die  Aufwickelung  gültigen  Gesetze  den  Fall  der  Kegel  und 
der  allgemeinen  developpabeln  Flächen  und  den  Fall  des  ebenen 
Querschnittes  und  der  beliebigen  aufgeschriebeneu  Curve  ganz 
in  gleicher  Weise  umfassen ;  es  bleibt  aber  zu  zeigen  übrig, 
wie  mau  in  diesen  Fällen  die  Gesetze  graphisch  zur  Losung 
der  Probleme  zu  verwerthen  hat.  Die  Bildung  des  Richtungs- 
kegels (§  2)  erledigt  dies,  wie  wir  in  §  15  f.  sehen  werden.  Zur 
bessern  Vorbereitung  studieren  wir  vorher  eingehend  die  ein- 
fachste und  technisch  wichtigste  aller  doppelt  gekrümmten 
Curven. 

1)  Denken  wir  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs  der  Er- 
zeugenden e  normal  zur  Schuittebene  und  zur  Projectionsebene  XOZ^ 
die  Erzeugende  e  selbst  parallel  zur  Axe  OZ  gemacht,  so  dass  die 
Schnittebene  eine  zweite  projicierende  Ebene  wird,  und  sehen  wir 
die  Kegelfläche  als  eine  Pyramide  von  sehr  schmalen  Seitenflächen 
an,  deren  vorhergehende  und  nSchstfolgende  in  g^  und  g^  die 
Ebene  der  Erzeugenden  e  schneiden  (Fig.  37),  so  gelangen  die 
Punkte  Ä  und  (7,  die  in  A'*  und  C"  projicierten  zu  B  näcfastbe- 
nachbarten    Punkte    der   Schnittcurve ,    bei    der  Umlegung    dieser 
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Nachbarflächen  in  die  Fläche  von  e  nach  {Ä)^  und  (C)^  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  s^y  der  Tangente  der  Entwickelung  — 
man  erhält  eine  Inflexion  mit  der  Tangente  s<^, 

2)  Man  zeige  die  Gültigkeit  dieser  Ableitung  pig.  37. 
für  developpable   Flächen  im  Allgemeinen  und 
erörtere  die  Ausnahme,  welche  stattfindet,  wenn 
d  zu  $2  normal  ist. 

3)  Man  erörtere  die  Anzahl  und  die  Be- 
dingungen der  Realität  der  Inflexionen  für  die 
Abwickelungen  der  ebenen  (elliptischen,  paraboli- 
schen, hyperbolischen)  Schnitte  des  geraden  Kreis- 
kegeis;  resp.  der  eUiptischen  des  geraden  Ereis- 
cjlinders. 

4)  Man  construiere  einen  ebenen  hyperbolischen  Schnitt  des 
geraden  Kreiskegels  und  seine  Abwickelung  für  zwei  reelle  Inflexionen 
der  letzteren. 

5)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  der  Schnitt  eines  gegebenen 
Kegels  so  zu  führen,  dass  die  Abwickelung  desselben  in  zwei  be- 
stimmten Mantellinien  ihre  Inflexionen  hat. 

6)  Beim  gleichseitigen  Botationskegel  liefern  alle  hyperbolischen 
Schnitte  getrennte  reelle,  die  parabolischen  im  Scheitel  vereinigte 
reelle  und  die  elliptischen  Schnitte  imaginäre  Inflexionen  in  der 
Abwickelung. 

7)  Die  Entwickelung  des  elliptischen  Schnittes  des  Rotations- 
cylinders  —  speciell  auch  die  des  zur  Axe  unter  45^  geneigten, 
die  Sinusoide  —  zeigt  zwei  Scheitelpunkte  A^  B ,  deren  Tangenten 
zu  den  Erzeugenden  normal  sind ,  und  zwei  Inflexionspunkte  J^ ,  J^ 
mitten  zwischen  denselben.  Was  ergiebt  sich  für  die  Lage  der 
Inflexionstangenten?  Die  Abwickelungen  aller  solchen  Schnitte 
sind  zu  einander  affin. 

8)  Können  in  den  Abwickelungen  der  ebenen  Schnitte  des 
Rotationskegels  Doppelpunkte  oder  insbesondere  Rückkehr- 
punkte auftreten?     Welches  ist  ihre  Bedeutung? 

12.  Die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  des 
Rotationscylinders  nennt  man  die  Schraubenlinie 
oder  Helix;  die  von  ihren  Tangenten  erzeugte  Fläche  ist 
die  developpable  Schraubenfläche. 

Als  wichtigste  Anwendung  des  Vorigen  und  als  erstes 
Beispiel  einer  gewundenen  Curve  und  allgemeinen  Develop- 
pabeln  verdient  sie  eingehende  Untersuchung. 

Sind  Ay  B  (Fig.  38)  die  beiden  Punkte  der  Gylinderfläche 
oder  des  Schraubencylinders,  durch  welche  die  Schraubenlinie 
bestimmt  ist,  so  erlangt  man  ihre  Darstellung  in  Parallel- 
projection  anf  zwei  Ebenen^  von  denen  die  eine  zur  Cylinder- 
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aze  oder  Schraubenaxe  normal,  die  andere  zu  ihr  parallel  is^ 
wie  folgt:  Man  verzeicbnet  in  einem  ParalleUtreifen  von  der 
Breite  CD  gleich  dem  Umfang  27tr  des  Normalschnittea  K  vom 
Cylinder  (vergl,  §  10,  i)  die  Abwickelung  seines  Mantels  unter 
Eintragung  der  Punkte  A  und  B  und  zieht  die  gerade  Ter- 
bindungsliuie  derselben.  Man  tbeilt  diese  letztere  in  eine  ge- 
nügend grosse  Anzahl  gleicher  Theile,  zieht  durch  die  Theil- 
punkte  die  Erzeugenden  des  Cjlinders  bis  znm  Normalschuitt 
K,  trägt  die  Fusspunkte  derselben  in  die  erste  Projection  Ton 
A'  nach  B'  hin  ein  und  bestimmt  die  zweiten  Projectionen  der 
bezüglichen  Punkte    der  Schraubenlinie    in   den  Perpendikeln 


iten  zur  Axe  ÖX  durch  Eintragen  der  aus  der  Ab- 
ersichtlicheu  H5hen   derselben  Über  dem  Normal- 

dieser  Axe  aus  oder  von  der  ihr  Parallelen,  welche 
Projection  des  Norinalschnittes  darstellt.  Das  Stück 
)en1inie,  welches  zwischen  den  anf  einander  folgen- 
in   derselben  Cylinder-Erzeugenden   in  ihr  gelten 

Z),  für  die  durch  AB  gehende,  heisst  ein  Umgang 
oder  ein  Schraubengang.  Die  Differenz  der  in 
^enden  gemessenen  Abstände  dieser  Punkte  vom 
titt,  also  DfiDi'^C^C^  ist  die  Ganghöbe  k  der 
inie.  Den  Winkel  D^  CfD,,  •=  ß,  das  Gomplement  des 
ihraubeuliuie  mit  der  Gylinder-Erzeiigendeu  eiuge- 

Winkels,  nennen  wir  die  Neigung  der  Schrauben- 
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linie.  Der  Grandkreisradius  r,  die  Ganghöhe  h  und  die  Nei- 
gung ß  sind  also  in  der  Relation  verbunden  2r%  .  tan  ß  =  h. 
Die  äquidistanten  Parallelen  C^Di,  CqDq^  ...  repräsentieren 
die  einander  folgenden  Schraubengänge  in  der  Abwickelung. 

Schraubenlinien  von  gleichem  Radius  und  gleicher  Gang- 
höhe sind  noch  nicht  nothwendig  congruent^  sondern  sie  kön- 
nen sich  noch  durch  den  Drehungssinn  unterscheiden; 
man  erhält  in  Fig.  38  die  zweite  Schraubenlinie;  wenn  man 
statt  der  Geraden  CqDq,  C^D^^  ^2^2;  ^3^3»  ••  •  ^^^  andern 
offenbar  gleichgeneigten  Geraden  D^C^y  I^iC^,  •  .  •  aufwickelt. 
Sieht  man  von  demselben  Punkte  der  Axe  aus  gegen  denselben 
Normalschnitt  des  Schraubencylinders  hin^  so  steigt  die  eine 
der  beiden  Schraubenlinien  im  Sinne  des  Uhrzeigers  drehend 
gegen  den  Beschauer  an,  während  die  andere  es  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  thut.  Man  kann  sie  als  rechtsgängig  und 
linksgängig  oder  rechts  und  links  gewunden  unterscheiden. 

Die  aufeinander  folgenden  Gänge  der  Schraubenlinie  sind 
einander  congruent,  weil  sie  es  nicht  nur  in  der  Abwickelung 
sind,  sondern  weil  sie  auch  beim  Vorgang  der  Aufwickelung 
ganz  den  gleichen  Verbiegungen  unterliegen;  und  da  mau  jeden 
beliebigen  Punkt  derselben  als  Anfangspunkt  eines  Ganges  be- 
trachten kann,  so  sind  überhaupt  gleichlange  Stücke  der 
Schraubenlinie  einander  congruent;  oder  die  Schrau- 
benlinie ist  in  sich  selbst  verschiebbar,  und  eine 
Schraubenlinie  ist  in  der  andern  verschiebbar,  wenn  sie  mit 
ihr  den  Radius,  die  Ganghöhe  und  den  Drehungssinn  gemein 
hat.  Sie  theilt  diese  Eigenschaft  nur  mit  der  Geraden  und 
dem  Kreise  in  der  Art,  dass  bei  Geraden  die  Yerschiebbarkeit 
der  einen  in  der  andern  stets,  bei  Kreisen  bei  Gleichheit  des 
Radius  stattfindet.  In  der  That  kann  der  Kreis  als  Schrauben- 
linie von  gleichem  Radius  aber  der  Ganghöhe  Null  angesehen 
werden;  mit  verschwindender  Ganghöhe  fällt  der  Unterschied 
des  Sinnes  weg,  den  wir  daher  einem  Kreise  willkürlich  bei- 
legen können.  (Vergl.  I,  §  7.)  Die  Schraubenlinie  be- 
sitzt daher  auch  keine  der  in  §  2  als  natürliche  Folgen 
der  erzeugenden  Bewegung  betrachteten  stationären  Ele- 
mente —  also  weder  stationäre  Punkte,  noch  Tangenten,  noch 
Schmiegnngsebenen ,  noch  die  aus  deren  Vereinigung  hervor- 
gehenden. 
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1)  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einem  Kreise  gleichförmig  und 
immer  in  demselben  Sinne  dreht,  während  dieser  selbst  bei  un- 
veränderter Stellung  seiner  Ebene  sich  gleichförmig  so  bewegt, 
dass  sein  Mittelpunkt  eine  zu  dieser  Ebene  normale  Gerade  durch- 
läuft, so  beschreibt  der  Punkt  eine  Schraubenlinie  oder  Heliz. 

2)  Die  schrägen  Parallelprojectionen  (Schlagschatten  für  Sonnen- 
licht) der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  des  Grundkreises  K  sind, 
wie  weiterhin  genauer  begründet  wird  (vergl.  §  22)  Cjcloiden 
und  zwar  gemeine,  verlängerte  oder  verkürzte  Cjcloiden,  jenach- 
dem  die  projicierenden  Geraden  zur  Grundkreisebene  gleiche  oder 
grössere  oder  kleinere  Neigung  haben  als  die  Schraubenlinie  selbst. 

3)  Man  erläutere  an  der  orthogonal-axonometrischen  Darstellung 
in  Tafel  I,  §  13,  2  die  Form  der  Schraubenlinien  S  und  D,  von 
denen  die  eine  Inflexionen^  die  andere  Doppelpunkte  zeigt.  Beide 
haben  gleiche  Ganghöhe  und  verschiedene  Grundkreisradien.  Für 
eine  zwischen  den  Grössen  der  letzteren  liegende  Grösse  des  Grund- 
kreisradius würde  das  Bild  der  Schraubenlinie  von  derselben  Gang- 
höhe Rückkehrpunkte  zeigen.    Wie  wäre  diese  Grösse  zu  ermitteln? 

4)  Alle  Parallelprojectionen  der  Schraubenlinie  —  orthogonale 
und  schräge  auf  beliebige  Ebenen  —  sind  affine  Figuren  von  Cj- 
cloiden, Was  für  eine  ist  der  Aufriss  insbesondere?  Speciell  für 
h  =  27rr. 

5)  Die  zweite  Projection  der  Schraubenlinie  besitzt  Infiexionen 
in  allen  den  Punkten,  welche  in  der  zweiten  Projection  ihrer  Aze 
liegen;  die  zugehörigen  Inflexionstangenten  haben  die  Neigung  ^ 
gegen  die  Axe  OK.     (Art.  11,  1;  Fig.  37.) 

6)  Die  Schmiegungsebene  der  Schraubenlinie  in  jedem 
ihrer  Punkte  ist  normal  zur  Tangentialebene  des  Cjlinders  in  diesem 
Punkte. 

7)  Der  Krümmungskreis  und  die  Schmiegungskugel 
der  Schraubenlinie  haben  für  alle  Punkte  derselben  die  nämliche 
und  ein  und  dieselbe  Länge  des  Radius.  Dies  ist  eine  nothwendige 
Folge  der  ünveränderlichkeit  des  Krümmungsradius  und  soll  durch 
die  Betrachtung  der  Krümmungskreise  123  und  2  3  4  in  zwei  benach- 
barten Schmiegungsebenen  als  Querschnitte  der  Schmiegungskugel 
12  34  bewiesen  werden. 

8)  Der  Krümmungsradius^  für  einen  Punkt  der  Schrauben- 
linie föUt  in  die  durch  ihn  gehende  Normale  zur  Axe  des  Schrauben- 
cjlinders;  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Schraubenlinie 
bilden  somit  eine  zweite  Schraubenlinie  vom  nämlichen  Sinn,  von 
derselben  Ganghöhe  und  gleich  hoch  gelegenem  Anfangspunkt,  auf 
einem  Cjlinder  von  der  nämlichen  Axe  und  dem  Grundkreishalb- 
messer  (^  —  r). 

13.   Legt  man  durch  einen  Punkt  A  der  Schraubenlinie  in 

der  Abvrickelung  den  Normalschnitt  K  des  Schiraubencjlinders 

und   zieht  durch  den    beliebigen  Punkt  B  derselben  die  Er- 
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zeDgende,  bis  sie  in  Bq  den  Normalschnitt  schneidet^  so  ist  nach 
§§  10,  12  die  Länge  AB^^  d.  i.  die  entsprechende  Bogenlänge 
des  GrundkreiseSy  zur  Bestimmung  der  Projection  der  Schrau- 
benlinien-Tangente in  6  zu  gebrauchen:  Man  zieht  in  B^  die 
Tangente  des  Grundkreises  und  trägt  auf  ihr  die  wahre  Länge 
des  Bogens  B^A  in  ^^^^i  ^^9  dann  ist  ^i  der  Darchstosspunkt 
der  fraglichen  Tangente  in  der  Ebene  des  Qrundkreises. 

Man  erhält  somit  den  Ort  der  Durchstosspunkte  der  auf- 
einander folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene oder  in  der  Normalschnittebene  des  Schrauben- 
cylinders  durch  den  Punkt  A  derselben,  indem  man  in  den 
entsprechenden  Punkten  B^  des  Grundkreises  die  Tangenten 
dieses  letzteren  zieht  und  auf  dieselben  von  B^  aus  die  jedes- 
malige Bogenlänge  des  Grundkreises  von  B^  bis  A  abträgt. 
Dieser  Ort  ist  somit  die  Evolvente  des  Grundkreises  K 


Fig.  39. 


ffir  den  Anfangspunkt  A  (Fig.  39),  und  zwar  entspricht 
Ton  den  beiden  Evolventen  desselben,  mit  diesem  Anfangs- 
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punkt  die  eine  dem  von  Ä  aus  aufsteigenden,  die  andere 
dem  von  A  aus  absteigenden  Theil  der  Schraubenlinie. 

Jedem  Schraubengang  entspricht  ein  Umgang  der  Ereia- 
evolvente  oder  die  einmalige  Abwickelung  des  Kreisumfanges 
auf  der  Tangente.  Wir  sagen:  Die  Spur  der  developpa- 
beln  Fläche  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  des 
Grundkreises  ist  von  den  Evolventen  desselben  füjr 
den  in  ihm  gelegenen  Punkt  der  Schraubenlinie  als 
Anfangspunkt  gebildet. 

Zeichnet  man  also  für  den  in  der  ersten  Projectionsebene 
gelegenen  Punkt  Ä  der  Schraubenlinie  die  beiden  Evolventen  des 
Grundkreises,  so  sind  dieselben  die  oben  bezeichneten  Spuren  der 
developpabeln  Schraubenfläche  in  dieser  Projectionsebene;  sie 
sind  aber  zugleich  die  ersten  Projectionen  ihrer  Spuren  in 
allen  den  zu  JÜ'OJ^  parallelen  Ebenen,  welche  durch  die  Punkte 
der  Schraubenlinie  in  der  von  A  ausgehenden  Cylinder- Er- 
zeugenden gelegt  sind  —  und  zwar  immer  mit  der  nämlichen 
Beziehung  wie  vorher  zu  dem  von  da  aus  auf-  und  resp.  ab- 
steigenden Gange.  Und  thut  man  dasselbe  für  irgend  einen 
andern  Punkt  der  Schraubenlinie  im  zugehörigen  Normal- 
schnitt, so  sind  die  neuen  Evolventen  desselben  durch  die  näm- 
liche Verschiebung  und  Drehung  längs  der  Axe  und  um  sie 
aus  den  alten  entstanden,  durch  welche  der  betrachtete  Punkt 
aus  dem  Anfangspunkte  hervorgegangen  ist.  Trägt  man  also 
constantes  B' S^  (Fig*  39)  in  der  Tangente  des  Grundkreises 
vom  Berührungspunkte  in  bestimmtem  Sinne  und  constantes 
B" Bq'  in  der  Verticalprojection  der  Erzeugenden  auf,  so  erhält 
man  in  der  durch  B^'  gehenden  Horizontalebene  den  Durch- 
stosspunkt  ^i"  der  Tangente  in  der  Yerticalen  durch  S^. 
Man  siebt)  dass  hierbei  mit  einer  beliebigen  Tangenten  länge 
operiert  werden  kann,  wenn  sie  nur  gross  genug  ist,  um  die 
Lage  der  Verticalprojection  der  Tangente  durch  5/'-^"  gut  zu 
bestimmen. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  verzeichnet  man  alle  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  mit  gleicher  Genauigkeit.  Aber 
auch  so:  Ist  die  erste  Projection  e'  einer  solchen  gegeben,  so 
ist  von  den  beiden  ihrem  Berührungspunkte  zunächstliegenden 
rechtwinkligen  Schnitten  derselben  mit  den  beiden  Evolventen 
am  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des  Ganges  der  eine  S^  ihr 
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Dorchstosspunkt  in  der  Ebene  des  Grundkreises  und  der  ersten 
Projection  selbst^  der  audere  S^*  die  Horizontalprojection  ihres 
Durchstosspunktes  in  der  um  die  Ganghohe  über  ihr  gelegenen 
Parallelebene;  man  hat  also  die  Construc^ion  in  Fig.  39  aus 
€\   B'  mit  5,  und  5,*  von  e"  und  B". 

Die  beiden  entgegengesetzten  Evolventen  E^  E*  des  Grund- 
kreises K  aus  dem  Anfangspunkte,  als  die  Spuren  des  aufsteigen- 
den und  des  absteigenden  Ganges  jeder  zugehörigen  Schrauben- 
linie, schneiden  einander  einmal  bei  jedem  Umgang  in  dem 
Durchmesser  des  Anfangspunktes  —  also  in  D  zuerst  (Tafel  I) ; 
jeder  dieser  Punkte  ist  der  gemeinsame  Durchstosspunkt  von 
ewei  Tangenten  t^  /*  der  Schraubenlinie  S,  von  denen  die  eine 
zum  absteigenden,  die  andere  zum  aufsteigenden  Gange  gehört. 
Mit  der  Verschiebung  der  Grundkreisebene  wird  der  Anfangs- 
punkt und  mit  ihm  diese  Schnittpunkte  />|,  />2f  ^a;  •  •  •  ^'^^ 
demselben  Gesetz  der  Schraubung  bewegt  um  dieselbe  Axe 
nnd  im  nämlichen  Sinne;  sie  beschreiben  Schraubenlinien  D 
von  derselben  Ganghohe  wie  jener.  Mit  andern  Worten:  Die 
developpable  Schraubenfläche  durchschneidet  sich 
selbst  in  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghohe 
und  Axe  mit  der  gegebenen,  aber  von  wachsenden 
Grnndkreishalbmessern,  indem  sie  den  ganzen  Raum 
in  vierkantige  Schraubenröhren  theilt,  deren  Sei- 
tenflächen Theile  der  developpablen  Schrauben- 
fläche und  deren  Kanten  Doppelcnrven  sind.  Die 
Figur  zeigt  eine  der  Doppelcnrven  in  axonometrischer  Pro- 
jection, nämlich  die  erste  mit  dem  Grundkreis  Kd*  Man  wird 
darin  ihre  Construction  vollständig  erkennen.  Wir  bemerken, 
dass  die  Selbstdurchdringung  einer  allgemeinen  developpabeln 
Fläche  im  Grunde  selbstverständlich  ist;  ferner,  dafs  die  Ebenen, 
welche  durch  die  Paare  sich  schneidender  Tangenten  bestimmt 
werden,  offenbar  eine  neue  developpable  Fläche  bilden  müssen, 
die  wir  als  eine  doppelt  berührende  oder  doppelt  umge- 
schriebene Developpable  der  Gurve  bezeichnen  dürfen. 
Wir  werden  später  sehen,  dass  es  nur  eine  algebraische  Deve- 
loppable giebt,  die  keine  Selbstdurchdringung  und  daher  auch 
keine  doppelt  berührende  Developpable  besitzt,  die  Tangenten- 
fläche der  einfachsten  algebraischen  doppelt  gekrümmten 
Canre,  der  Raumcurve  dritter  Ordnung.    (Vergl.  §  20.) 
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1)  Für  ATOjK  als  HorizontAlebene  (Fig.  39)  ist  die  Tangente  e 
der  Schraubenlinie  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Falllinie  der  zuge- 
hörigen Schmiegungsebene  5,  ^  ^2  <)6rselben ;  alle  Schmiegongsebenen 
der  Schraubenlinie  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  Grund- 
kreises und  gegen  die  Axe  des  Schraubencylinders.  Die  developpable 
Schraubenfläche  ist  eine  developpable  Fläche  von  gleichem 
Fallen. 

2)  Wenn  man  auf  allen  Tangenten  der  Schraubenlinie  von  den 
Berührungspunkten  aus  gleiche  Stücke  nach  derselben  Seite  (auf- 
wärts  oder  abwärts)  abträgt,  so  bilden  die  Endpunkte  derselben 
eine  neue  Schraubenlinie,  welche  auf  einem  Kreiscylinder  von  der- 
selben Axe  liegt.  Concenirische  Kreise  aus  dem  Fusspunkt  der  Axe 
in  der  zu  ihr  normalen  Projectionsebene  sind  die  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  doppelt  so  vieler  Schraubenlinien  von  einerlei  Ganghöhe 
und  auf  derselben  developpablen  Fläche  —  der  Tangentenfiäcbe 
der  ursprünglichen.  Für  den  Grundkreis  fallen  die  beiden  Schrau- 
benlinien in  die  gegebene,   die  vom  kleinsten  Radius,   zusammen. 

3)  Und  umgekehrt:  Zwei  Schraubenlinien  von  gleichem  Sinn, 
gleicher  Ganghöhe  A  und  einerlei  Axe,  die  durch  ihre  Anfangspunkte 
A^ ,  Ä^  und  Grundkreise  Ä^, ,  K^'^n  XOY  gegeben  sind,  bestimmen 
eine  developpable  Schraubenfläche;  auf  der  sie  liegen.  Man  ermitüe 
die  Schraubenlinie  A',  de- 
ren Tangentenfläche  diese 

letztere    ist.     Die   Figur  \ 

40  zeigt  die  Construction. 

Aus     dem    Schnitt- 
punkte S^  der  Evolventen  ^ 

der    Kreise  K^    und  K^     /       /^  ^  ^-'^ /V^     \\  1  / 

mit  den  Anfangspunkten 
A^  und  A^  sind  diejeni- 
gen Tangenten  Sy  B  und 
5, 6^  an  diese  Kreise  ge- 
zogen, welche  die  Tan- 
genten der  beiden  Schrau- 
benlinien darstellen,  die 
sich  in  S^  begegnen.  Die 
Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  muss  eine  Tangente  der 
Schraubenlinie  sein,  auf  deren  Tangentenfiäcbe  die  beiden  betrach- 
teten Curven  liegen.  K  ist  ihr  Grundkreis  und  A  der  zur  Tangente 
BC  gehörige  Punkt  in  ihr. 

4)  Man  zeige,  dass  zwei  Curven  in  verschiedenen  Ebe- 
nen und  zwei  Baumcurven  überhaupt  eine  developpable 
Fläche  bestimmen,  auf  der  sie  liegen.  Wir  denken  im  Falle 
der  beiden  Baumcurven  die  von  den  Tangenten  derselben  ge- 
bildeten entwickelbaren  Flächen  und  ihre  Durchdringungscurve;  sei  S 
ein  Punkt  derselben,   in  welchem  sich  die  Tangenten  der  Punkte 


Schraabenlinien ,  speciell  Doppelcurven  derBelben.  13.  79 

A  und  B  der  ersten  und  zweiten  Curve  respective  schneiden; 
dann  ist  AB  eine  Erzeugende  und  ABS  die  entsprechende  Schmie- 
gnngsebene  der  gesuchten  entwickelbaren  Fläche.  Lassen  wir  S 
die  bezeichnete  Durchdringungscurve  durchlaufen,  so  erhalten  wii 
alle  ihre  Erzeugenden  und  Schmiegungsebenen.  Wenn  die  Durch- 
dringungscurve von  der  einen  Raumcurye  in  einem  Punkte  ge- 
schnitten wird,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  zugehörigen  Tan- 
gente der  andern  Curve  ein  Punkt  der  gesuchten  developpabeln 
Plächo,  in  welchem  sich  drei  auf  einander  folgende  Schmiegungs- 
ebenen schneiden  oder  ein  Punkt  der  zugehörigen  Raumcurve. 
Im  Falle  der  vorigen  Aufgabe  genügt  ein  Punkt  der  Durchdringung 
zur  Bestimmung.  Für  ebene  Curven  ist  der  Ort  von  S  die 
Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen;  man  erörtere  die  Mehrdeutigkeit 
der  Bestimmung,  welche  in  diesem  Falle  eintritt  und  zeige,  dass 
die  Schnittpunkte  der  einen  Curve  mit  der  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  von  beiden,  als  Berührungspunkte  ihrer  Tangenten  an  die 
andere,  Punkte  der  zur  entstehenden  Developpabeln  gehörigen 
Raumcurve  liefern  und  zugleich  Endstellen  desjenigen  Theiles  der 
zweiten  Curve  bezeichnen,  die  auf  dem  reellen  Theile  der  ent- 
stehenden developpabeln  Fl&che  liegt.  (Vergl.  weiterhin  die  Un- 
terscheidung parasitischer  Theile  in  den  Directrixcurven  wind- 
schiefer Begelflächett.) 

5)  Man  bestimme  einen  Punkt  der  developpabeln  Schrauben- 
flSche  und  die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  aus  seiner 
gegebenen  Projection  auf  der  zur  *Axe  der  Schraube  normalen  Ebene 
mittelst  der  zugehörigen  Tangente  der  Schraubenlinie  und  der  Tan- 
gente der  Evolvente  in  ihrem  Durchstosspunkte. 

6)  Die  Tangente  der  Ereisevolvente  in  jedem  ihrer  Punkte 
ist  normal  zu  der  einen  von  demselben  ausgehenden  Tangenten  des 
Schraubenkreises  —  als  Spur  dezjenigen  Schmiegungsebene  der 
Schraubenlinie  in  der  Grundkreisebene,  welche  die  Developpable 
längs  der  Erzeugenden  berührt,  von  der  jene  Tangente  die  erste 
Projection  ist. 

Setzt  man  ^  «a  45®,  so  ist  der  abgewickelte  Orundkreisbogen 
immer  der  Höhe  des  Punktes  der  Schraubenlinie  gleich  und  die 
Spurevolvente  ist  die  Enveloppe  der  Bildkreise  der  Schraubenlinie 
im  Sinne  der  „Cjklographie''  (I|  §  (36)  f.);  die  Mantellinien  der 
Developpabeln  sind  durch  die  Systeme  sich  in  ihren  Punkten  be- 
rührender Kreise  dargestellt;  etc. 

Betrachtet  man  die  zwei  Evolventen  desselben  Kreises  vom 
nämlichen  Anfangspunkt  (Fig.  39  und  Tafel  I,  U)  und  den  con- 
oentrischen  Kreis  zu  jenem  durch  einen  ihrer  Schnittpunkte  (^Kd 
resp.  D'),  so  sind  die  beiden  Tangenten  des  Grundkreises  aus 
einem  Punkte  des  letzteren  die  Projectionen  der  Tangenten  der 
Schranbenlinie  aus  den  bezüglichen  Punkten  der  Doppelcurve  D; 
ihre  Schnittpunkte  mit  den  Evolventenbögen,  auf  denen  sie  resp. 
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rechtwinklig  stehen,  sind  die  entsprechenden  Dnrchstosspunkte ; 
und  da  jene  Tangenten  von  der  Doppelcurve  bis  zu  ihren  Durch- 
stosspunkten  und  ebenso  die  bezüglichen  Projectionen  gleich  lang 
sein  müssen,  so  ist  D'  der  Ort  der  Centra  doppelt  berührender 
Kreise  für  die  aus  beiden  Evolventen  E,  E*  zusammengesetzte  Curve. 

7)  Man  construiere  aus  Ganghöhe  und  Qrondkreishalbmesser 
die  Projectionen  einer  Schraubenlinie  mittelst  ihrer  Tangenten  und 
bestimme  nachher  auf  denselben  die  zugehörigen  Berührungspunkte. 

8)  Man  zeichne  die  axonometrische  Darstellung  der  Schrauben- 
linie und  ihrer  Tangentenflftche  für  zwei  Gänge  zwischen  den  Nor- 
malschnitten der  Endpunkte.     (Vergl.  Tafel  I.) 

9)  Der  Grundkreis,  die  Spurevolvente  des  aufsteigenden  (ranges 
und  die  Ganghöhe  bestimmen  die  Schraubenlinie  und  ihre  Tangen- 
tenfläche, und  stellen  sie  dar,  wenn  man  ihre  Spurebene  als  Tafel 
der  allgemeinen  Orthogonalprojection  mit  der  zur  Tafel  parallelen 
Fizebene  im  Abstand  h  ansieht.     (Grundriss  und  Cote.) 

10)  In  welcher  Weise  kann  die  Existenz  dieser  Doppelcurve 
D  zur  genauen  Zeichnung  der  Schraubenlinie  und  ihrer  develop- 
pabeln  Fläche  benutzt  werden?  Wir  wollen  die  bequeme  und 
genaue  Construction  erklären.  Aus  dem  Grundkreis  K^  dem  An- 
fangspunkt A  in  demselben  und  der  Ganghöh^  h  nebst  Kenntniss 
des  Sinnes  ist  mit  der  Schraubenlinie  selbst  auch  das  System  ihrer 
Doppelcurven  bestimmt  und  wir  erbalten  die  Projectionen  der  ersten, 
B,  als  von  gleichem  Sinne  und  derselben  Ganghöhe  mit  der  ge- 
gebenen aus  der  Kenntniss  ihres  Anfangspunktes  I;  dieser  ist  aber 
der  erste  Schnittpunkt  der  Evolventen  von  K  in  A^  oder  der  erste 
Schnittpunkt  derselben  mit  dem  Durchmesser  von  A,  Wir  ver- 
zeichnen nun  den  Grundkreis  Ka  oder  D/  und  theilen  ihn  von  I' 
aus  ein,  etwa  in  zwölf  gleiche  Theile  mit  den  Theilpunkten  H',  m', 
. . .  Xn',  Xm'  bei  I',  2Liv'  in  ü',  etc.  Tragen  wir  in  der  Axe  x  den 
Umfang  2%r  von  A'ab  und  in  seinem  Endpunkte  rechtwinklig  dazu 
die  Höhe  h  ab,  so  liefert  die  Eintheilung  der  letzteren  in  zwölf  gleiche 
Theile  uns  die  Höhen  über  x ,  in  welchen  die  Verticalprojectionen 
der  Punkte  II ,  m,  .  .  .  Xiii,  etc.  der  Doppelcurve  D  liegen 
und  damit  die  Verticalprojection  dieser  Curve.  Wir  bestimmen 
jetzt  die  von  l'  aus  an  K  gehenden  Tangenten,  ihre  Länge  und 
ihre  Berührungspunkte,  die  als  l'  und  —  1'  bezeichnet  werden 
mögen;  die  mit  jener  Länge  als  Radius  von  Jl\  m',  ...  be- 
schriebenen Kreise  schneiden  aus  K  die  Punkte  2',  —  2';  8',  —  3'; 
etc.  aus,  und  wir  haben  damit  die  Horizontalprojectionen  der 
Punktepaare  der  Schraubenlinie  K  bestimmt,  deren  Tangenten  sich 
in  I,  n,  ...  durchschneiden  und  von  denen  der  eine  immer  um 
dieselbe  Höhe  h^  über  dem  Schnittpunkte  liegt,  wie  der  andere 
unter  ihm ,  so  dass  sich  ihre  Verticalprojectionen  sämmtlich  durch 
Benutzung  dieser  nämlichen  Länge  h^  bestimmen  lassen.  Wir'  er« 
halten  aber  diese  Höhe  hy  aus  dem  vorher  aus  den  Katheten  2%r 
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und  h  gebildeten  rechtwinkligen  Dreieck  mit  dem  an  x  anliegen- 
den Neigungswinkel  ß  der  Schraubenlinie,  indem  wir  die  Länge  der 
Tangente  von  I'  an  Ä*  vom  Scheitel  von  ß  aus  in  x  abtragen  als 
die  seinem  Endpunkte  als  Bechtwinkelecke  entsprechende  zweite 
Kathete.  Schneiden  wir  dann  das  durch  3'  resp.  —  3'  zur  Axe  x 
gefönte  Perpendikel  durch  die  ihr  Parallele  aus  m"  und  tragen 
in  jenem  nach  oben  und  in  diesem  nach  unten  h^  ab,  so  sind  die 
erhaltenen  Endpunkte  3"  und  —  3"  resp.  die  bezüglichen  Punkte 
und  die  von  ihnen  nach  III '  gehenden  Geraden  die  zugehörigen 
Tangenten  der  Yerticalprojection  der  Schraubenlinie.  Man  sieht, 
dass  sie  nach  Eintheilung  des  Kreises  D' mittelst  zweier  fester 
Zirkel  Öffnungen  vollständig  construiert  wird. 

11)  Da  die  Tangenten  in  Punkten  der  Schraubenlinie,  welche 
derselben  Erzeugenden  des  Cylinders  angehören,  parallel  sind,  so 
besitzt  die  developpable  Schraubenfläche  überdiess  einen  vielfachen 
Kreis  im  Unendlichen;  die  Bichtung  der  Axe  ist  sein  Mittel- 
punkt. 

12)  Man  erörtere  die  orthogonal-projeetivische  Darstellung  einer 
Schraubenlinie  von  gegebenem  Anfangspunkt  A  bei  gegebener  Gang- 
höhe h  und  für  eine  durch  ihre  Projectionen  bestimmte  schräge  Axe 
derselben.-  (Fig.  41,  p.  83.) 

Wir  wollen  annehmen,  eine  Schraubenlinie  sei  durch  den  An- 
fangspunkt A^  den  Drehungssinn,  die  Ganghöhe  h  und  die  Axe  a 
bestimmt,  von  der  letzteren  aber  die  Orthogonalprojection  a  auf  die 
Tafel,  ihr  Dnrchstosspunkt  6^1  und  ihr  Neigungswinkel  /?,  mit  der- 
selben gegeben.  (Wir  können  diese  Data  als  Data  einer  descriptiv- 
geometrischen  Behandlung  oder  als  solche  für  die  Orthogonalpro- 
jection mit  einem  Bilde  voraussetzen,  ohne  dass  die  folgende  Ent- 
wickelung  irgend  welche  Modificationen  erfordert.)  Wir  nehmen 
a  als  Axe  ,a:  und  verzeichnen  ^A"  und  ^a";  legen  wir  dann  2^ 
normal  zu  ,«"  durch  ^A'\  so  wird  j^f'  der  Fusspunkt  in  ^a"  und 
der  von  da  aus  durch  ^A'  beschriebene  Kreis  ^K'  der  Grundkreis 
der  Schraubenlinie  und  wir  erhalten  ihre  Evolvente  in  der  Pro- 
jection  ^A\D\  sowie  ihre  Projection  ^S''  (die  nicht  eingezeichnet 
ist)  und  haben  nur  die  Bücktransformation  auf  die  ursprüngliche 
Ebene  zu  vollziehen,  um  die  gewünschte  Horizontalprojection  zu 
erhalten.  Man  macht  dabei  die  Wahrnehmung,  dass  diese  im  All- 
gemeinen in  zwei  Formen  auftritt;  nämlich  entweder  wie  die  Pro- 
jection |S"  mit  zwei  Inflexionen  in  jedem  Gange,  nur  dass  diese 
nicht  wie  dort  in  gleichen  Entfernungen  in  demselben  Gange  und 
von  Gang  zu  Gang  oder  nicht  in  der  bezüglichen  Projection  der 
Axe  gelegen  sind  (so  auch  in  Figur  41);  oder  mit  zwei  Knoten- 
punkten in  jedem  Gange  —  also  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
schon  in  §  12,  4  Bemerkten  als  affine  Figur  einer  verkürzten  resp. 
einer  verlängerten  Cykloide.  Es  ist  evident,  dass  die  Angabe  der 
Inflexionspnnkte  1  und  J  und  ihrer  Tangenten  im  ersten  Falle  für 
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die  graphische  Ausführung  das  Werth vollste  ist  und  wir  werden  in 
§  14  sehen,  wie  einfach  dieselben  zu  bestimmen  sind.  Dort  ist 
die  Fig.  41  weiter  besprochen. 

13)  Man  bestimme  in  der  axono metrischen  Darstellung  von 
Tafel  I  die  Mantellinien  des  Sehraubencylinders,  welche  die  Inflexions- 
stellen  des  axonometrischen  Bildes  der  Schraubenlinie  enthalten 
und  die  zugehörigen  Inflexionstangenten.  Da  die  Inflexionen  die 
Bilder  der  Curvenpunkte  sind,  deren  Schmiegungsebenen  zur  Bild- 
ebene normal  stehen  und  ihre  Tangenten  die  Spuren  dieser  Schmie- 
gungsebenen ;  und  da  jede  Schmiegungsebene  zwei  benachbarte  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  enthält,  deren  Bilder  in  unserem  Falle 
in  eine  Gerade  fallen,  und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Doppel- 
curven  sowohl  als  deren  Durchstosspunkte  in  der  Grundkreis- 
evolvente zusammenfallen  müssen,  so  haben  wir  zunächst  den  nach 
diesen  seinen  Gründen  offenbar  für  alle  Projectionen  gültigen  Satz: 
Die  Inflexionstangenten  des  Bildes  der  Schraubenlinie 
sind  auch  Tangenten  und  zwar,  wie  leicht  ersichtlich 
wird,  Doppeltangenten  der  gleichnamigen  Bilder  aller 
ihrer  Doppelcurven  und  (einfache)  von  der  ihrer  Spur- 
evolvente. Man  er.hält  hiemach  zuerst  die  Inflexionstangenten 
des  Bildes  aus  der  Kenntniss  der  gleichnamigen  Projectionen  einer 
Doppelcurve  resp.  der  Spurevolvente;  aus  ihren  Berührungsstellen 
mit  der  Doppelcurve  und  der  Spurevolvente  die  Tangente  des 
Kreises  A^,  welche  die  Spur  der  zugehörigen  Cjlindertangential- 
ebene  in  seiner  Ebene  ist  und  als  ihren  Berührungspunkt  den 
Fusspunkt  der  Mantellinie  des  Cylinders  s^  welche  den  zugehörigen 
Inflexionspunkt  enthält.  (Der  Berührungspunkt  an  A'  wird  natür- 
lich durch  Affinität  mit  dem  Kreise  streng  bestimmt:  Mab  mag 
dies  in  der  Figur  der  Tafel  I  eintragen ;  ebenso  in  der  descriptiv- 
geometrischen  Ausführung  von  Tafel  II  —  mit  welcher  Modifi- 
cation  betreffs  der  Spurevolvente?) 

14)  Nach  dem  Vorigen  ist  jede  Schmiegungsebene  der  be- 
trachteten Schraubenlinie  —  denn  bei  der  willkürlichen  Wahl  der 
Bildebene  kann  jede  als  zu  dieser  normal  gedacht  werden  —  eine 
Doppeltangentialebene  einer  beliebigen  Doppelcui*ve ,  nämlich  eine 
Ebene,  welche  zwei  Tangenten  derselben  enthält;  oder  die  Schmie- 
gungsebene der  Originalcurve  bleibt  bei  ihrer  Schraubung  nach 
derselben  Doppelberührungsebene  ihrer  Doppelcurven ,  so  dass  die 
zugehörigen  Tangentenpaare  der  letzteren  wiederum  gleichzeitig 
deren  Doppelcurven  erzeugen.  Und  jede  Ebene,  welche  eine  Schrau- 
benlinie beständig  doppelt  berührt,  erzeugt  als  Ort  des  Schnitt- 
punktes der  zugehörigen  beiden  Tangenten  eine  Doppelcurve  und 
als  Enveloppe  eine  neue  Schraubenlinie  und  ihre  developpable  Fläche, 
für  welche  jene  eine  Doppelcurve  ist  und  die  ihrerseits  wieder  ein 
System  von  Doppelcurven  hat.  Jede  Schraubenlinie  giebt  in  dieser 
Art  zu  unendlich  vielen  neuen  Anlass,   weil  eine  Ebene,  die  den 
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ersten  Gang  von  jener  berührt,  zugleich  entweder  ihren  zweiten, 
oder  ihren  dritten,  vierten  etc.  Gang  berühren  kann. 

15)  Welchen  Grenzlagen  nähern  sich  die  vorher  hervorgetrete- 
nen unendlich  vielen  doppelt  berührenden  doveloppabeln  Schrauben- 
flachen  und  ihre  zugehörigen  Schraubenlinien? 

16)  Die  Tangentialebenen  des  Scbraubencjlinders  sind  vielfache 
Tangentialebenen  aller  auf  ihm  verzeichneten  Schraubenlinien ;  somit 
sind  auch  die  Berührungslinien  seiner  Umrisstangentialebenen  viel- 
fache Tangenten  ihres  Bildes  in  jederlei  Art  von  Projection. 


Fig.  41, 
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17)  Wenn  das  Projectionscentrum  in  einer  doppelt  berühren- 
den Ebene  der  Schraubenlinie  liegt^  so  erscheint  ihre  Spur  als  eine 
Doppeltangente  des  zugehörigen  Bildes,  deren  Berührungspunkte 
die  zugehörigen  Projectionen  der  Berührungspunkte  der  Ebene  mit 
der  Curve  sind.  Liegt  das  Projectionscentrum  in  einer  der  ent- 
sprechenden Tangenten  der  Curve  (gleichviel  ob  im  Endlichen  oder 
anendlich  fem),  so  wird  der  betreffende  Punkt  des  Bildes  zum 
Rückkehrpnnkt  mit  derselben  noch  anderwärts  berührenden  Tan- 
gente; liegt  es  aber  im  Schnittpunkt  beider  Tangenten,  so  hat 
das  Bild  entsprechend  zwei  Bückkehrpunkte  mit  einerlei  Tangente. 
Alles  dies  gilt  für  beliebige  Curven  imd  eine  ihrer  doppelt  be- 
rührenden Ebenen. 

Wenn    das  Projectionscentrum    in  der  Schnittlinie  von   zwei 
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doppeltberührenden  Ebenen  oder  im  Schnitipankt  von  drei  solchen 
liegt,  welche  Specialitäten  zeigt  das  zugehörige  Bild  der  Schrau- 
benlinie resp.  der  beliebigen  betrachteten  Gurre?  Welche  beson- 
deren Lagen  in  der  Schnittlinie  von  zwei  doppeltberührenden  Ebe- 
nen sind  hervorzuheben  und  wodurch  charakterisiren  sich  ihre 
Bilder? 

18)  Alle  Schraubenlinien  von  der  nämlichen  Aze  und  dem- 
selben Anfangspunkt  aber  von  verschiedener  Ganghöhe  besitzen  in 
der  Normalscbniltebene  durch  diesen  dieselben  Spurevolventen  und 
dieselben  Anfangspunkte  ihrer  verschiedenen  Doppelcurven.  Welche 
Unterschiede  zeigen  sich  bei  Gleichheit  oder  Gegensatz  ihres 
Drehungssinnes  ? 

14.  Wenn  man  (vgl.  §  2)  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  M  zu  allen  Erzeugenden  ei  einer  developpabeln 
Fläche  Parallellinien  ^  *  und  zu  allen  Tangentialebenen  £,-  der- 
selben Parallelebenen  Ej*  legt,  so  sind  jene  die  Erzeugenden 
desselben  Kegels,  den  diese  umhüllen,  weil  den  aufeinander 
folgenden  Erzeugenden  e^ ,  e.^  der  developpabeln  Fläche  in  ihrer 
Tangentialebene  die  aufeinander  folgenden  parallelen  Erzeu- 
genden e^y  e^  und  ihre  zu  jener  parallele  Ebene  entsprechen. 

Wir  nennen  diesen  Kegel  den  Richtungskegel  der 
developpabelenFläche.  Für  die  developpabele  Schrauben- 
fläche sehen  wir  aus  §  2^  9^  dass  er  weder  Inflexionstangential- 
ebene  noch  Ruckkehrerzeugende  besitzen  kann^  und  aus  der 
gleichen  Neigung  /3  aller  ihrer  Mantellinieu  gegen  die  Normal- 
schuittebene  des  Schraubency linders  erhellt  sofort,  dass  er  ein 
Rotationskegel  von  verticaler  Axe  ist,  mit  dem  Winkel  (90®  —  jS) 
als  halben  Winkel  an  der  Spitze;  seine  zweiten  Umrisse  sind 
also  den  Inflexionstangenten  der  Verticalprojection  der  Schrauben- 
linie in  der  descriptiv-geometrischen  Darstellung  Fig.  38  f.  parallel. 

Mit  Hilfe  dieses  Kegels  lost  man  folgende  Aufgaben: 

a)  Man  construiert  die  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  du  roh  einen  Punkt /'im  Räume  (Fig.  42) 
—  indem  man  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  des 
Parallelkegels  aus  P  zum  Richtungskegel  mit  der  developpabeln 
Schraubenfläche  bestimmt;  ihre  ersten  Spuren  sind  diejenigen 
gemeinsamen  Tangenten  der  kreisförmigen  ersten  Spur  des 
Kegels  und  der  der  Schraubenfläche,  für  welche  diese  Curven 
auf  derselben  Seite  liegen.  Die  zugehörigen  Erzeugenden 
f  j ,  ^2  ^^^  developpabeln  Fläche  und  die  entsprechenden  Punkte 
der  Schraubenlinie  sind  damit  bestimmt. 
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Ist  P  das  ProjectioDscentruni;  so  ist  eine  durch  P  gehende 
Schmiegungsebene  der  Schraubenlinie,  weil  sie  zwei  aufeinan- 
der folgende  Tangenten  derselben  enthält,  eine  stationäre  Tan- 
gentialebene ihres  projicierenden  Kegels,  die  Spur  derselben 
in  der  Bildebene  also  eine  Inflexionstangente  ihres  Bildes. 
(Vgl.  §  13;  13  f.)  Diese  Inflexioustaugenten  sind  offenbar  zu« 
gleich  Umrisslinien  des  Bildes  der  entwickelbaren 
Fläche  der  Schraubenlinie  (siehe  die  axouometrische  Dar- 
stellung auf  Tafel  I);  sie  sind  nicht  nothw^ndig  vorhanden, 
und  zwar  in  Parallelprojection  nicht,  weil  nicht  mit  jeder  Rich- 
tung Tangentialebenen  an  einen  gegebenen  Kegel  gehen;  bei 

Fig.  42. 


centraler  Projection  aber  werden  die  verschiedenen  Gänge  das 
eine  und  das  andere  Yerhalteu  zeigen,  nämlich  die  dem  Äuge 
nächsten  können  Umrisse  also  Inflexionen  haben,  indess  bei 
den  vom  Auge  entfernteren  Doppelpunkte  auftreten. 

Ist  P  ein  leuchtender  Punkt,  so  hat  die  developpable  Fläche 
im  ersten  Falle  eine  Schattengrenze,  die  Mautellinien  der  durch 
P  gehenden  Schmiegungsebenen ,  welche  beleuchtete  von  un- 
beleuchteten Theilen  derselben  trennen;  andernfalls  besässe  sie 
eine  solche  Grenze  nicht,  was  offenbar  für  diejenigen  Flächen- 
theile  gelten  wird,  die  vom  Punkte  P  aus  betrachtet  concav 
erscheinen;  die  gewonnene  Anschauung  von  der  Zerschneidung 
des  Gesammtraumes  in  Schraubenrohren  legt  klar,  dass  für  ein 
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P  im  endlichen  Räume  immer  beides  für  verschiedene  Gänge 
stattfinden  muss;  für  ein  unendlich  fernes  P  formulieren  wir 
die  Lösung  speciell  in  der  folgenden  Frage. 

b)  Man  construiert  die  zu  einer  Geraden^  paral- 
lelen Schmiegungsebenen^  indem  man  diejenigen  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Schraubenfiäche  bestimmt,  welche 
zu  den  Tangentialebenen  des  Richtungskegels  parallel  sind, 
die  die  Richtung  der  Geraden  g  enthalten.  (§  3;  e.  10  f.)  Yergl. 
unter  den  Beispielen. 

c)  Man  construiert  die  zu  einer  Ebene  paral- 
lelen Tangenten  der  Schraubenlinie  —  indem  man  die- 
jenigen Erzeugenden  des  Richtungskegels  aufsucht,  welche  der 
Parallelen  dieser  Ebene  durch  seine  Spitze  angehören;  die  ge- 
suchten Geraden  sind  die  zu  ihnen  parallelen  Erzeugenden  der 
developpabeln  Schraubenfläche. 

Selbstverständlich  kann  der  Richtungskegel  einer  deve- 
loppabeln Fläche  als  Bestimmungsstück  derselben  dienen. 
Aus  einer  auf  ihr  gelegenen  Curve  und  aus  ihrem  Richtungs- 
kegel ist  eine  Fläche  bestimmt  —  denn  dieser  giebt  ihren  un- 
endlich fernen  Querschnitt;  man  wird  ihre  Gonstruction  nach 
§  13,  4  discutieren.  Ist  der  Richtungskegel  ein  Rotations- 
kegel; so  entsteht  die  Developpable  gleichen  Fallens 
gegen  die  zu  seiner  Axe  normalen  Ebenen^  welche  durch  die  ge- 
gebene Curve  geht.    (Vergl.  §  13,  i.) 

1)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  einer  gegebe- 
nen Schraubenlinie,  welche  der  Halbierungsaxe  ]^  parallel  sind. 
(Yergl.  I,  §  46,  4.)  Sie  liefern  die  Inflexionsstellen  für  die 
isometrische  Projection  der  Schraubenlinie,  beim  Parallelismus  ihrer 
Axe  mit  der  Coordinatenaxe  z. 

2)  Man  construiere  die  zur  Ebene  H«'  parallelen  Tangenten  einer 
gegebenen  Schraubenlinie,  d.  h.  diejenigen^  deren  erste  und  zweite 
Projectionen  zu  einander  parallel  sind. 

3)  Man  construiere  diejenigen  Tangenten  einer  Schraubenlinie 
mit  zu  OZ  paralleler  Axe,  welche  zur  zweiten  Projeciionsebene  unter 
30®  geneigt  sind  und  erörtere  die  Bedingung  ihrer  Existenz. 

4)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  der  Schrauben- 
linie, welche  zu  einer  gegebenen  Ebene  normal  sind,  indem  man 
die  Tangentialebenen  des  Bichtungskegels  durch  die  von  seinem 
Mittelpunkte  ausgehende  Normale  dieser  Ebene  bestimmt  (als  ihre 
Parallelen). 

5)  Wenn  ein  Punkt  der  Baumcurve  als  Scheitel  für  den  Bich- 
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tungskegel  ihrer  Developpabeln  genommen  wird,  so  berührt  diese 
den  Kegel  l&ngs  einer  Erzeugenden  nach  der  zweiten  Ordnung, 
d.  h.  die  Spur  der  Developpabeln  und  des  Kegels  in  jeder  die 
Spitze  nicht  enthaltenden  Ebene  berühren  sich  dreipunktig  oder 
osculieren  sich  im  Durchstosspunkt  jener  Erzeugenden. 

6)  Wie  würde  man  für  zwei  developpable  Flächen  im  Allge- 
meinen die  Gruppen  paralleler  Schmiegungsebenen,  respective  paral- 
leler Erzeugenden  bestimmen? 

Man  bildet  für  den  nämlichen  Punkt  des  Baumes  als  Mittel- 
punkt den  Richtungskegel  der  ersten  und  den  der  zweiten  deve- 
loppabeln Fläche,  graphisch  natürlich  durch  Angabe  ihrer  Spuren  in 
der  Zeichnungsebene;  parallel  ihren  gemeinsamen  Mantellinien  sind 
die  parallelen  Erzeugenden  und  parallel  ihren  gemeinsamen  Tangen- 
tialebenen die  parallelen  Schmiegungsebenen  beider  Developpabeln. 

7)  Wenn  das  Bild  der  Schraubenlinie  in  axonometrischer  Pro- 
jection  Inflexionstangenten  hat,  so  sind  dieselben  nicht  nur  Tangen- 
ten ihrer  Spurevolvente  und  Doppeltangenten  der  axonometrischen 
Bilder  ihrer  Doppelcurven  (§  13,  13  f.),  sondern  auch  Tangenten 
jedes  anderen  ebenen  Querschnittes  der  Fläche.  Sie  sind  parallel 
den  Umrisskanten  des  Richtungskegels  (siehe  Tafel  II)  und  ihre  Be- 
rührungspunkte mit  der  Doppelcurve  D  liegen  in  derselben  Verti- 
calen  mit  demjenigen  Punkte  ihres  Grundkreises  K^-^  welchen  die 
dem  Berührungspunkt  an  der  Evolvente  und  der  Cylinderseite  des 
Inflexionspunktes  entsprechende  Tangente  des  Kreises  K  enthält. 
(Siehe  Tafel  I.) 

8)  Man  erläutere  die  Aufgaben  a);  b)  als  die  Aufgabe  der  Be- 
stimmung der  Schlagschattengrenzen  der  developpabeln  Schrauben- 
fläche. 

9)  Die  Beleuchtungs Verhältnisse  der  developpabeln  Schrauben- 
fläche d.  h.  die  Lichtvertheilung  auf  ihr  für  parallele  Lichtstrahlen 
sind  durch  die  des  geraden  Kreiskegels  völlig  bestimmt^  der  ihr 
Bichtungskegel  ist;  ebenso  die  jeder  developpablen  Fläche  durch 
die  ihres  Richtungskegels. 

10)  Man  soll  die  Inflexions-Punkte  und  -Tangenten  in  der  Ortho- 
gonalprojection  einer  Schraubenlinie  bestimmen,  wenn  wie  in  §  13, 12 
die  Axe  derselben  schräg  zur  Projectionsebene  liegt.  Weil  sie  die 
Punkte  der  Schraubenlinie  sind^  deren  Schmiegungsebenen  die  Rich- 
tung der  projicierenden  Linien  p  enthalten,  so  hat  man  in  den  a.  a.  0. 
erörterten  beiden  Transformationen  diese  Richtung  also  etwa  die 
projicierende  Linie  AB  (Fig. 41)  des  Anfangspunktes  A  mitzunehmen 
—  so  dass  also  B  der  Fusspunkt  der  Normale  von  A  auf  die  Pro- 
jectionsebene ist  So  erhält  man  ^A"  ^B"  und  ^Ä  ^ß ,  Man  zeichnet 
nun  über  dem  Grundkreis  ^K'  den  Richtungskegel  der  Schrauben- 
linie, zieht  durch  seine  Spitze  die  Parallele  p*  zu  {^^Ä\B'\  ^A\B'^ 
und  bestimmt  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen  des  Kegels 
und  ihre  Berührungserzeugenden,   sodann   die  zu   ihnen  parallelen 
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Tangentialebenen  IDE  und  JPG  (diese  ist  in  der  Figur)  und  Be- 
lührungsmantellinien  1 D,  JF  der  developpabeln  Schraubenfläcbe  und 
die  entsprechenden  Punkte  /,  /  der  Schraubenlinie,  um  die  beiden 
letzteren  durch  j/',  j/',  /'  etc.  und  ^D\  ,/?",  D'  oder  2^'>  i^",  F' 
in  die  ursprüngliche  Frojection  zurück  zu  transformieren:  Die  Trans- 
formierten sind  die  Inflexionspunkte  l'y  J'  und  Tangenten  V  D\  J' F' 
der  betrachteten  Frojection  der  Schraubenlinie;  denn  dass  die  Rück- 
transformation der  Berührungsmantellinien  durch  die  ihres  Fuss- 
punktes  in  der  Spurevolvente  ^A'  ^C  .^D  ^F'  und  die  ihres  Be- 
rührungspunktes an  der  Schraubenlinie  erfolgen  muss,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung;  nur  dass  die  Inflexionstangenten  in  B'  resp.  F' 
die  Spurevolvente  berühren;  sei  erinnert,  woraus  erhellt,  dass  auch 
mittelst  ^E\E"  in  E'  auf  d  ein  Punkt  der  Inflexionstangente  in 
V  gefunden  wird. 

Da  nun  durch  p*  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  zusammen- 
fallende oder  zwei  nicht  reelle  Tangentialebenen  an  den  Richtungs- 
kegel gehen,  jenachdem  diese  Gerade  ausserhalb,  auf  oder  inner- 
halb demselben  liegt;  so  folgt,  dass  die  Orthogonalprojection  eines 
Ganges  im  Allgemeinen  zwei  Inflexionsstellen  darbietet;  die  jedoch 
—  wie  wir  gesehen  haben  —  zur  Spitze  zusammenrücken  können, 
wenn  die  Richtung  der  Projicierenden  die  einer  Mantellinie  des 
Richtungskegels  oder  der  Tangentenfläche  ist.  Diess  gilt  auch  für 
Centralprojection  —  die  Centralprojection  der  Schraubenlinie  bat 
eine  Spitze,  wenn  das  Centrum  auf  einer  ihrer  Tangenten  liegt,  im 
Bilde  des  Berührungspunktes  derselben. 

11)  Man  stelle  eine  Schraubenlinie  azonometrisch  so  dar,  dass 
die  beiden  Inflexionen  eines  Ganges  sich  in  einen  stationären  Punkt 
vereinigen  und  zeige,  dass  die  entsprechende  Tangente  dem  zur  Rich- 
tung der  Axe  z  conjugierten  Durchmesser  der  Grundkreis-Ellipse 
parallel  ist ,  und  dass  der  stationäre  Punkt  und  seine  Tangente  Be- 
rührungspunkt und  gemeinsame  Tangente  für  die  Bilder  zweier  Aeste 
jeder  Doppelcurve  sind. 

12)  Von  zwei  Schraubenlinien  sind  die  Axen  respective  parallel 
zu  z  und  ^;  dazu  sind  die  Grundkreisradien  und  Ganghöhen  sowie 
der  Anfangspunkt  der  einen  gegeben;  man  soll  den  Anfangspunkt 
der  andern  und  di«  Lage  des  projicierenden  Strahls  (oder  des  Son- 
nenstrahls) so  bestimmen,  dass  die  Bilder  (oder  Schlagschatten) 
beider  Curven  auf  die  Ebene  xy  oder  xz  m  einem  geraeinsamen 
Punkte  Inflexion  nach  derselben  Tangente  haben.  Unter  welcher 
Bedingung  ist  die  Lösung  möglich? 

13)  Wenn  von  einer  Schraubenlinie  der  Anfangspunkt  A^  der 
Winkel  ^  und  der  Radius  r  gegeben  ist,  so  soll  man  die  (vier) 
Lagen  der  Axe  a  bestimmen,  für  welche  beide  Projectionen  der 
Schraubenlinie  Spitzen  haben.  Dieselben  und  ihre  Tangenten  sind 
zu  construieren. 

Von  den  Axen  liegen  zwei  parallel  zu  H^;,  die  zwei  anderen 
parallel  zu  H^'. 
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14)  Die  Centralprojection  einer  Schraubenlinie  erhält  zwei 
Spitzen  für  jedes  Auge,  das  in  einer  ihrer  Doppelcurven  liegt. 

15)  Man  löse  die  Aufgaben  1—3  für  eine  beliebige  durch  Pro- 
jection  bestimmte  Raumcurve  und  prüfe  die  Uebertragbarkeit  der 
Resultate  anderer  Beispiele  wie  7)  auf  dieselbe. 

15.  Einen  ebenen  Querschnitt  der  developpabeln 
Schraubenflache  construiert  man  als  den  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte der  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  als  die 
Enveloppe  der  Durchschnittslinien  der  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  mit  der  Schnittebene.  Man  darf  für  diese  Con- 
struction  die  zweite  Projectionsebene  —  parallel  zur  Schrauben- 
axe  —  speciell  so  gewählt  voraussetzen,  dass  sie  zur  Schnitt- 
ebene normal  ist,  dass  also  die  zweite  Projection  der  Schnitt- 
curve  in  ihre  zweite  Spur  fällt.  Dann  hat  man  die  zweiten 
Projectionen  P"  der  Punkte  der  Schnittcurve  direct  in  dieser 
Spur  auf  denen  der  bezüglichen  Tangenten  der  Schraubenlinien 
und  erhält  aus  ihnen  die  ersten  V  in  den  ersten  Projectionen 
dieser  letzteren;  und  man  findet  die  ersten  Durchstosspunkte 
der  zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  der  ersten  Spur 
der  Schnittebene  und  den  ersten  Spuren  der  jenen  Tangenten 
entsprechenden  Schmiegungsebenen  oder  den  bezüglichen  Tan- 
genten der  Kreisevolvente.  (Tafel  II.)  Wenn  dabei  der  Be- 
rührungspunkt der  Schraubenlinie  mit  der  Tangente,  wie  0  in 
der  Figur,  ein  Punkt  des  zweiten  Ganges  ist,  so  wird  man  die 
Spnrevolventen  E'  und  B*  vom  Anfangspunkt  und  Endpunkt 
des  ersten  Ganges  auf  den  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des 
zweiten  übertragen  und  man  hat  nun  auch  die  Horizontalspur 
der  Schnittebene  durch  ihre  Spurparallele  in  der  Höhe  vom  An- 
fang oder  Ende  des  zweiten  Ganges  zu  ersetzen,  um  den  Durch- 
stosspunkt  ()|  resp.  Q^  der  Tangente  der  Querschnittscurve  zu 
bestimmen. 

Specielles  Verfahren  erfordert  nur  die  Bestimmung  der- 
jenigen Punkte  der  Schnittcurve,  die  in  den  zur  Projections- 
axe  normalen  Tangenten  der  Curve  liegen;  in  der  Tafel  II 
ist  der  Punkt  E  ein  solcher,  dem  untern  Gang  entsprechend. 
Man  hat  E"  {£)  gleich  EqE',  wenn  {E)  den  Schnittpunkt  der 
durch  E''  gehenden  Horizontalen  mit  der  Inflexionstangente  der 
Verticalprojection  der  Schraubenlinie  im  Anfangspunkt  be- 
zeichnet. 
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Die  Schnittcurye  besitzt  a)  nneudliche  Aeste,  entspre- 
chend denjenigen  Tangenten  u^ ,  ti,  (Tafel  II)  der  Schrauben- 
linie, welche  der  Schnittebene  parallel  sind;  und  die  Durch- 
schnittslinien der  Schnittebene  mit  den  zu  diesen  Tangenten 
gehörigen  Schmiegungsebenen  der  Schraubenlinie  sind  die  ent- 
sprechenden Asymptoten  a^^  a^f  ...  der  Schnittcurve. 
Legt  man  durch  die  Spitze  M  des  über  dem  Spurkreis  des  Schrau- 
bencylinders  K'  gebildeten  Richtungskegels  eine  zur  Schnitt- 
ebene parallele  Ebene,  so  schneidet  diese  aus  ihm  die  Erzeugen- 
den MU^f  Mü^  aus  9  welche  den  fraglichen  Tangenten  der 
Schraubenlinie  parallel  sind  (§  14;  c);  schneidet  diese  Ebene  den 
besagten  Kegel  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  so  hat  die  Schnitt- 
curve keine  unendlichen  Aeste;  berührt  sie  denselben  längs 
einer  Erzeugenden,  so  entspricht  der  Richtung  dieser  Erzeugen- 
den ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Schnittcurve  mit  einer  un- 
endlich fernen  Tangente,  d.  h.  die  Schnittcurve  hat  einen  pa- 
rabolischen Ast  (§  5,  12).  Alles  diess  wiederholt  sich  für  jeden 
Umgang  der  Schraubenlinie  und  ihrer  Developpabeln.  (Siehe 
in  Tafel  11  die  Asymptoten  ^3,  «4,  a^^  a^  der  beiden  folgenden 
Gänge.) 

Die  Schnittcurve  ist  b)  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  für  jeden  Gang  eine  geodätische  Linie  der 
developpabeln  Schraubenfläche,  nämlich  nach  §  11  in 
denjenigen  Punkten,  wo  die  Schnittebene  zur  zugehörigen 
Tangentialebene  der  Fläche  normal  ist.  Die  zur  Schnittebene 
normalen  oder  durch  ihre  Normale  MN  gehenden  Tangential- 
ebenen des  Richtungskegels  geben  daher  die  Stellungen  dieser 
letzteren  Tangentialebenen  und  damit  auf  den  entsprechenden 
Tangenten  der  Schraubenfläche  die  bezeichneten  Punkte.  In  Tafel 
II  sind  solche  Punkte  nicht  vorhanden,  weil  die  Normale  der 
Schnittebene  aus  der  Spitze  in  das  Innere  der  Eegelfiäche  fallt. 

Die  Schnittcurve  hat  c)  Doppelpunkte />  mit  reellen  und 
verschiedenen  Tangenten  in  den  Punkten,  wo  die  Schnittebene 
denjenigen  Schraubenlinien  begegnet,  die  wir  in  §  13  als  den 
Selbstdurchschnitt  der  Fläche  bildend  erkannt  haben,  weil  sie  in 
ihnen  je  zwei  nicht  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schrau- 
benlinie begegnet;  die  zweiten  Projectionen  der  Doppelpunkte 
liegen  in  der  zweiten  Spur  der  Schnittebene  und  den  zweiten 
Projectionen   jener    conaxialen   Schraubenlinien   von    gleicher 
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Ganghohe.  Die  Figur  enthält  zwei  dieser  Doppelpunkte  D^ ,  D^ 
aus  der  ersten  Doppelcurve  D,  aber  für  den  letzteren  nur  den 
einen  Curveuast.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  die  Schnitt- 
linien der  zu  jenen  Taugenteu  gehörigen  Scbmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  mit  der  Schnittebene.   Die  Tafel  enthält  sie  nicht. 

Die  Schnittcur?e  hat  d)  Rückkehrpunkte  R^y  B2,  B2 
in  den  Durchschnittspunkten  der  Schnittebene  mit  der  ge- 
gebenen Schraubenlinie;  denn  in  jedem  dieser  Punkte  wird  sie 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie 
geschnitten,  und  die  dem  erzeugten  Doppelpunict  entsprechen- 
den Tangenten  r^  resp.  Tj  und  r^  fallen  in  der  Schnittlinie  der 
entsprechenden  einzigen  Schmiegungsehene  mit  der  Schnittebene 
zusammen.  In  der  Figur  sind  T^,  T^,  T^  die  Durchstosspunkte 
der  Rückkehrtangenten  in  der  durch  den  Anfangspunkt  des 
zweiten  Ganges  gehenden  Horizontalebene. 

Man  nennt  die  Schraubenlinie  die  Rückkehrkante  der 
zugehörigen  developpablen  Schraubenääche,  weil  jeder  Quer- 
schnitt mit  dieser  Rückkehrpunkte  hat  da  wo  er  jene  trifft;  und 
allgemein  jede  Raumcurve  die  Rückkehrkante  ihrer 
Tangentenfläche  —  weil  offenbar  auch  das  bezeichnete  Ver- 
halten ganz  allgemein  statt  findet.  Denkt  mau  statt  der  Ebene 
eine  beliebige  Fläche  und  einen  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
solchen  Rückkehrkante  in  der  Durchdringungscurve  mit  ihrer 
Tangentenfläche^  so  gilt  das  Gleiche^  weil  man  die  nächst  um 
ihn  gelegenen  Theile  der  Fläche  als  einer  Ebene  angehörig  an- 
sehen kann.    (Vergl.  Abschnitt  B^  §  75.) 

Weil  die  Schraubenlinie  weder  stationäre  Tangenten  noch 
stationäre  Scbmiegungsebenen  besitzt,  so  kann  ihr  ebener  Quer- 
schnitt nach  §  2  weder  Rückkehrpunkte  ausserhalb  der  Schrau- 
benlinie selbst  noch  Inflexionsstellen  besitzen;  er  ist  in- jedem 
seiner  Theile  nach  der  gleichen  Seite  convex. 

1)  Man  coDstruiere  in  einem  Doppelpunkt  der  ebenen  Schnitt- 
curve  der  developpabeln  Schraubenfläche  Tafel  II  die  entsprechen- 
den Tangenten  derselben. 

2)  Constmiere  den  Schnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche 
mit  einer  ihrer  Scbmiegungsebenen.  Alle  solche  Schnitte  sind  con- 
gruent  und  jeder  von  ihnen  erzeugt  durch  die  der  Schraubenlinie 
entsprechende  Schraubenbewegung  die  Developpable  wieder.  Man 
zeichne  ebenso  den  Querschnitt  mit  einer  Schmiegungsehene  der 
ersten  Doppelcurve. 
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3)  Man  besUmme  die  Schnitiebene  so,  dass  ftlr  einen  der  Dop- 
pelpunkte des  Schnittes  die  Tangenten  beider  CurrenSste  zusam- 
menfallen und  characterisiere  die  Form  der  Schnittcurve  in  der 
Nachbarschaft  dieses  Punktes. 

4)  Wenn  die  Schnittebene  durch  eine  Tangente  der  Doppelcurve 
der  developpabeln  Seh raubenfl Sehe  hindurchgeht,  so  hat  die  Schnitt- 
curye  eine  Doppeltangente  mit  zusammenfallenden  Berührungspunk- 
ten oder  einen  Berührungsknoten. 

5)  Man  construiere  den  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  zwei  gegebene  Punkte  der  Schraubenlinie 
enthält  und  in  einem  derselben  eine  Gerade  von  gegebener  erster 
Projection  zur  Rückkehrtangente  hat. 

6)  Man  verzeichne  einen  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche  mit  parabolischem  Ast  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  der  Schraubenlinie. 

7)  Man  construiere  denjenigen  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  in  einem  gegebenen  Punkte  und  zum 
zweiten  mal  auf  einer  gegebenen  Erzeugenden  der  Fläche  Elemente 
geodätischer  Linien  der  Fläche  hat 

8)  Wenn  der  Schnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche  durch 
die  Axe  geht,  so  schneiden  sich  die  Schnittlinien  seiner  Ebene  mit 
den  Schmiegungsebenen  der  in  ihr  gelegenen  Punkte  der  Schrauben- 
linie in  einem  unendlich  fernen  Punkte;  bei  der  Drehung  der  Ebene 
um  die  Axe  durchläuft  dieser  Punkt  die  Stellung  ihrer  Normalebene. 
Aehnlich  für  die  zur  Axe  parallelen  Ebenen.  Diese  Eigenschaft  gilt 
für  jede  Schnittebene  und  deren  Drehung  um  eine  Grerade.  Wie 
manifestiert  sich  das  erste  in  der  Tafel  II  ?  (Wir  werden  in  Band  III^ 
wo  die  Schraubenlinie  als  Curve  im  Nullsjstcm  erscheint,  hierauf 
zurück  kommen.) 

€)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  de- 
veloppabeln Schraubenfläche,  indem  man  den  Schnitt  ihrer  zweiten 
projicierenden  Ebene  mit  derselben  benutzt. 

10)  Man  bestimme  aus  der  zweiten  Projection  eines  Punktes 
der  developpabeln  Schraubenfläche  mit  zu  ÄÖF  normaler  Axe  die 
ersten  ProjecÜonen  seiner  verschiedenen  Lagen,  indem  man  die  zu 
ÄO  y  parsdlele  Ebene  durch  jenen  Punkt  und  die  Evolvente  zu  Hilfe 
nimmt,  in  welcher  diese  die  developpable  Schraubenfläche  schneidet. 
Die  Evolvente  des  Anfangspunktes  kann  an  Stelle  derselben  dienen. 

11)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  Textentwickelungen  für 
eine  beliebige  durch  Projection  gegebene  Curve  im  Baume  und  ihre 
Tangentenfläche  und  zeige  die  Modificationen  und  Ergänzungen  auf, 
welche  sie  erfahren  müssen,  wenn  die  Curve  stationäre  Putikte, 
Tangenten  und  Schmiegungsebenen  resp.  die  aus  ihnen  durch  Com- 
bination  entstehenden  Singularitäten  besitzt.    (§  2.) 

12)  Man  führe  die  Aufgaben  1  —  7  und  9,  10  für  eine  be- 
liebige durch  Projection  bestimmte  Raumcurve  durch. 
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16.  Für  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  der  auf  ihr  gelegenen  ebenen 
Schnitte,  etc.  ergeben  sich  folgende  Resultate:  Wir  haben 
gesehen,  dass  die  Schraubenlinie  eine  Curve  von  constanter 
Krammung  ist  (§  12,  7)  und  schon  vorher  (§  2,  12)  bemerkt^ 
dass  die  Krümmungsradien  einer  Raumcurve  sich  bei  der  Ab- 
wickelung derselben  mit  ihrer  developpabeln  Fläche  nicht  ver- 
ändern können^  wie  sich  überdiess  auch  aus  dem  allgemeinen 
Satze  des  §  11  für  cos  9  =  l  ergab.  Die  Schraubenlinie 
verwandelt  sich  also  bei  der  Abwicklung  mit  ihrer 
Tangenten  fläche  in  eine  ebene  Curve  von  constantem 
Krümmungshalbmesser  q,  d.  i.  in  einen  Kreis.  Wäre 
der  Halbmesser  q  dieses  Kreises  8  nach  seiner  Beziehung  zum 
Halbmesser  r  des  Schraubencylinders  und  zur  Neigung  ß  der 
Schraubenlinie  bekannt,  so  würde  man  den  Kreis  S  verzeichnen, 
auf  seine  Peripherie  die  Länge  eines  Schraubenganges  AB  und 
beliebiger  Theile  desselben  abtragen ;  als  die  Tangenten  des 
Kreises  in  den  bezüglichen  Punkten  die  Entwickelungeu  der 
entsprechenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  oder  der  Er- 
zeugenden der  developpabeln  Fläche  erhalten;  endlich  aber  durch 
Abtragung  der  wahren  Längen  der  Erzeugenden  vom  zugehö- 
rigen Punkte  0  der  Schraubenlinie  bis  zu  einem  Punkte  P  der 
Fläche  diesen  in  der  Abwickelung  angeben  können.  Die  Wie- 
derholung dieser  Operation  würde  (vergl.  §  2)  die  Entwicklung 
der  auf  der  Fläche  gelegenen  Üurven,  also  insbesondere  die 
ihrer  ebenen  Schnitte  ergeben. 

Auch  die  Tangenten  solcher  Curven  erhält  man  durch  die 
Benutzung  der  Spur  der  developpabeln  Fläche  in  der  ersten 
Projectionsebene.  (Vergl.  §  10.)  Man  erkennt  letztere  als  die 
dem  Anfangspunkt  B  der  Schraubenlinie  auf  dem  Kreise  S  ent- 
sprechende Evolvente  E  desselben  und  insbesondere  den  Theil 
von  ihr,  welcher  dem  Bogen  des  Kreises  8  zwischen  Anfangs- 
und Endpunkt  eines  Ganges  entspricht,  als  die  Abwickelung 
eines  Umganges  der  Spur-Evolvente.  Dazu  giebt  die  Evolvente 
E*  von  entgegengesetztem  Abwickelungssinne  für  den  End- 
punkt B  des  Ganges  die  Abwickelung  der  Spur  der  Develop- 
pabeln in  der  durch  den  Endpunkt  des  Ganges  gehenden  Nor- 
malebene zur  Axe.  Dann  trägt  man  die  Tangente  i  einer  auf 
der  developpabeln  Schraubenfläche  gelegenen  Curve  im  Punkte 
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P  in  die  Abwickelung  ein ,  indem  man  den  Abschnitt  S^  Q^  be- 
stimmt (Tafel  II,  p.  90),  welchen  sie  auf  der  im  Durchstoss- 
punkt  5|  der  betreffenden  Erzeugenden  gezogenen  Tangente 
der  Spur-Evolvente  von  jenem  ab  gemessen  bestimmt,  und 
diesen  in  die  Abwickelpng  einträgt..  Es  ist  offenbar,  dass  man 


p.-^ 


Fig.  43. 


7*  \  '' 


9. 

die  ausgezeichneten  Punkte  der  Curven  auf  der  Fläche,  die  In- 
flexionen  der  Abwickelung,  die  Asymptoten  derselben,  ihre 
Doppelpunkte  nebst  den  zugehörigen  Tangenten  durch  dieselben 
einfachen  Mittel  in  der  Abwickelung  verzeichnen  kann.  In  der 
Figur  43  ist  für  die  Schraubenlinie  von  §  15  fQr  den  Gang  AB 
derselben  die  Abwickelung  des  zwischen  den  Spur-Evolventen 
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durch  A  und  B  gelegenen  Theils  verzeichnet  und  es  sind  darin 
fQr  den  dort  construierten  ebenen  Querschnitt  die  drei  Rück-' 
kehrpunkte  R^y  R^,  R^  mit  ihren  Tangenten  eingetragen;  von 
der  Curve  selbst  erscheint  der  von  R^  nach  oben  gehende  Ast 
R^PQ  und  es  ist  insbesondere  die  Eintragung  für  den  Punkt  P 
auf  der  Tangente  der  Schraubenlinie  in  0  —  mittelst  der  wahren 
Länge  OP  aus  Tafel  II  —  und  für  die  ihm  entsprechende  Tan- 
gente i  der  Schnittcurve  ersichtlich  gemacht,  mittelst  des  auf 
der  Tangente  der  Evolvente  E  in  S^  durch  sie  abgeschnittenen 
Stückes  S^0^\  ebenso  für  die  Bückkehrtangenten  durch  ihre 
Durchstosspunkte  T, ,  T^^  T^, 

Es  erübrigt  also  nur  die  dazu  erforderliche  Bestimmung 
des  Radius  q  des  Kreises  S;  auch  diese  wird  durch  die  Be- 
trachtung des  Vorganges  der  Abwickelung  erreicht.  Einem 
Gange  der  Schraubenlinie  entspricht  der  umfang  des  Grund- 
kreises 2nr  und  seine  Länge  ist  daher  (§  11)  2nr  :  cos  ß]  im 
Sector  vom  Radius  q  bestimmt  ein  Gang  daher  den  Centriwin- 
kel  vom  Bogenmass  2nr  :  q  co^  ß  und  diess  ist  auch  der  Winkel 
derjenigen  Erzeugenden  in  der  Abwickelung,  welche  dem  An- 
fangspunkt und  dem  Endpunkt  eines  Ganges  entsprechen.  Die 
Parallelen  zu  den  Erzeugenden  eines  Ganges  der  Schrauben- 
linie bilden  am  Richtuugskegel  einen  vollen  Umgang  oder  Man- 
tel und  jede  zwei  derselben  werden  bei  der  Entwickelung  seines 
Mantetls  in  eine  Ebene  denselben  Winkel  mit  einander  bilden, 
wie  die  entsprechenden  Erzeugenden  der  developpabeln  Schrau- 
benfläche ihrer  Abwickelung  —  vorausgesetzt  nur,  dass  beide 
Abwickelungen  in  demselben  Sinne  geschehen  sind.  Denken 
wir  den  Richtungskegel  über  dem  Grundkreis  des  Schrauben- 
cylinders  beschrieben,  so  ist  sein  Basisumfang  2jcr  und  die 
Länge  seiner  Erzeugenden  zwischen  Spitze  und  Basis  r  :  cos  j3, 
also  der  Centriwinkel  des  von  der  Abwickelung  seines  Mantels 
gebildeten  Sectors  im  Bogenmass  «=  2n;  cos  ß.  Man  hat  also 
nach  dem  Vorigen  die  zur  Bestimmung  von  q  führende  Gleichheit 

2  7tr 
2n  cos  ß  = ,     d.  h.  0  cos  /3  :  1  SS  r  :  cos  ß  . 

•^         ^  cos  /5  '  ^  r  r 

Wenn  man  also  im  Mittelpunkt  M  des  bezeichneten  Rich- 
tungskegels eine  Normale  zur  einen  Umrisslinie  desselben  in 
ÄOZ  errichtet,  so  begrenzen  die  letztere  selbst  und  diese 
Normale  in  der  Axe  OÄ  den  Krümmungsradius  der  Schrauben- 
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]inie.  (Vergl.  Tafel  II,  §  15.)  Darnach  sind  alle  yorher  be- 
sprochenen Gonstrnctionen  sireng  ausführbar. 

Man  hat  auch  ^  =  r  (I  +  tan  « |S)  —  r  |l  +  (g^)^}  • 

1)  Wenn  man  eine  beliebige  developpable  Fläche  in  ihre  Tan- 
gentialebene längs  einer  bestimmten  Mantellinie  oder  Erzeugenden 
abwickelt,  so  werden  alle  ihre  Erzeugenden  den  entsprechenden 
Erzeugenden  ihres  Richtungskegels  in  der  Abwickelung  seines  Man- 
tels auf  seine  zu  jener  parallele  Tangentialebene  parallel. 

2)  Der  Richtungskegel  einer  developpabeln  Schraubenflächc  an 
einem  Punkte  der  zugehörigen  Curve  als  Mittelpunkt  osculiert  die 
Fläche  längs  der  gemeinsamen  Erzeugenden. 

3)  Man  construiere  die  Abwickelung  der  developpabeln  Schrau- 
benfläche und  ihres  ebenen  Schnittes  zwischen  den  beiden  Spar- 
Evolventen  in  den  Normalebenen  zur  Schraubenaxe  durch  den  An- 
fangspunkt und  den  Endpunkt  eines  Ganges  vollständig  —  etwa 
in  Vollendung  der  Fig.  43. 

4)  Die  Schraubenlinien  von  derselben  Axe  und  Ganghöhe  auf 
der  developpabeln  Fläche  (§  13,  2)  verwandeln  sich  bei  der  Ab- 
wickelung in  Kreise,  welche  zum  Kreis  S  concentrisch  sind.  Die 
Doppelcurven  der  Fläche  (§  13)  werden  auch  zu  solchen  Kreisen 
und  diese  enthalten  die  Abwickelungen  der  Doppelpunkte  aller  auf 
der  Fläche  zu  verzeichnenden  Curven.  Sind  dieselben  Doppelpunkte 
der  Abwickelung? 

5)  Der  Halbmesser  des  Cylinders  von  derselben  Axe,  auf  wel- 
chem die  Schraubenlinie  der  Krttmmungsmittel punkte  (§  12,  8)  einer 
gegebenen  Schraubenlinie  (r,  ß}  liegt^  ist 

1  ^ cosv     .  ,^      f  ^  y 

^  cos^jS  "^  \2nr/ 

Diess  giebt  die  Relation 

6)  Bür  die  Neigung  ß*  der  Schraubenlinie  der  Krümmungs- 
mittelpunkte hat  man 

2jrr*       2fcriajrß       tau  ß  '^^ 

d.  h.  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  die  bezüglichen  Tangenten 
der  Schraubenlinie  ihrer  Krümmungsoentra  sind  normal  zu  einander. 
Die  Projectionen  beider  Schraubenlinien  auf  eine  zur  Axe  parallele 
Ebene  schneiden  sich  deshalb  rechtwinklig  in  der  Projection  der 
letzteren.  (Vergl.  Tafel  II,  §  15.) 

Für  /S  =  ^  oder  45<>  oder  r  =  --=  0,159  .  Ä  ist  die  Schrau- 
4  2  7C 

benlinie  der  Ej-Ümmungsmittelpunkte  eine  der  gegebenen  Schrauben- 
linie gleiche  Schraubenlinie ;  ftir  grössere  Neigungen  ist  r*  grösser, 


rr* 
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für  kleinere  kleiner  als  r.  Man  characterisiere  die  Abwickelung  des 
unter  45^  zur  Aze  geführten  Schnittes  einer  solchen  developpabeln 
Schraubenfläche  hinsichtlich  ihrer  Inflexionspunkte. 

7)  Alle  Schraubenlinien,  für  welche  das  Verhältnis  r  :  cos^/3 
denselben  Werth  hat,  gehen  bei  der  Abwickelung  mit  ihren  Tan- 
gentenflSchen  in  den  nämlichen  Kreis  über.  Wenn  in  den  nämlichen 
Bogen  dieses  Kreises,  also  auch  mit  denselben  Evolventen  des  An- 
fangs- und  Endpunktes?     Die  Antwort  liegt  in  der  Formel 

8)  Man  kann  aus  der  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers 
der  Schraubenlinie  eine  Formel  und  Construction  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Ellipse  im  Scheitel  der  kleinen 
Axe  ableiten.  (Vergl.  I,  §  35,  3.)  In  §  2,  11  ist  bemerkt 
worden^  dass  der  Krümmungshalbmesser  einer  Baumcurve  im  Punkte 
P  dem  Krümmungshalbmesser  ihrer  Projection  auf  die  zugehörige 
Schmiegungsebene  gleich  ist.  Eine  solche  Projection  der  Schrauben- 
linie —  durch  Parallelen  zur  Axe  OZ  —  ist  aber  die  Ellipse,  in 
welcher  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  den  Schraubencylinder 
schneidet  und  diese  hat  r  und  r  :  cos  ß  zu  ihren  Hauptaxen  b 
und  a.  Man  erhält  also  für  den  fraglichen  Krümmungshalbmesser 
den  Ausdruck  in  den  Halbaxen  der  Ellipse  a  und  b 

Q^=  a^  :  b  ^ 

nnd  begründet  daraus  die  nachstehende  Construction  Fig.  44,  a). 
Die  Figur  giebt  auch  den  Krümmungshalbmesser  für  die  Endpunkte 
der  grossen  Axe. 

Fig.  44. 


*. 


.'<"■'■ 


Da  die  Relation  g  cs^  ä^  :  b  allgemein  gilt,  wenn  a  der  con- 
jugierte  von  dem  Halbdurchmesser  des  Kegelschnitts  ist,  welcher 
nach  dem  gegebenen  Punkte  P  der  Curve  geht  und  b  die  normale 
Entfernung  des  Punktes  P  von  diesem,  so  erhält  man  die  Construc- 
tion Fig.  44,  b)  für  den  Krümmungsradius  eines  beliebigen  Punkte? 
der  Ellipse  mittelst  dieser  Durchmesser. 

Fiedler,  danteUonde  Geometrie    II.  3.  Aufl  7 
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17.  Obzwar  die  Schraubenlinie,  das  Hauptobject  der  Un> 
tersuchungen  der  vorigen  Art.,  eine  ganz  durch  einfache  Maass- 
relationen bestimmte  Curve  ist^  so  haben  wir  doch  eine  ßeihe 
von  Eigenschaften  wesentlich  hervortreten  sehen,  welche  wir 
als  projectivisch  bezeichnen  dürfen ,  weil  sie  durch  pro- 
jectivische  Umformungen  nicht  zerstört  werden,  und  welche 
nicht  nur  der  Schraubenlinie,  etc.,  sondern  allen  Curven  zu- 
kommen. Von  dieser  Art  ist  die  Existenz  der  Doppeicurve 
oder  Selbstdurchdringung  der  developpabeln  Fläche,  die  Existenz 
der  unzählig  vielen  doppeltberuhrenden  Ebenen  der  Curve  und 
der  von  ihnen  gebildeten  neuen  Developpabeln  (§  13).  Sie 
fehlen  im  Allgemeinen  keiner  Curve  und  Developpabeln.  Auch 
die  Singularitäten^  die  wir  als  stationäre  Elemente  bezeichnet 
haben  und  für  welche  die  Natürlichkeit  ihres  Vorkommens 
schon  im  §  2  entwickelt  wurde,  gehören  dazu.  Denn  dass  zwei 
gerade  Linien  sich  schneiden,  dass  drei  Punkte  in  einer  Geraden 
oder  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen  resp.  drei  Ebenen 
durch  eine  Gerade,  vier  durch  einen  Punkt  gehen ;  das  sind 
Relationen,  welche  auf  alle  zu  dem  gegebenen  centrisch  coUi- 
nearen  Systeme  der  Art  nach  unverändert  übergehen.  Ebenso 
die  Verbindungen,  in  welchen  diese  stationären  Elemeiite  mit 
der  Doppeicurve  der  Developpabeln  und  mit  der  Doppeldeve- 
loppabeln  der  Curve  stehen,  wonach  der  Punkt  der  Curve  in 
einer  stationären  Ebene  —  der  Ebene  1  2  3  4  (§  2)  —  zugleich 
(als  Schnitt  der  nicht  benachbarten  Tangenten  1 2,  3  4)  ein  Punkt 
der  Doppeicurve  ist,  nämlich  Uebergangsstelle  vom  reellen 
Schnitt  durch  die  Berührung  zur  Nichtrealität  der  zugehörigen 
Mäntel ;  und  die  Schmiegungsebene  in  einem  stationären  Punkt 
—  als  dem  Punkte  I  II  III  IV  —  zugleich  (als  Verbindungs- 
ebene von  I  II  mit  III  IV)  eine  Ebene  der  Doppeldevelop- 
pabeln  ist,  etc.;  während  eine  stationäre  Tangente  mit  der 
Curve  und  der  Doppeicurve  ihrer  Developpabeln  drei  auf 
einander  folgende  Punkte  und  mit  der  Developpabeln  und  der 
Doppeldeveloppabeln  ihrer  Curve  drei  auf  einander  folgende 
Ebenen  gemein  hat.  Wir  wollen  uns  jedoch  hier  ebenso  wenig 
auf  Weiterausführung  davon  als  auf  eine  Untersuchung  der 
centrisch  coUinearen  Formen  der  Schraubenlinie  und  ihrer 
Tangentenfläche  einlassen,  die  theoretisch  einfach,  aber  praktisch 
ohne   wesentliche   Bedeutung   ist.    Vielmehr   wollen    wir  den 
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Gegensatz  hervorheben.  Denn  an  das  Vorige  knüpfen  sich 
auch  metrische  Begriffe  und  Erklärungen,  die  für  alle 
Raumcuryen  gelten.  Ihre  £ntwickelung  giebt  uns  auch  für 
die  Metrik  der  Schraubenlinie  und  ihr  richtiges  Yerständniss 
noch  neue  Ergebnisse. 

Die  Gerade,  in  welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  der 
Schraubenlinie  für  einen  Punkt  P  derselben  liegt,  ist  eine 
Normale  der  Schraubenlinie,  insofern  sie  zu  ihrer  Tan- 
gente im  Punkte  P  normal  ist,  und  ebenso  für  jede  Curve; 
sie  ist  aber  insbesondere  diejenige  unter  den  Normalen  der 
Curve  im  Punkte  P,  welche  in  der  Schmiegungsebene  dieses 
Punktes  liegt,  und  wird  die  Hauptnormale  n  der  Curve 
in  P  genannt  (Fig.  45).  Das  Strahlenbüschel  aller  Normalen 
der  Curve  in  /^bildet  die  Normalebene  derselben  in  P^  die 
durch  P  zur  entsprechenden  Tangente  normal  geht.  Unter 
den  Strahlen  dieses  Büschels  ist  femer  derjenige  hervorzu- 
heben, der  auf  der  Schmiegungsebene  und  somit  auf  zwei  Nach- 
bartangenten der  Curve  zugleich  normal  steht  und  den  man 
die  Binormale  b  nennt.  Zwei  auf  einander  folgende  Nor- 
malebenen der  Curve  schneiden  sich  in  einer  zur  betreffenden 
Schmiegungsebene  normalen  also  zur  Binormale  parallelen 
Geraden,  die  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  M  in  der 
Schmiegungsebene  geht  und  die  Polarlinie  p  oder  Krüm- 
mungsaxe  des  Punktes  genannt  wird.  Zwei  auf  einander  fol- 
gende Polarlinien  schneideu  einander  in  dem  Durchschnitts- 
punkte K  der  drei  bei  ihrer  Erzeugung  benutzten  auf  einander 
folgenden  Normalebenen,  d.  i.  in  dem  Mittelpunkte  der  be- 
treffenden Schmiegungskugel.  Die  Polarlinien  bilden  also 
die  Erzeugenden  einer  developpabeln  Fläche,  der  Polarfläche 
oder  Fläche  der  Krümmungsaxen,  welche  von  den  Nor- 
malebenen umhüllt  wird,  und  deren  Rückkehrkante  der  Ort  der 
Mittelpunkte  K,  AT, ,  K^j  .  ,  ,  der  Schmiegungskugeln  der  Curve 
ist,  während  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zu  ihrem 
Durchschnitt  mit  der  developpabeln  Fläche  der  Curve  gehört. 
Offenbar  wird  man  daher  das  Krümmungscentrum  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Curve  bestimmen,  in  dem  man  ihre  be- 
nachbarten Elemente  orthogonal  auf  die  zugehörige  Schmie- 
gungsebene projiciert,  nämlich  als  das  Krümmungscentrum 
dieser  Projection. 
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Die  auf  einander  folgenden  Hauptnormalen  n,  n,,  nj, . . . 
liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bilden  somit  eine 
allgemeine  Regelfläclie,  d.  i.^  eine  durch  Bewegung  einer 
Geraden  erzeugbare  Fläche,  die  man  zum  Unterschied  yo^  den 
Developpabeln  als  eine  windschiefe  bezeichnet.  (Vergl.  den 
Abschnitt  von  den  windschiefen  Begelflächen.)  Dieselbe  enthält 
die  Curve  und  wird  zugleich  von  allen  ihren  Schmiegungsebenen 
berührt,  oder  jene  ist  filr  sie  eine  Curve  der  Haupttangenten. 
(Vergl.  §  49.)  Auch  die  auf  einander  folgenden  Binor- 
malen »,  2^,,  ^2«  ••  •  liegei^  iiicl^t  paarweis  in  einer  Ebene 
und  bilden  daher  eine  andere  windschiefe  Begelfläche. 

Legt  man  endlich  durch  jede  Tangente  der  Raumcurve 
die  Normalebene  zur  betreffenden  Schmiegungsebene,  oder 
durch  die  zugehörige  Binormale,  so  erzeugen  diese  auf  einander 
folgenden  Ebenen  eine  developpable  Fläche,  für  welche 
die  Curve  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Schmiegungsebene 
immer  normal  zur  betreffenden  Tangentialebene  ist,  für  welche 
die  gegebene  Curve  also  eine  geodätische  Linie  ist,  und  bei 
deren  Abwickelung  in  eine  Ebene  sie  sich  somit  in  eine  Ge- 
rade verwandeln  muss;  man  nennt  diese  Fläche  deshalb  die 
rectificierende  Developpable  der  Curve,  denn  bei  dieser 
Abwickelung  bleiben  nach  der  Bezeichnung  des  §  2  die  f 
und  OD  erhalten,  während  die  6  verschwinden. 

Wenn  eine  Tangente  der  Curve  auf  ihr  ohne  Verschiebung 
gleitet  (wie  bei  der  Bildung  der  Ereisevolvente),  so  beschreibt 
jeder  ihrer  Punkte  eine  Curve  auf  der  developpabeln  Fläche 
der  Raumcurve,  welche  man  eine  Evolvente  derselben  nennt; 
sie  ist  normal  zu  den  Curventangenten  in  den  Punkten  der- 
selben. Jeder  Punkt  in  der  Tangente  erzeugt  eine  Evolvente; 
die  Tangentenfläche  ist  der  Ort  aller  Evolventen. 
Durch  EntWickelung  gehen  dieselben  immer,  wie  in  dem  be- 
sonderen Falle  der  Schraubenlinie,  in  die  Evolventen  der  Trans- 
formierten der  Bückkehrcurve  über. 

Wenn  von  einem  Punkte  P  der  Raumcurve  (Fig.  45)  nach 
einem  Punkte  E  der  entsprechenden  Polarlinie  eine  Gerade  ge- 
zogen wird,  so  schneidet  diese  verlängert  in  einem  Punkte  E^ 
die  nächstfolgende  Polarlinie,  und  verbindet  man  E^  mit  dem 
folgenden  Punkte  P|  der  Curve  durch  eine  Gerade^  so  schneidet 
diese  die  folgende  Polarlinie  in  E2,  etc.   So  entsteht  zu  jedem 
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Punkte  E  der  Polarlinie  eines  gegebenen  Punktes  P  der  Curve 
eine  neue  Curve  auf  der  Polarfläehe,  welche  mit  der  ursprüng- 
lichen in  der  Beziehung  steht,  dass  ihre  Tangenten  als  in  den 
Normalebenen  von  jener  gelegen  zu  den  entsprechenden  Tan- 
genten derselben  normal  sind;  es  ist  also  nach  dem  Vorigen 
die  Curve  der  P^  d.  i.  die  gegebene  Curve,  Evolvente  der  neu- 
gebildeten CurvQ  der  E^  d.  h.  diese  letztere  ist  eine  Evolute 
der  gegebenen.  Jeder  Punkt  der  Polarlinie  giebt  einer  Evo- 
lute der  Curve  den  Ursprung,  die  Polarfläche  ist  der  Ort 
aller  Evoluten. 

Fi^.  45. 


^    Ä^ 


In  den  Beispielen  verbinden  wir  hiermit  den  schon  be- 
kannten Begriff  der  geodätischen  Linien  und  entwickeln  den 
der  Krümmungslinien,  Begriffe,  denen  wir  in  der  Lehre  von  den 
krummen  Oberflächen  überhaupt  wieder  begegnen  werden. 

1)  Die  Evolventen  einer  Baumcurve  haben  die  nämliche  durch 
diese  selbst  gebende  Polarfläche,  nämlich  die  rectificierende  Deve- 
loppable der  Raumcurve. 

2)  Die  Polarlinie  ist  die  Axe  des  zugehörigen  geraden  Kreis- 
kegels, welcher  über  dem  Erümmungskreise  steht;  daher  Krüm- 
mnngsaxe. 

3)  Wenn  ein  schwingender  Massenpunkt  eine  Baumcurve  be- 
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schreiben  soll,  so  muss  er  an  zwei  undehnbaren  und  vollkommen 
biegsamen  Fäden  aufgehangen  sein,  die  sich  längs  zweier  Evoluten 
Ej  E*  der  Eaumcurve  auf  ihre  Polarfläche  aufwickeln.  (Man 
denke  Figur  45  um  90^  nach  links  unten  gedreht.) 

4)  Die  Evoluten  sind  geodätische  Linien  der  develop- 
pabeln  Polarfläche  der  Curve,  d.  i.  durch  Abwickelung  mit  der- 
selben werden  sie  alle  zu  Geraden. 

5)  Die  Evolventen  einer  Eaumcurve  sind  Curven  auf  ihrer  deve- 
loppabeln  Fläche  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  der  letz- 
teren in  ihren  auf  einander  folgenden  Punkten  sich  schneiden.    Ein 

Fig.  46. 


anderes  System  von  Linien  dieser  Art  auf  der  developpabeln  Fläche 
bilden  die  geraden  Erzeugenden  derselben.  Man  bezeichnet  beide 
Systeme  von  Linien,  welche  sich  überall  rechtwinklig  durchschneiden, 
als  die  Erümmungslinien  der  developpabeln  Fläche. 
(Vergl.  die  Entwickelung  derselben  Begriffe  für  krumme  Flächen 
im  folgenden  Abschnitt.) 

6)  Die  Erümmungslinien  der  Eegelflächen  sind  die  geraden  Er- 
zeugenden derselben  und  die  Curven  der  vom  Mittelpunkt  äqui- 
distant^n  Punkte  in  diesen ;  für  die  Cylinderflächen  treten  an  Stelle 
der  letzteren  Curven  ihre  Normalschnitte. 
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7)  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Hauptnormalen  ist  pamllel  zur  entsprechenden  Erzeugen- 
den der  rectificierenden  Fläche  der  Curve.  (Vergl.  I,  §  10, 18.) 

8)  Die  Tangente  der  Curve  ist  die  Linie  des  kürzesten  Ab- 
stands  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Binormalen  derselben.  < 

9)  Die  Folarlinien  der  Schraubenlinie  (Fig.  46)  sind  die 
Tangenten  der  neuen  Schraubenlinie,  welche  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Krümmungskreise  und  Schmiegungskugeln  derselben  ist 
(§  12,7  und  16, 5  f.).  Die  rectificierende  Developpable  der  Schrauben- 
linie ist  der  Schraubencjlinder.  Die  Evolventen  der  Schraubenlinie 
sind  die  Evolventen  der  entsprechenden  Normalschnitte  dieses  Cylin- 
ders.  Die  Schraubenlinien  desselben  Cylinders  mit  demselben  An- 
fangspunkte sind  die  Evoluten  der  Grundkreisevolvente  für  diesen 
Punkt. 

10)  Die  Beziehung  der  beiden  Schraubenlinien,  von  denen  die 
zweite  den  Ort  der  Krümm nngscenü'a  der  ersten  bildet,  ist  gegen- 
seitig, die  erste  ist  auch  der  Ort  der  Krümmungscentra  der  zweiten ; 
sie  haben  die  Hauptnormalen  gemein,  die  Tangenten-  und  Evol- 
ventenfläche der  einen  ist  die  Polaren-  und  Evolutenfläche  der  andern. 

11)  Für  eine  ebene  Curve  ist  die  Tangentenfläche  und  die 
Fläche  der  Hauptnormalen  ihre  Ebene  selbst;  alle  ihre  Evolventen 
liegen  in  dieser.  Die  Polarfläche  und  die  Fläche  der  Evoluten  wird 
zu  einem  zur  Ebene  der  Curve  normalen  Cylinder  (vergl.  9);  die 
Fläche  der  Binormalen  und  die  rectificierende  Fläche  vereinigen  sich 
in  der  Cylinderfläche^  für  welche  die  Curve  der  Normalschnitt  ist. 

12)  Welches  sind  die  Besonderheiten  der  vorigen  Gebilde  ftfr 
eine  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  gelegene  Curve? 

Der  Ort  der  zugehörigen  Evoluten  ist  ein  Kegel  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  und  dieser  Mittelpunkt  ist  stets  eine 
specielle  Evolute  der  Curve. 

13)  Man  zeige,  dass  sich  jede  Baumcurve  mit  einer  gewissen 
durch  sie  gehenden  developpabeln  Fläche  in  einen  Kreis  abwickeln 
läset,  dessen  Halbmesser  q  jenseits  einer  gewissen  Grenze  willkürlich 
ist.  Man  lege  durch  eine  gegebene  Curve  eine  developpable  Fläche 
so,  dass  jene  sich  bei  der  Abwickelung  mit  dieser  in  einen  Kreis 
von  gegebenem  Radius  q'  verwandelt. 

Die  Relation  von  §  11  q'  cos  q>  =  q  bestimmt  für  jeden 
Punkt  die  Lage  der  Tangentialebene  der  developpabeln  Fläche  und 
damit  diese  selbst.  Da  q  nie  kleiner  als  ^  sein  kann,  so  bestimmt 
der  grösste  Werth  von  q  die  untere  Grenze  für  den  Radius  des 
Kreise?.  Man  sieht,  dass  die  Developpable  im  Allgemeinen  auch  so 
bestimmt  werden  kann,  dass  die  Raumcurve  in  eine  gegebene  Curve 
übergeht  —  aus  dem  Yeränderungsgesetz  für  den  Krümmungsradius 
derselben. 

14)  Wenn  in  der  Curve  drei  Nachbarpunkte  in  gerader  Linie 
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liegen;  so  entspringt  daraus  in  jeder  Abwickelung  mit  einer  durch 
sie  gehenden  Developpabeln  eine  Inflexion. 

Wie  findet  man  aber  die  übrigen  geodätischen  Stellen  der 
Curve?  Mittelst  der  Bichtungskegel  der  Developpabeln  und  der 
CurvO;  aus  den  dem  Normalenkegel  des  letzteren  angehörigen  Er- 
zeugenden des  ersteren. 

15)  Man  erörtere  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  develop- 
pable  Fläche  sich  auf  eine  andere  developpable  Fläche  abwickeln  lässt. 
Sie  geht  dahin;  dass  die  Bückkehrcurven  beider  durch  die  Ent- 
Wickelung  der  Flächen  dieselbe  Transformierte  liefern  müssen^  und 
ist  daher  bei  Eegelflächen  stets  erfüllt. 

16)  Wenn  eine  Kegelfläche  auf  eine  mit  ihr  concentrische  andere 
Eegelfläche  abgewickelt  wird;  so  beschreibt  ein  mit  ihr  fest  ver- 
bundener Punkt  eine  (sphärische)  Raumcurve,  deren  Construction 
erörtert  werden  soll ;  besonders  in  dem  Specialfall  gerader  Exeiskegel. 

17)  Man  erläutere  die  Construction  der  Cycloiden  durch  die 
Abwickelung  des  geraden  Ereiscylinders  auf  die  Ebene  oder  auf  einen 
andern  geraden  Kreiscjlinder. 

18)  Man  erkläre  die  Entstehung  der  Evolventen  ebener  Curven, 
insbesondere  der  Kreisevolvente  nach  dem  Vorhergehenden. 

18.  Zu  weiteren  Untersuchungen  über  die  Baumcurven 
veranlasst  die  Betrachtung  der  Durchschnitts-  oder  Durch- 
dringungs-Curven  von  zwei  Kegel-  oder  Cylinder- 
Flächen;  insbesondere  die  der  Durchdringungen  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  welche  zumeist  begegnen. 

Die  Construction  der  Durchschnittscurve  von  irgend  zwei 
durch  die  Spitzen  M^  M"^  und  die  respectiven  ebenen  Leit- 
curven  L,  L*  gegebeneu  Kegelflächen  ergiebt  als  erste  Haupt- 
momente die  Construction  ihrer  Punkte ;  Tangenten,  insbe- 
sondere ihrer  unendlich  fernen  Punkte  und  Asymptoten.  Jede 
Ebene,  welche  die  Spitzen  My  M'^  beider  Kegelflächen  ent- 
hält, schneidet  beide  in  Erzeugenden,  und  die  zur  nämlichen 
Ebene  gehörenden  Erzeugenden  der  einen  und  der  andern 
Kegelfläche  schneiden  einander  in  Punkten  der  Durchdrin- 
gungscurve;  die  beiden  Tangentialebenen  der  Kegelflächen, 
welche  dieselben  in  den  Erzeugenden  eines  Punktes  der  Durch- 
dringungscurve  berühren,  schneiden  einander  in  der  entsprech- 
enden Tangente  der  letzteren.  Bezeichnet  man  also 'durch 
Dy  D*  die  Schnittpunkte  der  Geraden  MM*  mit  den  Ebenen  der 
Leitcurven  L,  L*  respective;  durch  d  die  Schnittlinie  dieser 
letzteren   und  durch  D^   den    Punkt  derselben,  welchen  eine 
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Ebene  des  Hilfsebenenbüscbels  —  also  MM*D^  —  enthält^  so 
sind  D^D  und  2>|2>*  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebene  mit 
den  Leitcuryenebenen,  und  die  Schnittpunkte  ^,,  ^j ,  .  .  .;  A^^ 
B^j  .  .  .  welche  diese  mit  den  respectiven  Leitcurven  L,  L* 
bestimmen  y  liefern  mit  M,  M*  verbunden  die  Erzeugenden 
beider  Kegelflächen^  welche  in  dieser  Hilfsebene  liegen.  (Vergl. 
in  I;  §  56  die  ganz  analoge  Ausführung  der  Durchdringung 
zwischen  zwei  Pyramiden.)  Die  Durchdringung  ist  im  Allge- 
meinen eine  doppeltgekrümmte  oder  Baum-Curve.  Ist 
P  ein  Durchschnittspunkt  von  zwei  solchen  Erzeugenden,  die 
in  A^  und  B^  ihre  Leitcurven  schneiden  ^  so  bestimmen  die 
Tangenten  von  L,  L*  in  ^^^  B^  respective  mit  M,  ^*  die 
beiden  Ebenen^  deren  Durchschnittslinie  die  Tangeute  der 
Dnrchdringungscurve  in  P  ist.  Denkt  man  die  Normalen 
beider  sich  durchdringenden  Flächen  in  Tj  d.  h.  die  Perpen- 
dikel auf  ihren  zugehörigen  Tangentialebenen;  so  ist  die 
Tangente  der  Durchdringung  zugleich  die  Normale  zur  Ver- 
bindungsebene  dieser  Perpendikel.  Die  Aufeinanderfolge  dieser 
Tangenten  erzeugt  die  developpabele  Fläche  dieser 
Raumcurve. 

Nehmen  wir  die  Leitcurven  als  Spuren,  insbesondere  als 
gleichnamige  Spuren  an,  so  sind  durch  den  entsprechenden 
Durchstosspunkt  S  {S  in  Fig.  47  u.  Fig.  48)  der  Geraden  MM* 
die  gleichbenannten  Spuren  der  Ebenen  des  Hilfsebenen- 
büscbels zu  legen  und  man  erhält  in  den  Schnitten  einer 
solchen  mit  den  Spuren  der  Kegel  die  gleichnamigen  Durch- 
stosspunkte  der  zugehörigen  Erzeugenden. 

Zieht  man  dann  in  den  Durchstosspunkten  der  Erzeugen- 
den beider  Eegel^  die  sich  im  Punkte  P  der  Gurve  schneiden, 
die  Tangenten  der  betreffenden  Leitcurven,  so  geben  diese  als 
die  gleichnamigen  Spuren  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
den  Durchstosspunkt  der  entsprechenden  Tangente  und  damit 
die  Bestimmung  derselben.  (Fig.  47,  Tangenten  i  in  A^  und 
tJj,  Fig.  48  Tangente  iu  />.) 

Alles  diess  gilt  von  jeder  Art  der  Projection.    Die  Fig.  47 
selbst  kann  als  Horizontal-  oder  Yerticalprojection,  als  ortho- 
gonale oder  schiefe  Axonometrie,  als  allgemeine  Parallelpro- 
jection,  als  specielle  und  als  allgemeine  Centralprojection  an- 
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gesehen  und  durch  Hinzufügung  der  fehlenden  Data  bestimmt 
werden. 

Während  die  Spur  der  Hilfsebene  sich  um  den  Durch- 
stosspunkt  S  stetig  dreht,  rücken  die  auf  ihr  liegenden  Er- 
zeugenden auf  beiden  Kegeln  und  in  Folge  dessen  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Durchdringungscurve  in  ihren  Gruppen 
stetig  fort  und  man  sichert  durch  die  zweckmässige  Bezeich- 
nung der  Punkte  die  Ordnung  ihrer  Verbindung.  Man  wird 
(Fig.  47)  etwa  allen  Funkten  der  ersten  Hilfsebene  von  der  Spur 
h^  den  Index  1  und  die  Buchstaben  Ay  B,  C,  ß  ,  ,  ,  geben; 
bei  der  nächstfolgenden  zweiten  Hilfsebene  h^  aber  in  den 
Nachbarpunkten;  d.  i.  den  Schnittpunkten  der  den  vorigen 
benachbarten  Erzeugenden  die  gleichen  Buchstaben  mit  dem 
Index  2  anwenden;  etc.     Man   erhielte    so    die   Gruppen  von 

Nachbarpunkten  ^, ,  ^25  •  •  -5  ^1»  ^2>  •  •  •»  ^i»  ^2>  •  •  •»  ®*^- 
(Fig.  47)  und  in  gleicher  Weise  bezeichnet  die  zugehörigen 
Tangenten  in  entsprechenden  Gruppen  a^,  aj,  .  .  .;  b^y  02,  -  -  -] 
etc.,  nämlich  durch  die  Gruppen  der  Durchstosspunkte  der- 
selben in  der  Leitcurvenebene.  Immer  wenn  die  Spur  der 
Hilfsebene  in  die  Lage  einer  Tangente  einer  der  Leitcurven 
kommt;  erhält  man  die  Verbindung  von  zwei  verschiedenen 
Gruppen  der  Curvenpunkte,  respective  Curveutangenten  durch 
ihre  gemeinschaftlichen  Elemente;  die  Durchstosspunkte  der 
letxtern  in  der  Leitcurvenebene  bilden  so  gleichfalls  eine  Curve, 
die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Tangenten 
der  Durchdringungscurve  in  der  Leitcurvenebene. 
Die  Hilfsebene  oder  ihre  Spur  aus  S  beschreibt  ein  vollständiges 
Büschel  nur  dann,  wenn  jede  durch  den  Durchstosspunkt  S 
gehende  Gerade  beide  Spurcurven  schneidet;  im  Allgemeinen 
bewegt  sie  sich  zwischen  zwei  Grenzlagen  h  und  h^  (Fig. 
47  u.  48),  in  denen  sie  die  eine  der  Spuren  -  wir  denken  sie 
als  geschlossene  Gurven,  wenn  wir  diess  ohne  Ausnahme 
sagen  —  berührt  und  die  andere  noch  schneidet. 

Man  kann  den  Fall  der  Fig.  48;  wo  die  Grenzlagen  Tan- 
genten der  Spur  S  desselben  Kegels  sind;  als  eine  Durch- 
dringung des  einen  Kegels  durch  den  andern,  von  dem  Fall, 
wo  die  eine  von  ihnen  Tangente  der  Spur  des  einen,  die  andere 
Tangente  der  Spur  des  andern  ist,  als  einer  gegenseitigen 
Ein  dringung  unterscheiden.  Die  Figur  47  zeigt  den  letzteren 
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Fall,  jedoch;  wie  auch  Figur  48  den  ersteren,  nur  in  einer, 
etwa  der  ersten  Projection.  Alles  dieses  gilt  gleichmässig  für 
Central-  und  für  Parallel-Projectionen,  specielle  wie  allgemeine, 
und  so  för  Cylinder-  wie  für  Kegel-Flächen. 

Wir  drücken  ein  oben  erhaltenes  Resultat  nur  anders  aus, 
indem  wir  sagen: 

Die  Erzeugenden,  in  denen  die  besagten  Grenzlageu  der 
Hilfsebenen  den  nicht  berührten  Kegel  schneiden,  berühren  die 
Durchdringungscurve  und  in  ihren  Durchstosspunkten  berührt 

Flg.  47. 


die  Spur  ihrer  Tangentenfläche  die  Spur  dieses  Kegels;  dieses 
letzte  also  in  Fig.  47  in  C,  D  ^n  S*  und  in  den  Schnitten 
mit  h  an  S.  Wir  werden  weiterhin  auf  die  specielle  Bedeutung 
davon  zurückkommen. 

Hier  haben  wir  die  zu  den  nothwendigsten  und  darum 
ersten  graphischen  Hauptstücken  gehörige  Bestimmung  der 
unendlichen  Aeste  und  der  Asymptoten  der  Durch- 
dringung zu  erörtern.  Dabei  sind  Parallel-  und  Centralpro- 
jection  zu  unterscheiden,  insofern  bei  der  letzteren  nicht  nur 
von  den  Asymptoten  der  Gurve,  sondern  auch  von  denen  ihres 
Bildes  Rechenschaft  zu  geben  ist.  (Vergl.  §§  5,  6.) 
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Unendliche  Aeste  der  Durchdringungscurve  ent- 
springen aus  den  Paaren  paralleler  Erzeugenden  beider  Kegel- 
flächen.  Um  dieselben  zu  ermitteln;  denken  wir  durch  die 
Spitze  M  die  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  des  Kegels  M*^  und 
bestimmen  dadurch  die  gleichnamige  Spur  des  parallel  mit  sich 
selbst  nach  M  verlegten  Kegels  M*^  W^ ;  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Spur  von  M  die  Durchstosspunkte 
der  Erzeugenden  von  My  zu  welchen  parallele  Erzeugende  auf 
M^  existieren,  und  die  Paare  ihrer  Durchstosspunkte  liegen  je 

Fig.  48. 


1 


^H* 


in  der  Spur  einer  Ebene  des  Hilfsebenenbüschels.  Die  ge- 
gebene Spur  von  M*  und  die  des  Parallelkegels  aus  M  sind 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven  mit  dem  gleichnamigen 
Durchstosspunkt  der  Geraden  MM*  als  Äehnlichkeitspuukt. 
In  den  Figg.  47  u.  48  ist  in  Sp  die  Spur  des  Parallelkegels  zu  M* 
aus  M  unter  der  Voraussetzung  eingetragen  ^  dass  dieselbe  als 
Parallelprojection  resp.  Axonometrie  bestimmt  sei,  da  dann 
die  Parallelen  auch  parallele  Bilder  haben.  Das 
Aehnlichkeitsverhältniss  zwischen  S*  und  Sp  ist  dann  gleich 
SM*  \SMy  A,\l,  gleich  dem  Theilverhältniss  von  M'^M  durch 
S,  Die  Curve  Sp  der  Figur  schneidet  S  nicht;  die  Durch- 
schnittscurve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste, 
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In  den  Richtungen  der  so  bestimmten  parallelen  Er- 
zeagenden geht  die  Durchdringungscurve  in's  Unendliche  und 
zwar  immer  von  zwei  benachbarten  Gruppen  aus  auf  entgegen- 
gesetzten Mänteln  der  KegMfiächen.  Die  zugehörigen  Tan- 
genten oder  die  Asymptoten  der  Durchdringungscurve  sind  die 
Schnittlinien  der  Tangentialebenen  der  Eegel  je  in  den  Paaren 
der  parallelen  Erzeugenden.  Die  entsprechenden  Schmiegungs- 
ebenen  sind  als  asymptotische  Ebenen  der  Curve  anzusehen, 
sind  aber  gewöhnliche  Tangentialebenen  der  Tangentenfläche. 

Wird  aber  die  Disposition  der  Fig.  47  mit  S,  8*  als  Leit- 
curven,  M^  M*  (durch  Beifügung  der  Striche  M',  M*')  als 
Bildern  der  Eegelspitzen  und  S  als  Durchstosspunkt  ihrer  Ver- 
bindungslinie durch  Hinzufügung  eines  Fluchtpunktes  Q'  für 
diese  Gerade  als  Gentralprojection  —  gleichviel  ob  specielle 
oder  allgemeine  —  interpretiert,  so  modificiert  sich  die  Durch- 
führung derselben  Sache  wie  folgt:  Ist  Äj*  (Fig.  49)  der  Durch- 
stosspunkt einer  bestimmten  Mantellinie  der  Kegel  M*y  S* 
so  erhalten  wir  ihren  Fluchtpunkt  Q^*'  auf  S^*M*'  in  der  aus 
0'  gezogenen  Parallele  zu  SS^*  und  sodann  auf  SS,*  in  der 
Geraden  Q^' M'  den  Durchstosspunkt  S^p  der  entsprechenden 
d.  h.  zu  Si*0^*'  parallelen  Mantellinie  des  Parallelkegels  aus 
dem  Mittelpunkte  M.  Die  Curven  8*  und  8,  sind  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  für  den  Punkt  S  als  Aehnlichkeitspunkt  und 
nach  einem  Aehnlichkeitsverhältniss,  welches  durch  das  Doppel- 
verhaltniss  der  Strecke  M^ M'  mit  den  Theilpunkten  Sund  Q' 
ausgedrückt  wird.     Denn  man  hat  nach  der  Construction 

SS,p  :  SM'  =  OQx"^  :  Q' M\     SS^*  :  SM^'  =  (/Oi*'  •  O'M*', 
also 
SS^*  :  SS,,  =  |f^'  :|f-'  -  {S0M*'M')  =  (M*'Ill'SQ') ; 

was  in  der  That  für  ff  als  unendlich  fern  in  die  obige  Regel 
für  Parallelprojection  zurückgeht. 

Hat  man  einen  Punkt  S,  p  von  Sp  nach  dem  Vorigen  con- 
struiert,  so  erhält  man  alle  übrigen  durch  die  Äehnlichkeit 
wie  in  Fig.  47.  Schneidet  dann  8p  die  Spur  8  in  den  Punkten 
27] p y  U^p  .  .  . ;  so  liefern  die  Spuren  der  nach  ihnen  gehenden 
Hilfsebenen  SM^p^  ...  als  ihre  entsprechenden  Punkte  in  8* 
die  Punkte  £7,*,  ...  die  Schnittpunkte  der  Mantellinienpaare 
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M'ü^py  und  M*'U^*  etc.,  sind  als  ihre  gemeinsamen  Flucht- 
punkte die  Bilder  6^/,  .  .  .  der  unendlich  fernen  Punkte  der 
Durchdringung;  und  wenn  man  in  U^p  au  S  und  in  U*  an 
S*  etc.  die  Tangenten  zieht,  so'  sind  ihre  Schnittpunkte  die 
Durchstosspunkte  der  zugehörigen  Tangenten  d.  h.  der  Asym- 
ptoten der  Durchdringung. 

Hätte  man  die  Eegel  durch  die  Verbindungslinie  SQ'  ihrer 
Mittelpunkte  M%  üf*'  und  ihre  Fluchtlinien  Q'  und  Q*'  statt 
ihrer  Spuren  bestimmt^  so  waren  die  Durchschnittspunkte  dieser 
beiden  Curven  direct  die  Bilder  der  unendlich  fernen  Punkte 
der  Durchdringung  und  man  fönde  die  Durchstosspunkte  der 
zugehörigen  Asymptoten  oder  Tangenten  als  Schnitte  der 
Spuren  der  Tangentialebenen  der  Eegel  nach  den  zugehörigen 
parallelen  Erzeugenden. 

Man  hat  aber  femer  die  unendlichen  Aeste  des 
Bildes  der  Durchdringung  und  die  zugehörigen  Asymp- 
toten desselben  zu  construieren. 

Es  sind  also  zuerst  die  Richtungen  zu  bestimmen,  in  denen 
das  Bild  der  Durchdringungscurve  in's  Unendliche  geht.  Ihre 
Zahl  und  Lage  bestimmt  sich  durch  die  Zahl  und  Lage  der 
Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Verschwindungs- 
ebene,  d.  h.  der  Punkte,  welche  die  Spuren  der  Kegelflächen 
in  der  Verschwindungsebene  mit  einander  gemein  haben.  Sie 
kann  daher  z.  B.  im  Falle  kreisförmiger  Spuren  nur  zwei  sein. 

Die  Angabe  dieser  Spuren  kann  nach  I,  §  3,  6  ver- 
treten werden  durch  die  Curven  der  Fusspunkte  der  Nor- 
malen zur  Tafel;  welche  von  ihren  Punkten  ausgehen.  Die  so 
erhaltenen  Curven  sind  den  respectiven  Spuren  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  für  den  Durchstosspunkt  der  Tafelnormale  aus 
der  Eegelspitze  als  Aehnlichkeitscentrum  und  für  das  Yer- 
hältniss  der  Distanz  zur  Länge  jener  Normale  als  Verjüngungs* 
verhältniss. 

Man  bestimmt  aber  die  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten 
des  Bildes  noch  kürzer  (vergl.  §  6)  und  als  unabhängig  von 
Distanz  und  Hauptpunkt  auch  besser,  indem  man  diejenigen 
Hilfsebenen  benutzt,  welche  die  dem  Eegel  MS  mit  dem  von 
M  nach  der  Schnittcurve  V*  der  Verschwindungsebene  mit  dem 
Eegel  M*Q*  gehenden  Eegel  gemeinsamen  Erzeugenden  ent- 
halten.    Man  erhält  (Fig.  49)  für  die  Mantellinie  Ä,*(>,*'  des 
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Kegels  M*y  8*  die  zugehörige  d.  h.  ihren  Verschwindungspunkt 
enthaltende  Gerade  aus  M^  indem  man  die  Parallele  durch  M' 
zu  ihrem  Bilde  S^Q^*  zieht  und  sie  durch  die  Parallelen  SS^ 

im    Durchstosspunkt   Sx^ 
F*»-'»'  und    jp'ö,*'   im   Flucht- 

punkt öi'i,  begrenzt.  Der 
Ort  der  Su  ist  die 
Spur  und  der  Ort  von 
Q(^  die  Fluchtlinie  des 
bezeichneten  Kegels.  Die 
Spur  des  Kegels  MV*  ist 
zu  S*  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  für  S  als  Aehn- 
lichkeitspunkt  und  für  SM*' :  SM'  als  Verjüngungsverhältniss; 
die  Fluchtcurve  desselben  Kegels  Q^  ist  ebenso  einfach  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  zu  £)*'  für  0  als  Aehnlichkeitspunkt  und 
Cf  M*'  :  (f  M'  als  Verjüngungsverhältniss.  Man  sieht,  dass  für 
Parallelprojection  die  erste  in  Sp  übergeht;  während  die  zweite 
wegfallt. 

Die  Schnitte  von  S«  mit  S  sind  die  Durchstosspunkte  von 
Erzeugenden  des  Kegels  ^S,  zu  denen  solche  vom  nämlichen 
Verschwindungspunkt  auf  M*S*  existieren,  und  die  zugehörigen 
Tangentialebenen  beider  Kegel  liefern  als  ihre  Schnittlinien 
die  zugehörigen  Asymptoten. 

Natürlich  kann  die  durch  Projection  bestimmte  Durch- 
dringungscurve  zweier  Kegel  auf  unzählig  viele  Arten  und 
insbesondere  mit  jedem  dieser  Kegel  und  überdiess  mit  ihrer 
eigenen  Tangentenfiäche  abgewickelt,  also  in  eine  Ebene  aus- 
gebreitet werden;  es  geschieht  nach  dem  früher  angegebenen 
Verfahren.  Da  bei  der  Abwickelung  mit  der  Tangentenfläche 
die  Krümmungsradien  ungeändert  bleiben,  so  zeigt  die  Trans- 
formierte der  Curve  in  dieser  Abwickelung  Inflexionen  nur  an 
den  Stellen,  wo  diese  selbst  eine  stationäre  Tangente  besitzt  — 
was  bei  der  Durchdringung  von  Kegeln  zweiten  Grades  nicht 
vorkommen  kann.  Für  die  Inflexionen  in  der  Abwickelung 
mit  einem  der  sich  durchdringenden  Kegel  benutzt  man  den 
Richtungskegel  der  Tangentenfläche  der  Curve  und  den  zu 
jenem  gehörigen  Normalenkegel.    (Vergl.  unten  Beisp.  13.) 

1)  Man  zeige  die  Constmction  der  Punkte,  Tangenten  und  ins- 
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besondere  Asymptoten  der  Durchdringungscarve  von  zwei  Kegeln 
für  gegebene  Spitzen  M^  M*  und  die  Leitcurven  S,  S"*  in  ver- 
schiedenen Ebenen  von  der  Schnittlinie  d  und  den  Durchschnitts- 
punkten /?,  Z>*  mit  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  MM*.  (Vergl. 
I,  p.  309.) 

2)  Man  construiere  in  einem  Punkte  P  der  Durchdringungs- 
curve  von  zwei  Kegelflächen  die  entsprechende  Schmiegungsebene  — 
nach  §  2,  4. 

3)  Man  gebe  die  Bedeutung  der  besonderen  Hilfsebenen,  deren 
Spuren  durch  die  Punkte  ^4*,  B*^  .  .  .  jP,  G  gehen,  für  die  Durch- 
dringungscurven  an,  welche  in  den  Figg.  49  u.  50  construiert  sind. 

4)  Man  erläutere  das  besondere  Verhalten  der  durch  das  Pro- 
jectionscentrum  gehenden  Hilfsebene  in  Bezug  auf  die  Construction 
der  bezüglichen  Punkte  und  Tangenten  der  Schnittcurve  —  in  beiden 
Projectionsarten . 

5)  Es  ist  die  Durchdringung  zweier  Kegel  oder  eines  Kegels 
und  eines  Cjlinders  zu  construieren ,  wenn  die  Spitze  des  einen 
Kegels  in  der  Verschwindungsebene  Hegt  unendliche  Aeste  des 
Bildes  sind  im  Allgemeinen  nicht  vorhanden. 

6)  Das  Aehnlichkeitsverhältniss  zwischen  S  und  Bp  ist  nach 
dem  Texte  auch  gleich  y*  i  y  y  dem  Verhältniss  der  Tafelabstände 
beider  Kegelspitzen  M*  und  M  (vergl.  I,  §  22,  c),  wie  direct 
evident  ist.  Endlich  ist  auch  das  Aehnlichkeitsverhältniss  der  für 
Q'  als  Centrum  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  Bp  und 
89  gleich  Q' M*'  i  Q' M\  dem  Theil verhältniss  von  Q'  in  der  Strecke 
M*' M'  —  wie  sich  durch  Combination  der  Textaasdrücke  für 
SS^  :  SS^p  und  SS*  :  SSi^  ergiebt. 

7)  Wenn  die  Curven  S  und  Bp  einander  in  einem  Punkte  be- 
rühren, 80  entsteht  in  der  Durchdringungscurve  ein  parabolischer 
Ast;  thun  die  Curven  S  und  S«  dasselbe,  so  hat  das  Bild  der 
Durchdringungscurve  einen  solchen  Ast  in  der  Richtung  der  Bilder 
der  betreffenden  Erzeugenden. 

8)  Die  Durchdringungscurve  einer  Kegel-  und  einer  Cylinder- 
fläche  hat,  so  lange  die  Spur  der  letzteren  nicht  in  das  unendliche 
geht,  unendliche  Aeste  nur  dann,  wenn  unter  den  Erzeugenden  des 
Kegels  eine  Parallele  zu  den  Erzeugenden  des  Cjlinders  vorkommt. 
Von  ihrer  besonderen  Art  in  diesem  Falle  erhalten  wir  in  §  20 
Kenntniss.  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Cylinderflächen 
hat  keine  unendlichen  Aeste,  wenn  nicht  ihre  Leitearven  selbst 
in  8  Unendliche  gehen. 

9)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegel- 
flächen mit  kreisförmigen  Spuren  in  Centralprojection  durch  Punkte 
und  Tangenten  für  den  Fall  von  zwei  reellen  unendlichen  Aesten 
—  indem  man  die  Fluchtkreise  so  anordnet,  dass  sie  einander 
schneiden. 

10)  Soll  die  Spur  S  so  disponiert  werden,  dass  die  Curve  a 
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gewöhnliche  unendlic)ie    und  h   parabolische  Aeste  hat;    so   muss 
Sp  von  S  a-mal  geschnitten  und  ^-mal  berührt  werden. 

11)  Kann  eine  Schmiegungsebene  der  Durchdringungscurve  von 
zwei  Eegelflächen  ganz  in  unendlicher  Feme  liegen  und  unter  welchen 
Bedingungen?  Man  erläutere  dieselben  nach  ihrer  constructiven 
Form  für  Central-  und  Parallel-Projection. 

12)  Man  kann  die  Yersch windungsebene  zur  Schmiegungsebene 
der  Durchdringung  für  den  Punkt  einer  bestimmten  Mantellinie 
machen;  indem  man  S  und  Sp  sich  im  Durchstosspunkt  dieser  Man- 
iellinie  osculieren  d.  h.  dreipunktig  berühren  lässt.  (Vergl.  I,  §  35.) 

Man  macht  die  unendlich  ferne  Ebene  resp.  Verschwindungs- 
ebene  zu  einer  station&ren  Ebenendurchdringung,  indem  man 
zwischen  den  Curven  8  \md  8^,  resp.  8  und  8^  vierpunktige  Be- 
rührung in  einem  Punkte  herstellt.    (Vergl.  a.  a.  0.;  Beisp.  6.) 

13)  Man  bestimme  in  der  Abwickelung  der  Durchdringungs- 
curve zweier  Kegel  mit  dem  Mantel  des  einen  die  Inflexionspunkte 
nnd  ihre  Tangenten.  Nach  §  11  hat  man  diejenigen  Mantellinien 
des  Kegels  zu  bestimmen;  deren  Tangentialebenen  normal  sind  zu 
den  Schmiegungsebenen  der  Durchdringungscurve  in  einem  der 
beiden  zugehörigen  Punkte  derselben.  Denkt  man  also  für  einen 
beliebigen  Punkt  des  Raumes  den  Bichtungskegel  der  Tangenten- 
fläche  und  den  Normalenkegel  des  abzuwickelnden  Kegels  gebildet, 
BO  werden  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  beider  zu  den 
gesuchten  Mantellinien  und  Schmiegungsebenen  führen. 

14)  Wie  bestimmt  man  die  Inflexionen  in  der  Abwickelung 
der  Durchdringungscurve  aus  einer  Kegel-  und  einer  Cjlinder-Fläche 
mit  der  Cylinderfläche?  (Spur  der  Tangentonfläche  in  ihrer  Nor- 
malschnittebene.) 

19.  Sind  die  ebenen  Leitcurven  der  Kegel  algebraische 
CarveB;  also  von  bestimmten  Ordnungszahlen  m  und  m*  resp.; 
so  sind  die  Kegel  von  den  gleichen  Ordnungszahlen  (§  4);  die 
Ebenen  des  Hilfsebdhenbüschels  schneiden  sie  also,  reelle  und 
nicht  reelle  Erzeugende  gleichmässig  gezählt,  in  i7i,  respective 
m*  Erzengenden  und  jede  dieser  Ebenen  enthält  somit  mm^ 
Punkte  der  Durchdringungscurve.  Auch  andere  als  die  Ebenen 
des  Hilfsebenenbüschels  schneiden  diese  Curve  in  mm*  Punkten, 
weil  sie  die  Kegel  in  Curven  von  den  Ordnungen  m  und  m* 
schneiden  und  solche  mm*  gemeinsame  Punkte  haben,  reelle 
und  nicht  reelle  —  entsprechend  den  gemeinsamen  Auflösungen 
der  sie  in  Punktcoordinaten  darstellenden  Gleichungen  von  den 
Graden  m  und  m*.  (Siehe  den  III.  Band,  wo  vrir  die  ana- 
lytische Darstellung  als  die  algebraische  Ausdrucksform  der 
rein  geometrischen  nachweisen.)   Man  nennt  das  Product  mm* 

Fiedler,  danteUende  Geometrie.  II.  S.  Aufl.  8 
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die  Ordnungszahl  der  Raumcurye,  in  welcher  sich  die 
Eegel  durchdringen. 

In  demselben  Bezug  zur  algebraischen  Ausdrucksweise 
spricht  man  die  Sätze  aus:  Zwei  Flächen  von  den  Ordnungen 
m^ ,  ^2  haben  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^  tn^  gemein.  Drei 
Flächen  von  den  Ordnungen  m^j  m^^  m.^  schneiden  sich  in 
^if/tj^s  Punkten;  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^m2  wird  von 
einer  Fläche  der  Ordnung  ^713  in  m^m..m^  Punkten  geschnitten. 

In  demselben  Sinne  ist  es  endfich  begründet  zu  sagen: 
Wenn  eine  Curve  von  der  Ordnung  m,  in  der  Ebene  mit  einer 
Curve  von  der  Ordnung  m^  mehr  als  m^m2  Punkte  gemein  hat; 
so  bat  sie  deren  unendlich  yiele  mit  ihr  gemein.  Wenn  eine 
Raumcurve  von  der  Ordnung  m^  mit  einer  Fläche  yon  der 
Ordnung  m2  mehr  als  m^m2  Punkte  gemein  hat,  so  liegt  sie  zu 
einem  Theile  oder  ganz  in  derselben;  im  ersten  Falle  zerfallt 
sie  oder  ist  reducibel,  etc. 

Wir  werden  von  diesen  Sätzen  und  den  ihnen  nach  dem 
Princip  der  Dualität  entsprechenden  jetzt  und  gelegentlich 
später  Gebrauch  machen. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades,  die  wir  im  Folgenden  wegen  ihres  ge- 
wöhnlichen Vorkommens  zumeist  in's  Auge  fassen  werden,  ist 
somit  eine  Raumcurve  yon  der  vierten  Ordnung.  Als 
solche  kann  sie  yier  unendlich  ferne  Punkte  also  unendliche 
Aeste  und  vier  Asymptoten  haben  —  wenn  nämlich  die  Flucht^ 
curven  beider  Eegel  in  der  centralprojectivischen  Darstellung 
derselben  oder  die  gleichnamigen  Spuren  der  durch  Parallel- 
verschiebung concentrisch  gemachten  E^el  in  der  Parallel- 
projection  sich  in  vier  reellen  Punkten  schneiden.  Wir  führen 
dies  in  den  Beispielen  näher  aus  und  heben  hier  noch  hervor, 
dass  das  für  die  unendlich  ferne  Ebene  resp.  die  Verschwind- 
ungsebene  Geltende  auf  jede  andere  Ebene  übertragbar  ist. 

1)  Hinsichtlich  der  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten  der 
Baumcurve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  sowie 
derjenigen  ihres  Bildes,  sind  folgende  Fäle  möglich: 

a)  Die  vorbezeichneten  Curven  zweiter  Ordnung  8  und  8, 
resp.  8  und  S»  schneiden  sich  in  vier  reellen  verschiedenen  Punkten ; 
vier  unendliche  Aeste  mit  reellen  Asymptoten. 

b)  Diese  Curven  schneiden  sich  nur  in  zwei  reellen  Punkten ; 
zwei  unendliche  Aeste  mit  angebbaren  Asymptoten. 
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c)  Diese  Curven  schneiden  sieb  nicht  in  reellen  Punkten;  die 
Curve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste,  sie  ist  im  Endlichen  abge- 
schlossen. 

Als  Orenzfälle  treten  hinzu: 

d)  dass  die  bezeichneten  Curven  zweiten  Grades  sich  in  zwei 
reellen  Punkten  schneiden  und  in  einem  Punkte  berühren; 

e)  dass  sie  das  letztere,  aber  nicht  das  erstere  thun  —  welches 
eine  unendlich  ferne  Asymptote  in  bekannter  Ebene  oder  einen 
parabolischen  Ast  und  entweder  d)  zwei  gewöhnliche  unendliche 
Aeste  mit  ihren  Asymptoten  oder  e)  keine  solchen  bedingt. 

Sodann  f)  dass  diese  Curven  sich  in  zwei  Punkten  berühren; 
welches  zwei  parabolische  Aeste  mit  sich  bringt; 

g)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  zweiten  Ordnung,  d.  i. 
dreipunktig  berühren  oder  osculieren  und  in  einem  andern  einfach 
schneiden  —  eine  gewöhnliche  Asymptote  und  eine  unendlich  ferne 
Schmiegungsebene ; 

h)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  dritten  Ordnung,  d.  i. 
vierponktig  berühren  —  wie  ein  Kegelschnitt  mit  dem  Erümmungs- 
kreis  im  Scheitel  —  welches  bedingt,  dass  die  Durchdringungscurve 
in  unendlicher  Feme  eine  stationäre  Schmiegungsebene  hat.  (§  2.) 

2)  Denken  wir  statt  der  unendlich  fernen  oder  der  Yer- 
schwindungsebene  eine  beliebige  Ebene,  so  enthält  dieselbe  eine 
Tangente  der  Durchdringungscurve,  wenn  ihre  Schnitte  mit  den 
beiden  Kegeln  eine  einfache  Berührung,  sie  ist  eine  Schmiegungs- 
ebene derselben,  wenn  sie  eine  Osculatlon  mit  einander  haben;  sie 
enthält  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten,  wenn  dieselben  in  dop- 
pelter Berührung  sind;  etc. 

3)  Wenn,  wie  wir  weiterhin  zeigen  werden,  jeder  Kegel  zweiten 
Grades  in  Kreisen  geschnitten  werden  kann^  so  darf  man  unter 
Voraussetzung  einer  Transformation  unbeschadet;  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dass  von  den  durchdringenden  Kegeln  der  eine  eine 
kreisförmige  Spur  habe.  Man  soll  die  Spuren  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  in  einer  Kreisschnittebene  des  einen  von  ihnen  so  anordnen, 
dass  ihre  Durchdringungscurve  einem  der  Fälle  a)  bis  h)  unter!) 
entspreche  und  erörtere  die  jeweilen  noch  erfüllbaren  Bedingungen. 

4)  Man  ordne  unter  derselben  Voraussetzung  die  Spuren  so 
an,  dass  die  Ebene  derselben  für  die  Durchdringungscurve  eine 
Schmiegungsebene  in  gegebenem  Punkte  sei. 

5)  Desgleichen  so,  dass  sie  die  Ebene  von  zwei  Tangenten 
der  Durchdringungscurve  in  gegebenen  Punkten  —  also  eine  doppelt 
berührende  Ebene  —  sei;  insbesondere  auch  für  Cylinder  zweiten 
Ghradee. 

6)  Endlich  so,  dass  sie  zur  stationären  Ebene  derselben  in 
gegebenem  Punkte  werde. 

7)  Wenn  durch  centrisch  -  coUineare  Umformung  (vergl.  I, 
§41)  ein  Punkt  der  Baumcurve  in's   Unendliche  föUt,    so   wird 

8* 
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seine  Schmiegnngsebene  zur  asymptotischen  Ebene  der  Curve ;  wie 
unterscheidet  sich  der  Fall  der  stationären  asymptotischen  Ebene 
von  dem  Fall   der  gewöhnlichen  asymptotischen   Ebene?     (Vergl. 

8)  Eine  Kaumcurve  kann  durch  centrische  Collineation  stets  so 
transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte  von  ihren  Schmiegungs- 
ebenen  unendlich  fern  ist;  man  erläutere  diess  näher. 

9)  Durch  centrische  Collineation  (vergl.  I,  §  41^  7)  kann 
jeder  Kegel  so  transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte  unter 
seinen  Tangentialebenen  unendlich  fern  ist;  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades  also  stets  wesentlich  in  zweierlei  Art  so,  dass  beide 
Cylinder  zweiten  Grades  werden  und  insbesondere  der  eine  ein 
parabolischer  Cylinder.  Man  kann  daraus  Anlass  nehmen,  die  Be- 
sonderheiten der  Construction  der  Durchdringung  von  zwei  Cy- 
lindern  zweiten  Grades  zu  studieren,  von  denen  einer  parabolisch 
ist.  (Vergl.  d.  folgende  Art.) 

10)  Die  Gerade  ist  die  einzige  Linie  erster  Ordnung  —  weil 
zwei  Punkte  in  ihr  und  ein  ausser  ihr  gelegener  Punkt  stets  eine 
Ebene  bestimmen,  die  sie  ganz  enthalten  muss. 

11)  Der  Kegelschnitt  ist  die  einzige  Curve  zweiter  Ordnung, 
weil  drei  Punkte  einer  solchen  eine  Ebene  bestimmen,  die  sie  ganz 
enthält. 

12)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  ist  entweder  eben  oder  sie  ist 
die  Durchschnittscurve  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  (vergl. 
§  27  f.),  die  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben  —  wir  denken 
sie  zunächst  als  den  Schnitt  von  zwei  Kegclflächen  zweiten  Grades 
mit  einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden.    (§  20.) 

20.  Wir  kehren  zu  den  graphischen  Entwickelangen  des 
§  18  zurück;  wo  wir  die  Eindringung  und  Durchdringung  un- 
terschieden nach»  Berührung  der  Grenzlagen  h  und  Ander 
einen  und  der  andern  oder  mit  derselben  von  den  Spuren 
beider  Kegel.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Fälle,  wo  es 
für  die  eine  der  Spuren  oder  auch  für  beide  keine  berührenden 
Spurlinien  h  giebt,  zu  den  Durchdringungen  gehören  und 
wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  Uebergangsfalles 
zwischen  Ein-  und  Durchdringung.  Wenn  unter  den 
Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  eine  ist,  welche  beide  Kegel- 
flächen zugleich  berührt,  so  liefert  dieselbe  einen  Punkt  der 
Durchdringungscurve  —  und  für  Kegelflächen  zweiten  Grades 
nur  einen  Punkt  derselben  —  in  welchem  zwei  Aeste  der- 
selben sich  durchschneiden,  einen  Doppelpunkt  der  Räum- 
en rve,  in  welchem  nach  der  Bezeichnung  des  §  18  zwei 
Paare   von  Gruppen  A^  B]  C,  D  zusammenstossen,    und    in 
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welchem  die  Eegelflächen  einander  berühren,  weil  jede  durch 
ihn  in  der  Hilfsebene  gezogene  Gerade  jeden  der  beiden  Kegel 
in  ihm  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  schneidet.  Dem 
Doppelpunkt  entsprechen  zwei  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve,  die  beide  in  der  besagten  Grenzhilfsebene  liegen  und 
durch  die  Betrachtung  der  Tangentenfläche  der  Curve  gefunden 
werden :  Ihre  Durchstosspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene  mit  den  beiden  entspre- 
chenden Aesten  der  Spur  der  developpabeln  Fläche. 


Piff,  50. 


.  \/. 


Die  Figur  50  zeigt  die  Durchdringung  zweier  Cjlinder 
zweiten  Grades,  für  welche  die  Ebene  von  der  Horizontalspur 
5,  eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene  ist  und  die  daher 
in  D  einen  Doppelpunkt  hat;  die  eine  der  zu  seinen  Aesten 
gehörigen  Tangenten  /,  ist  angegeben;  überdiess  für  einen 
Punkt  P  die  Tangente  U 

Jede  Hilfsebene  von  dieser  Eigenschaft  giebt  einem  Dop- 
pelpunkte den  Ursprung,  jedoch  nicht  in  jedem  Falle  einer 
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DarchdringUDgscurve.  Wir  sehen  also  den  Uebergangsfall 
zwischen  Ein-  nnd  Durchdringung  charakterisiert  durch  die 
Berührung  der  durchdringenden  Kegel  in  einem  Punkte,  der 
dann  ein  Doppelpunkt  ist.  Eine  Eegelfläche  hat  aber  zweierlei 
Berührungsebenen,  nämlich  ausser  den  einfach  unendlich  vielen 
gewohnlichen,  welche  längs  einer  ganzen  Mautellinie  berühren, 
wie  sie  jede  developpable  Fläche  in  ihren  Elementarstreifen 
besitzt,  noch  zweifach  unendlich  viele  solche,  die  sie  nur  in 
einem  Punkte  nämlich  ihrer  Spitze  berühren.  Solche  sind 
alle  durch  ihre  Spitze  gehenden  Ebenen,  da  ja  jede  durch 

Fig.  51. 


die  Spitze  gehende  Gerade  den  Kegel  hier  in  zwei  oder  mehreren 
zusammenfallenden  Punkten  schneidet.  Man  sieht^  dass  die 
gewöhnlichen  Berührungsebenen  nur  eine  ausgezeichnete  Gnippe 
unter  allen  bilden.  Darum  kann  nun  aber  auch  die  Berührung 
zwischen  zwei  Kegelflächen  nicht  nur  in  der  vorbesprochenen 
Art  stattfinden;  vielmehr  haben  wir  zwei  Kegelflächen 
auch  dann  als  einander  in  einem  Punkte  berührend 
anzusehen,  wenn  die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel 
des  andern  liegt.  In  der  That  schneidet  jede  Gerade,  die 
durch  diese  Spitze  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  des 
Kegels  gezogen  wird,  sowohl  jenen  als  diesen  Kegel  daselbst 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten. 
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Die  Construction  der  Durchdringung  charakterisiert  diese 
Spitze  denn  auch  sofort  als  Doppelpunkt.  In  der  That  denken 
wir  den  Kegel  M^  S,  (Fig.  51)  und  auf  seiner  Oberfläche,  also 
in  einer  seiner  Erzeugenden  MSy^ ,  die  Spitze  M*  eines  zweiten 
Kegels  mit  der  ersten  Spur  S,*  —  wir  haben  beide  als  vom 
zweiten  Grade  vorausgesetzt  — ,  so  ist  ilf  ^*/S',  die  Verbindungs- 
linie der  Spitzen  und  jede  durch  sie  gehende  Ebene  wie  die 
von  der  Spur  h^  schneidet  den  Kegel  M  in  noch  einer  Er- 
zeugenden ^  den  Kegel  ^^  in  zwei  Erzeugenden  (wenn  die 
Kegel  vom  zweiten  Grade  sind),  die  mit  jener  Punkte  A^  und 

Fig.  52. 


B^  der  Gurve  liefern;  insbesondere  schneidet  die  Ebene  durch 
MM*S^y  welche  den  Kegel  M  berührt,  also  von  der  Spur  h 
in  der  Figur,  aus  J!f*  zwei  Erzeugende  heraus,  die  in  M*  die 
Curve  berühren,  welchen  also  zwei  durch  M*^  gehende  Aeste 
der  Dnrchdringungscurve  entsprechen.  Im  allgemeinen  Falle 
wird  M*  zum  vielfachen  Punkte  der  Durchdringung.  Wir 
müssen  jedoch  bemerken,  dass  die  Spur  S,*  des  Kegels  M* 
von  der  8,  in  5,  berührenden  Spur  h  nicht  nothwendig  ge- 
schnitten wird,  und  erkennen,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden 
nicht  reellen  Mantellinien  des  Kegels  if  *,  die  die  Ebene  MM*h 
enthält^   einander  und  zugleich   die  derselben  Ebene  doppelt 
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angehörige  Mtmtellinie  MM*  des  E^ele  M  in  M*  schneiden, 
so  dass  dieser  Puokt  wie  vorher  ein  Doppelpunkt  iat,  jedoch 
ein  solcher  mit  nicht  reellen  Tangenten  der  beiden  durch  ihn 
gehenden  Äeste  (den  Mantellinien  von  M*  in  der  Ebene  nach  A); 
ein  solcher  also,  für  den  diese  beiden  Aeste  selbst  nicht  reell 
sein  können.  Mao  nennt  ihn  desshalb  oder  wegen  seiner 
Trennung  von  den  dbrigen  reellen  Tbeilen  der  Curre  einen 


isolierten  (vielfachen  oder)  Doppelpunkt.  (Vergl.  g  1, 
da  das  Bild  einer  solchen  Durchdringung  eine  ebene  Ourve  mit 
isoliertem  Doppelpunkt  ist.)  Wir  geben  in  Fig.  52  das  Bild 
einer  solchen  Durchdringung  zwischen  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades. 

Zugleich  aber  lehrt  die  Betrachtung  dieses  Falles,  wie  ein 
stationärer  Punkt  in   der  Kaumcurve  entstehen  kann, 
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indem  man  die  Tangenten  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt 
gehenden  Curvenäste  zum  Zusammenfallen  bringt  und  so  die 
Schleife  auf  einen  Punkt  reduciert.  Es  ist  augenscheinlich, 
dass  diess  eintritt,  wenn  die  beiden  Kegel  M^  Sj  und  i)/*,  S,*, 
von  denen  der  erste  die  Spitze  des  letztern  enthält,  aber  nicht 
umgekehrt,  von  der  nämlichen  Ebene  M*S^S^  (Kg.  53)  be- 
röhrt werden,  nämlich  der  Kegel  M  längs  der  Erzeugenden 
AiSj,  welche  auch  M*  enthält,  und  der  Kegel  ^*  längs  der 
Erzeugenden  M*S^,  In  diesem  Falle  wird  der  Punkt  ^*  zum 
Doppelpunkt  mit  der  einzigen  Tangente  M*S{*  für  beide  Äeste, 
d.  h.  zu  einem  stationären  oder  Rückkehrpunkt  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung.  Wir  kommen  auf  diesen 
Fall  zurück.  Hier  schon  kann  aber  von  dem  Formenwandel 
der  Raumcurven  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  in  den  Hauptzügen  Rechenschaft  gegeben  werden.  Sie 
ist  eintheilig  im  Falle  der  Eindringung,  zweitheilig  im 
Falle  der  Durchdringung;  aus  der  zweitheiligen  Curve  kann 
durch  Zusammenziehung  des  einen  Theiles  auf  einen  Punkt 
die  Curve  mit  isoliertem  Punkt  gebildet  werden;  sowohl 
von  der  einen  als  von  der  andern  gelangt  man  zu  der  Curve 
mit  Knotenpunkt  und  von  dieser  zur  Curve  mit  Rück- 
kehrpunkt wie  oben. 

1)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  schrägen  Kreiskegels 
und  eines  elliptischen  Cylinders  so  an,  dass  dieselbe  in  einer  ge- 
gebenen Erzeugenden  des  erstem  einen  Doppelpunkt  habe;  man 
disponiere  so,  dass  die  Durchdringung  sich  auf  den  Doppelpunkt 
reducierj. 

2)  In  einem  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  haben  die 
schneidenden  Flächen  —  und  diess  gilt  nicht  nur  fdr  Kegelflächen 
(vergl.  §  27)  —  dieselbe  Tangentialebene  für  den  gemeinschaft- 
lichen Punkt,  d.  h.  sie  berühren  einander  in  ihm. 

3)  Die  Berührungsebenen  der  Bückkehrkante  einer  allgemeinen 
developpabeln  Fläche,  d.  h.  die  Ebenen,  welche  durch  eine  Tan- 
gente derselben  gehen  —  für  jede  Tangente  ein  Büschel,  insge- 
sammt  zweifach  unendlich  viele  Ebenen  —  sind  anzusehen  als  Tan- 
gentialebenen der  developpabeln  Fläche  in  einem  Punkte,  nämlich 
im  Berührungspunkte  mit  der  Bückkehrkante.  Denn  da  dieser  der 
Schnitt  der  Tangente  mit  der  nächstfolgenden  Tangente  ist,  so  hat 
jede  durch  ihn  gehende  Gerade  zwei  zusammenfallende  Punkte  mit 
der  developpabeln  Fläche  gemein.  Das  Nämliche  gilt  aus  diesem 
Grunde  auch  für  die  Punkte  der  Doppelcurve  der  developpabeln 
Fläche.    (Für  weitere  Ausführung  vergl.  §§  24,  25.) 
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4)  Die  Bildung  des  Bichtungskegels  unter  Mitverschiebung 
niler  dieser  Ebenen  und  Geraden  führt  von  3)  zu  den  im  Text 
entwickelten  Ergebnissen  für  den  Kegel  zurück.  Für  einen  Cjlinder 
sind  alle  die  unendlich  fernen  Geraden  und  alle  die  Ebenen,  welche 
die  Richt^ung  seiner  Mantellinien  enthalten,  Tangenten  und  resp. 
Tangentialebenen . 

5)  Wenn  die  Durchdringung  einer  Cylinder-  und  einer  Segelfläche 
von  geschlossenen  Loitcurven  einen  unendlichen  Ast  besitzt,  so  ent- 
spricht diesem  stets  ein  Doppelpunkt ;  wie  erhält  man  seine  Tangenten? 

6)  Man  ordne  die  Durchdringung  zweier  Eegel  zweiten  Grades 
und  sodann  die  eines  Cylinders  und  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade 
so  an,  dass  dieselbe  einen  Doppelpunkt  in  unendlicher  Feme  besitzt; 
man  charakterisiere  die  Curve  in  der  Umgebung  desselben.  Man 
disponiere  so,  dass  die  Durchdringung  sich  auf  den  unendlich  fernen 
Doppelpunkt  reduciert. 

7)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  Kegels  und  eines 
Cylinders  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  die  Durchdringungscurve 
einen  gegebenen  stationären  Punkt  besitzt  mit  einer  gegebenen 
Geraden  als  der  entsprechenden  Tangente,  und  bezeichne  die  Lage 
ihrer  stationären  Ebene. 

8)  Eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  soll  einen  stationären 
Punkt  in  unendlicher  Feme  haben  und  als  Durchdringung  eines 
Cylinders  und  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  construiert  werden. 

9)  Man  constmiere  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  einem 
Bückkehrpunkt  und  zwei  Asymptoten. 

10)  Die  Durchdringung  von  zwei  entwickelbaren  Flächen  hat 
im  Allgemeinen  überall  da  Doppelpunkte  mit  reellen  und  ver- 
schiedenen Tangenten,  wo  eine  von  ihnen  von  der  Doppelcurve 
der  andern  durchschnitten  wird,  und  sie  hat  Bückkehrpunkte  überall 
da,  wo  eine  der  Flächen  von  der  Bückkehrcurve  der  andern  ge- 
troffen wird.  Kann  ein  Doppelpunkt  jener  Entstehung  zum  Bück- 
kehrpunkt werden?  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem*  Punkte 
berühren^  der  weder  in  einer  Doppelcurve  noch  in  einer  Bückkehr- 
curve liegt,  so  wird  derselbe  zum  Doppelpunkt  der  Durchdringung. 

11)  Man  erörtere  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Durch- 
dringung eines  Kegels  mit  einer  allgemeinen  developpabeln  Fläche 
construiert  werden  muss. 

12)  Man  zeige,  wie  für  diese  Durchdringung  die  unendlichen 
Aeste  und  die  Asymptoten  ermittelt  werden  können  und  dass  die 
Verwendung  der  Bichtungskegel  dieselbe  Aufgabe  auch  im  allge- 
meinsten  Falle  von  zwei  developpabeln  Flächen  löst.  Wir  bemerken 
dabei,  dass  die  Horizontalprojection  einer  Baumcurve  mit  der 
verticalen  Projection  eines  bestimmten  unter  ihren  Punkten  und  der 
horizontalen  Spur  ihrer  Tangentenfläche  die  ganze  Curve  und  ihre 
Developpable  bestimmen.  (Vergl.  §  2,  Fig.  8  f.)  Wie  in  Central- 
projection;  etc.? 
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21.  Weil  ein  Kegelschnitt  aus  jedem  Punkte  seiner 
Ebene  nur  zwei  Tangenten  gestattet^  und  somit  von  den  ge- 
meinsamen Tangenten  zweier  Kegelschnitte  derselben  Ebene 
auch  immer  nur  zwei  in  einem  Punkte  sich  schneiden  können, 
so  sind  in  dem  Büschel  der  üilfsebeneu;  die  man  für  die 
Durchdringung  yon  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  benutzt,  von 
denen  keiner  seine  Spitze  auf  dem  Mantel  des  andern  hat, 
nicht  mehr  als  zwei  Ebenen  möglich,  welche  beide  Kegel  längs 
Mantelliiiien  berühren  und  deren  jeder  also  ein  Doppelpunkt 
in  ihrer  Durchdringung  entspringt.  Mit  anderen  Worten :  Wenn 
der  Durchstosspunkt  S  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  in  der 
Ebene  der  Leitkegelschnitte  S,  S*  der  Schnittpunkt  von  zwei 
gemeinsamen  Tangenten  der  letzteren  ist^  so  hat  die  Durch- 
dringung der  Kegel  in  den  durch  jene  und  diese  gehenden 
beiden  Ebenen  je  einen  Doppelpunkt.  Wenn  jede  durch  S 
gehende  Gerade,  welche  die  Leitcurve  S  schneidet,  dies  auch 
mit  S*  thut;  so  entsteht  eine  Durchdringungscurve ;  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist,  so  bilden  die  beiden  Doppel-  und  Be- 
rührungspunkte die  ganze  Durchdringung.  Wir  werden  die 
Natur  der  Durchdringung  mit  zwei  Doppelpunkten  alsbald  er- 
kennen, indem  wir  die  Schlussweise  des  §  19  benutzen.  Sie 
zeigt  zuerst:  Eine  Durchdringungscurve  vierter  Ord- 
nung kann  nicht  drei  Doppelpunkte  haben,  die  ein 
Dreieck  bilden,  ohne  ganz  in  der  Ebene  derselben 
zu  liegen,  weil  diese  mit  der  Curve  sechs  Punkte  gemein 
hätte  und  also  unendlich  viele  mit  ihr  gemein  haben  muss. 
Wenden  wir  dann  dieselbe  Schlussweise  auf  den  durch  das 
YorigeconstituiertenFallderDurchdringungscurve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  an,  so  folgt  aus  dem 
Umstände,  dass  eine  Ebene  durch  die  beiden  Doppelpunkte  in 
diesen  vier  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  dass  jede  Ebene 
dieses  Büschels,  die  durch  einen  weitem  Punkt  der  Curve 
gelegt  wird,  noch  unendlich  viele  Punkte  der  Curve  enthalten 
muss;  dass  also  die  Durchdringung  aus  ebenen  Cur ven, 
d.  h.  aus  zwei  Kegelschnitten  besteht,  welche  die 
Doppelpunkte  gemein  haben,  wovon  nachher  in  §  44  im 
allgemeineren  Sinne.  Die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der 
Durchdringungscurve  geht  in  diesem  Falle  in  z^ei  gerade  Linien 
über,  die  gleichnamigen  Spuren  der  Ebenen  dieser  Kegelschnitte. 
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Wir  wisseu  aber  aus  der  Theorie  der  Eegelschnitie  (vergl. 
I ,  §  32) ,  dass  zwei  derselben  die  nämlichen  Tangenten 
aus  einem  Punkte  S  haben^  wenn  die  Involution  harmonischer 
Polaren  dieselbe  ist,  die  sie  an  diesem  Punkte  erzeugen;  sowie 
dass  jene  conjugiert  imaginär  sind,  wenn  diese  Inyolution 
elliptisch  ist.  Wäre  nun  S^  der  Durchstosspunkt  der  Verbin- 
dungslinie der  Spitzen,  MAf*^  ein  solcher  Punkt  mit  der  näm- 
lichen elliptischen  Polarinvolution  für  die  Spurkegelschnitte  S 
und  S*,  so  gehen  durch  MM"^  zwei  nicht  reelle  beide  Kegel 
zugleich  berührende  Hilfsebenen  und  die  Berührungsmantel- 
linien in  jeder  derselben  schneiden  sich  in  einem  nicht  reellen 
Doppelpunkte  der  Durchdringung  der  Kegel.  Die  gerade  Ver- 
bindungslinie d  beider  Doppelpunkte  ist  reell,  denn  sie  ist  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Geraden  MM*  in  beiden 
Kegeln,  oder  der  Ebenen,  welche  die  Polaren  s  und  «*  von  S 
in  Bezug  auf  S  und  S*  mit  M  resp.  M*  verbinden.  Dieselbe 
schneidet  beide  Kegel  in  denselben,  aber  nicht  reellen  Punkten. 
Legt  man  dann  eine  die  Kegel  reell  schneidende  Hilfsebene, 
so  liefern  die  beiden  Paare  von  Erzeugenden,  die  sie  aus- 
schneiden, vier  Punkte  A,  B^  (7,  D  der  Durchdringung,  die  in 
Paaren  mit  der  Geraden  d  in  je  einer  Ebene  liegen;  diese  sind 
die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte,  welche  die  Durchdringung 
bilden;  ihre  Spuren  gehen  durch  den  Durchstosspunkt  der 
Geraden  d.  Man  beweist  leicht  auch  den  umgekehrten  Satz, 
dass  durch  irgend  zwei  ebene  Querschnitte  desselben  Kegels 
vom  zweiten  Grade  ein  zweiter  Kegel  dieser  Art  hindurchgeht, 
und  findet,  dass  seine  Spitze  M*  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  M  mit  Bezug  auf  die  Punkte  in  den  Querschnittebenen  in 
derjenigen  geraden  Linie  ist,  welche  die  Pole  der  Schnittlinie 
d  der  Querschnittebenen  in  beiden  Schnittpunkten  verbindet. 
(Vergl.  I,  §  36*;  auch  weiterhin  den  Abschnitt  B,  §  44.) 

Ziehen  wir  aber  die  zweite  Entstehungsart  der  Doppel- 
punkte der  Durchdringung  in  Betracht,  nach  welcher  die  Spitze 
des  einen  Kegels  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt,  so  können 
wir  sie  entweder  mit  der  ersten  combiniereu  oder  zweimal  er- 
füllen, um  die  Singularität  der  Durchdringung  zu  steigern. 
Das  erste  führt,  wie  wir  wissen,  zur  Bildung  der  Spitze,  wenn 
die  Tangente  im  Durchstosspunkt  S  an  den  einen  Kegelschnitt 
auch  eine  Tangente  des  andern,  jedoch  in  einem  von  S  ver- 
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scbiedenen  Punkte  T  ist;  lassen  wir  dann  T  sich  in  der  ge- 
meinsamen Tangente  dem  Punkte  S  unendlich  nähern,  so 
haben  beide  Kegel  nicht  nur  die  Gerade  MM*,  sondern  auch 
die  zugehörige  Tangentialebene  gemein  ^  und  der  Rest  ihrer 
Durchdringung  ist  ein  Kegelschnitt.  Die  doppelte  gemeinsame 
Gerade  MM*  zeigt  uns  unendlich  viele  Doppelpunkte  der 
Durchdringung;  die  auch  als  ebenso  viele  Rückkehrpunkte  be- 
trachtet werden  dürfen.  Jede  Ebene  des  Hilfsebenenbüschels 
MM*  schneidet  aus  jedem  der  beiden  Kegel  noch  eine  Er- 
zengende heraus  und  bestimmt  durch  deren  Schnitt  einen  Punkt 
des  Durchdringungskegelschnittes;  die  entsprechenden  Tangen- 
tialebenen beider  Kegel  schneiden  sich  in  der  zugehörigen 
Tangente  desselben.  Es  ist  zugleich  die  Combination  des 
Vorigen  mit  dem  Nachfolgenden. 

Im  zweiten  Falle  muss  die  Spitze  jedes  der  beiden  Kegel 
auf  dem  Mantel  des  andern  liegen  und  somit  die  Gerade  MM* 
wie  im  letzterwähnten  Falle  eine  gemeinsame  Erzeugende 
beider  Kegel  ^  ohne  dass  jedoch  beide  längs  derselben  die 
nämliche  Tangentialebene  haben.  Dann  ist  die  Gerade  MM* 
einfach  zählend  ein  Theil  der  Durchdringung. 

Der  Rest  der  Durchdringung  muss  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  sein.  Denn  jede  durch  MM*  gehende 
Ebene  schneidet  sowohl  den  Kegel  M  als  auch  den  Kegel  M* 
noch  in  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkt  zur  Durchdringungs- 
curve  gehört  und  diese  Curve  kann  somit  keine  ebene  Curve 
sein.  Die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Kegel  schneiden 
einander  in  der  Tangente  der  Durchschnittscurve  im  entspre- 
chenden Punkte. 

Denkt  man  dann  nach  §  18  die  unendlichen  Aeste  und 
die  Asymptoten  der  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt,  in  welcher 
sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  durchdringen  ^  so  ergiebt  sich 
(vergl.  §  19,  l)  aus  dem  umstände ;  dafs  hier  die  Spurkegel- 
schnitte S;  S*  und  somit  auch  S  und  Sp  den  Punkte  gemein 
haben,  dass  diese  Curve 

a)  einen  unendlichen  Ast  und  eine  Asymptote  immer 
haben  muss  —  weil  zwei  Kegelschnitte;  die  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  noch  einen  zweiten  gemein  haben  müssen,  während 
sie  noch  drei  gemein  haben  können ;  dass  also,  wenn  sich  S  und 
Bp  in  vier  Punkten  schneiden,  die  Raumcurve  dritter  Ordnung 
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b)  drei  unendliche  Aeste  und  und  Asymptoten  hat.  Wir 
nennen  sie  im  Falle  a)  eine  cubische  Ellipse,  im  Falle  b) 
eine  cubische  Hyperbel.   Die  Figur  54  stellt  eine  cubische 


Fig.  54. 
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Ellipse  in  Horizontal-  und  Vertical-Projection  dar. 
M^  S^  und  M*y  S,*  sind  die  beiden  Kegel,  MD  ist  die  gemein- 
schaftliche Erzeugende;    a  ist  die  mittelst  des  Parallelkegels 
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M^j  S,j*  construierte  Asymptote  der  Curve.  Dieselbe  ist  durch 
Punkte  und  Tangenten  bestimmt  und  zwar  sind  diese  Punkte 
von  oben  her  durch  die  forüaufenden  Nummern  und  die 
horizontalen  Durchstosspunkte  der  Tangenten  d.  i.  die  Punkte 
der  Borizontalspur  D,  der  Developpabeln  durch  dieselben 
Nummern  1  bis  18  bezeichnet.  F'ür  die  Punkte  3;  6,  10  ist 
die  Construction  Yollstandig  ersichtlich  gemacht. 

Zwischen  der  cubischen  Ellipse  und  der  cubischen  Hyperbel, 
deren  Construction  wir  empfehlen,  giebt  es  aber  üebergangs- 
oder  Grenzformen. 

Berühren  sich  die  Kegelschnitte  S|,  S^^*  in  einem  von 
D  verschiedenen  Punkte  einfach,  so  haben  sie  ausser  D  noch 
einen  Schnittpunkt  und  es  entspricht  dem  letztern 

c\  ein  gewohnlicher  unendlicher  Ast^  jener  Berührungs- 
stelle aber  ein  solcher  mit  unendlich  ferner  Asymptote  oder 
ein  parabolischer  Ast,  wir  nennen  die  Gurre  eine  cubische 
hyperbolische  Parabel. 

Osculieren  sich  endlich  die  Kegelschnitte,  die  sich  in  D 
schneiden^  in  einem  andern  Punkte,  so  entspricht 

d)  diesem  Punkte  eine  unendlich  ferne  Schmiegungsebene 
und  wir  nennen  die  Curve  eine  cubische  Parabel.  Dass 
man  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  auf  Grund  ihrer  wesent- 
lichen Eigenschaften  als  cubische  Kegelschnitte  bezeich- 
nen darf,  wird  diiß  weitere  Betrachtung  zeigen.  Die  Figur 
56  giebt  in  Centralprojection  die  cubische  Parabel. 
Die  Kegel  von  den  Spitzen  M  und  M*  und  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  SD  —  D  bezeichnet  den  Fluchtpunkt  der- 
selben, S  ihren  Durchstosspunkt  —  haben  zu  Fluchtlinien 
die  Ellipse  Q*''  und  den  durch  D  gehenden  Krümmungskreis 
Q'  derselben  für  den  Punkt  U\  Von  den  Spurcurven  ist 
nur  der  Kreis  S  verzeichnet,  die  Ellipse  8*  wäre  zu  Q'^' 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  und  geht  durch  die  Punkte  S 
und  Sc-  Die  Curve  ist  durch  Punkte  und  Tangenten  con- 
stmiert,  und  die  developpable  Fläche  durch  die  letztem,  sowie 
die  Fluchtcurve  Q^'  und  den  im  Blatte  liegenden  Theil  der 
Spurcurve  Ha  dargestellt.  Die  Punkte  der  Curve  sind  von 
der  Bildebene  nach  hinten  gezählt  1',  2^,  .  .  .  bis  zu  den  vor 
der  Yerschwindungsebene  gelegenen  Punkten  10',  11',  12'; 
die  Fluchtpunkte  der    entsprechenden  Tangenten   sind   durch 
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die  gleichen  Nummern  ohne  Strich,  und  die  Durchstosspunkte 
durch  dieselben  mit  dem  Index  d  bezeichnet.  Ebenso  sind 
M  und  M*'  bebandelt.  Das  Bild  ihres  unendlich  fernen  Punktes 
ist  U',  zusammenfallend  mit  dem  Fluchtpunkt  der  zugehörigen 
Tangente,  deren  Durchstosspunkt  auf  S^  im  Unendlichen  liegt. 
Die  Tangenten  von  S^  und  die  von  Qj  in  den  entsprechenden 
Punkten  sind  parallel  als  Spuren  und  Fluchtlinien  der  be- 
züglichen Tangentialebenen  der  developpabeln  Fläche. 

Die  Fluchtcurve  ist  ein  Kegelschnitt,  der  Q'  und  Q*'  in 
ü'  (beide)  M  und  ]^*  respective  berührt.  (Vergl.  §  24,  c.) 
Die  Spurcurve  berührt  in  Md  den  Kreis  S  und  würde  in  Md^ 
die  Ellipse  8/  berühren;  in  Sc  liegt  ihr  Rückkehrpunkt. 

Die  Asymptoten  des  Bildes  oder  die  Tangenten  desselben 
in  seinen  unendlich  fernen  Punkten,  d.  h.  die  Bilder  der  Tan- 
genten in  denjenigen  Punkten  der  Curve,  welche  auf  der  Ver- 
schwindungsebene  liegen,  erhalten  wir  nach  §  18  mittelst  der 
Fluchtcurve  Q/  des  Kegels  aus  M*  über  dem  Verschwindungs- 
kreise  des  Kegels  MQ,',  welche  Curve  nach  dem  Yerhaltniss 
DM'  :  DM*'  und  für  J)  als  Aehnlichkeitspunkt  zu  Q'  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  ist.  Sie  schneidet  Q*'  in  einem  Punkte, 
dessen  entsprechender  auf  Q'  auf  dem  von  ihm  nach  J)  ge- 
henden Strahle  liegt,  und  die  nach  M*'  und  Af'  resp.  ge- 
henden zugehörigen  Erzeugenden  haben  parallele  Bilder  von 
der  Richtung  der  fraglichen  Asymptote;  ihren  Fluchtpunkt 
aber  erhalten  wir  als  Schnitt  der  Tangenten  an  Q*'  und  Q' 
in  den  vorher  bezeichneten  Fluchtpunkten.  Die  Eintragung 
in  Fig.  54  ist  zu  empfehlen. 

Wir  kommen  in  den  folgenden  §§  mehrfach  auf  die  Curve 
dritter  Ordnung  zurück;  überdiess  in  systematischer  Entwicke- 
lung  im  III.  Theil. 

1)  Zwei  Kegel  zweiten  Grades  über  derselben  ebenen  Leit- 
curve  durchdringen  sich  in  einem  andern  Kegelschnitt. 

Wenn  speciell  die  gemeinsame  Leitcurve  ein  Kreis  in  der 
verticalen  Projectionsebene  ist,  und  die  Endpunkte  seines  zur  Axe 
X  rechtwinkligen  Durchmessers  die  Veriicalprojectionen  der  Kegel- 
mittelpunkte 3f^  und  M2  sind,  so  erscheint  der  Durchdringungs- 
kegelschnitt in  der  Verticalprojection  als  die  Polare  vom  verticalen 
Durchstosspunkt  der  Geraden  M^M^  im  Spurkreise  und  ist  eine 
Parabel;  deren  Axe  zur  Ebene  xz  normal  ist.  Die  Kegel  sind 
orthogonale  mit  einem  gemeinsamen  System  der  Kreisschnitte. 
(Vergl.  I,  §  11,6.) 
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2)  Zwei  parallele  Kegel  zweiten  Orades  durchdringen  sichlifn 
Endlichen  in  einem  Kegelschnitte.  Von  diesem  Satze  haben  wir 
in  ly  §  (36 '^)  den  Specialfall  fQr  die  gleichseitigen  parallelen 
Rotationskegül  auf  cy klographischem  Wege  gefunden  und  erweitert 
und  sehen  denselben  für  gleiche  und  parallelaxige  Rotationskegcl 
überhaupt  gültig. 

Flg.  S5. 


3)  Wenn  die  Spurkegelschnitte  zweier  Kegel  zweiten  Grades 
vier  reelle  gemeinsame  Tangenten  haben,  so  sind  von  den  sechs 
Schnittpunkten  derselben  zwei,   nämlich  der  der  äusseren  und  der 

der  inneren  gemeinsamen  Tangenten,  Durchstosspunkte  S  der  Ver- 

* 

Vi  edler,  dAntellende  Geometrie.   II.   3.  Anfl.  9 
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bindungslinie  der  Spitzen  M,  M*  für  eine  reelle  Darchdringnng 
mit  zwei  gleichfalls  reellen  Doppelpunkten;  die  vier  übrigen  aber 
führen  so  benutzt  zu  Kegeln,  die  sich  zweifach  reell  berühren^  ohne 
sich  zu  durchdringen. 

4)  Man  zeige,  wie  aus  dem  Texte  das  Resultat  von  §  3,  6  in 
Bezug  auf  Kegel  mit  verwechselter  Spur  und  Fluchtlinie  und  ihren 

,  geraeinsamen  Querschnitt  in  der  zweiten  Parallelebene  hervorgeht 
und  man  bestimme  im  Falle  der  Kegel  zweiten  Grades  die  Ebene 
des  zweiten  gemeinsamen  Querschnittes  und  die  Lage  der  Punkte, 
in  welchen  sich  die  beiden  Kegelfiächen  berühren. 

Sie  projicieren  sich  als  die  Mitten  zwischen  S  und  Q'  der 
Umrisserzeugenden;  der  zweite  Querschnitt  als  Verbindungslinie 
derselben. 

5)  Zwei  Kegel  über  demselben  Kegelschnitt  aus  Spitzen  if, 
M^j  deren  Verbindungslinie  denselben  schneidet,  durchdringen  sich 
in  jenem  Kegelschnitt  und  in  der  doppeltzählenden  Verbindungs- 
linie der  Spitzen.  Jener  Schnitt  ist  ein  dreifacher  Punkt  in  der 
Durchdringung. 

6)  Haben  zwei  Kegel  zweiten  Grades  dieselbe  Spitze,  so  ist 
dieselbe  ein  vierfacher  Punkt  der  Durchdringung  und  dieselbe 
besteht  aus  den  vier  gemeinsamen  Mantellinien  beider  Kegel,  die 
nach  den  Schnittpunkten  ihrer  Leitcurven  gehen.  Die  Unter- 
scheidungen von  §  19,  1  zeigen  die  wesentlichen  Fälle  von  vier, 
zwei  und  keinen  reellen  Mantellinien  und  die  Grenzfälle  zwischen 
denselben.     Man  zähle  sie  auf. 

7)  Man  ordne  die  Fluchtcurven  und  Spitzen  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  so  an,  dass  ihre  Durchdringung  aus  zwei  Hyperbeln 
mit  einer  gemeinsamen  Asjmptotenrichtung  besteht. 

8)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  Ky  K*  sich  in  einem  Punkte  S 
berühren,  so  schneiden  sich  die  Paare  von  Tangenten ,  welche  an 
sie  in  den  Punkten  eines  um  S  sich  drehenden  Strahls  gezogen 
werden,  in  Punkten  einer  Geraden  £,  welche  die  reelle  oder  ideale 
gemeinschaftliche  Secante  der  Kegelschnitte  ist,  die  S  nicht  ent- 
hält. Verbindet  man  von  den  Paaren  solcher  Punkte  der  Kegel- 
schnitte Ky  K*  den  zu  K  gehörigen  mit  dem  einen  M  und  den  zu 
A^*  gehörigen  mit  dem  andern  M*  von  zwei  festen  mit  S  in  einer 
Geraden  gelegenen  Punkten,  so  erzeugen  die  zwei  so  entstehenden 
Strahlenbüschel  als  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden 
Elemente  einen  Kegelschnitt.  Denn  AT,  K^  sind  die  gleichnamigen 
Spuren  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  von  den  Spitzen  M 
und  M*y  welche  sich  längs  der  Erzeugenden  MM*S  berühren. 

Da  die  Durchdringungscurve  durch  die  Schnittpunkte  der 
Spuren  der  Kegel  geht,  so  erzeugen  zwei  sich  berührende  Kreise 
in  dieser  Art  einen  neuen  Kreis  und  allgemeiner  zwei  sich  berüh- 
rende ähnliche  Kegelschnitte  in  ähnlicher  Lage  (I,  §  33,  17)  einen 
dritten  Kegelschnitt  derselben  Art  und  Lage. 
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9)  Alle  diejenigen  Kegel  zweiten  Grades  ^  welche  dieselben 
gleichnamigen  Spuren,  dieselben  zugehörigen  Projectionen  der 
Spitzen  und  den  nftmlichen  zugehörigen  Durchstosspunkt  ihrer  Ver- 
bindungslinie haben,  erzeugen  Durchdringungscurven ,  für  welche 
die  gleichnamige  Projection  und  die  gleichnamige  Spur  ihrer  Tan- 
gentenfläche dieselben  sind  —  denn  diese  wie  jene  werden  ganz 
ohne  Zuziehung  der  andern  Projectionen  der  Spitzen  bestimmt. 

10)  Was  entspricht  dem  in  9)  bezeichneten  Verhalten  in  der 
centralprojectivischen  Darstellung? 

11)  Es  ist  unmöglich,  dass  bei  der  Baumcurve  dritter  Ordnung 
zwei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  sich  schneiden  —  weil 
sonst  in  der  Ebene  derselben  die  Spuren  der  erzeugenden  Kegel 
zwei  sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  sein  müssten,  für  die 
die  Verbindungslinie  der  Spitzen  den  einen  Berührungspunkt  ent- 
hielte. (Vergl.  den  Teit.)  Die  developpabele  Fläche  der  Baumcurye 
dritter  Ordnung  hat  also  keine  Doppelcurve.  (Vergl.  §  13.) 

12)  Eine  stationäre  Schmiegungsebene  kann  eine  Baumcurve 
dritter  Ordnung  nicht  enthalten. 

13)  Man  construiere  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  so,  dass 
die  erste  Projectionsebene  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  nach 
einer  gegebenen  Geraden  osculiere,  während  die  erste  Spur  der 
einen  Kegelfläche  ein  Ejreis  ist. 

14)  Ein  Kegel  zweiten  Grades  und  ein  elliptischer  Cylinder  mit 
einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  können  nur  eine  cubische 
Ellipse  zur  Durchdringung  haben;  man  ordne  ihre  Durchdringung 
80  an,  dass  ihre  Asymptote  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

15)  Man  erörtere^  ob  eine  cubische  Parabel  möglich  und  be- 
stimmt ist,  wenn  ein  Kegel  zweiton  Grades  gegeben  ist;  auf  dem 
sie  liegt;  dazu  entweder  die  Spitze  eines  zweiten  Kegels  oder  die 
Erzeugende  ihres  unendlich  fernen  Punktes  auf  dem  ersten  Kegel. 

16)  Jede  der  cubischen  Baumcurven:  Cubische  Ellipse,  cubische 
Hjperbel,  hyperbolische  Parabel  und  cubische  Parabel  kann  in 
Centralprojection  als  singulare  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer 
Asymptote,  oder  mit  drei  Asymptoten,  mit  einem  parabolischen  Ast 
und  einer  Asymptote^  und  als  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer 
Inflexion  nach  der  unendlich  fernen  Geraden  erscheinen.  Man  dis- 
poniere die  sechszehn  so  entstehenden  Fälle. 

17)  Man  zeichne  die  Curve  dritter  Ordnung  aus  der  Durch- 
dringung eines  Botationscylinders  und  eines  ihn  längs  einer  Man- 
tellinie rechtwinklig  schneidenden  Kegels,  der  mit  ihm  ein  System 
der  Kreisschnittebenen  gemein  hat  (also  eines  orthogonalen 
Kegels,  wie  in  Beisp.  1  oben).  Die  gemeinsame  Kreisschnittebene 
des  Kegels  M^  S^  und  des  Cylinders  M*^  B^  sei  die  horizontale, 
die  Tangentialebene  des  Cylinders  längs  der  gemeinsamen  Mantel- 
linie die  yerticale  Projectionsebene;  dann  ist  Sj*  die  Horizontal- 
projection  der  Curve,  die  Verticalprojection  derselben  hat  in  M" 

9* 
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Inflexion  mit  der  zweiten  Mantellinie  des  Kegels  in  der  Yertical- 
ebene  als  Tangente  und  ist  centriscb  symmetrisch  für  M"  als 
Centrum  mit  parallelen  Tangenten  in  den  Paaren  entsprechender 
Punkte  und  der  .ersten  Mantellinie  jenes  Kegels  als  Asymptote. 
Wir  sehen;  dass  die  Curve  durch  die  imaginären  Kreispunkte  der 
horizontalen  Ebene  geht  und  werden  weiterhin  Grründe  finden,  nach 
denen  dieselbe  als  dem  Kreis  analog  unter  den  cu bischen 
Kegelschnitten  anzusehen  ist.  Die  Spurcurve  ihrer  deyelop- 
pabeln  Fläche  in  der  Horizontalebene  entsteht  als  Ort  der  Schnitt- 
punkte aus  rechtwinkligen  Tangentenpaaren  der  beiden  Grundkreise ; 
die  zu  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  gehörenden  Punkte 
liegen  immer  in  einer  Geraden  durch  die  reelle  Spitze  der  Curve 
und  die  zu  zwei  orthogonalen  Kreisdurchmessem  so  erhaltenen 
Geraden  sind  wieder  rechtwinklig  zu  einander;  ihre  Längen  zwischen 
den  Endpunkten  in  der  Curve  sind  constant;  etc.  und  ist  in  derjenigen 
Horizontalebene  von  der  höchsten  Symmetrie,  in  welcher  beide 
Grundkreise  gleiche  Radien  haben^  nämlich  eine  Cardioide,  die  von 
einem  Punkte  eines  Kreises  bei  seinem  Bollen  auf  einem  ihm 
gleichen  Kreise  beschriebene  Curve. 

Pigr.  66. 


22.  Ehe  wir  uns  zur  letzten  Untersuchung  der  Durchdrin- 
gung der  Kegel  zweiten  Grades  wenden,  schicken  wir  einige  ein- 
fache Erörterungen  über  die  graphische  Darstellung  der  Cur?en 
im  Räume  voraus,  zu  denen  wir  im  Vorigen  gelangt  sind. 
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Man  hat  gesehen ,  dass  die  constructive  Behandlung 
einer  Raumcurve  durch  die  Yermittelung  von  zweierlei  ebenen 
Gurven  geschieht ^  von  denen  die  einen  die  Projectionen 
der  Raumcurve  selbst  sind,  die  andern  aber  ebene  Quer- 
schnitte ihrer  developpabeln  Fläche  insbesondere 
Spuren  derselben  in  Projectionsebenen  sind. 

Die  Besonderheiten  der  Kaumcurve  nach  Form  und  Lage 
müssen  Besonderheiten  dieser  ebenen  Curve  bedingen  und 
aus  solchen  erkennbar  sein.  Eine  nähere  Untersuchung  der 
Beziehungen  der  Raumcurve  selbst  zu  ihren  durch 
Parallel-  oder  Central-Projection  erzeugten  ebenen 
Abbildungen  und  zu  den  ebenen  Querschnitten  ihrer 
developpabeln  Fläche  wird  die  Regeln  für  die  Bildung 
der  bezüglichen  Urtheile  ergeben. 

Das  Projectionscentrum  und  die  Bildebene  denken  wir 
willkürlich  gewählt^  setzen  also  zunächst  voraus,  dass  das 
erstere  nicht  in  einer  Tangente  der  Gurve  oder  auf  dieser 
selbst  liege  und  die  letztere  nicht  durch  eine  solche  gehe, 
noch  auch  selbst  eine  Schmiegungsebene  der  Gurve  sei.  Um 
unsere  Schlüsse  noch  mehr  zu  präcisieren,  nehmen  wir  dann 
an,  dass  Bild  und  Spur  algebraische  Gurven,  d.  h.  von  be- 
stimmter Ordnuugs-  und  Glassenzahl  seien.  Die  Methode  der 
Betrachtung  bleibt  jedoch  gültig  auch  für  Gurven,  die  nicht 
algebraisch  sind,  und  für  solche,  die  nur  gezeichnet  vorliegen 
und  deren  mathematische  Natur  daher  nicht  bekannt  ist. 

So  untersuchen  wir  zuerst  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcurve  und  ihren  ebenen  Abbildun- 
gen, d.  h.  nach  §  4  zwischen  ihr  und  den  EegelÜächen,  die 
sie  aus  beliebigen  Punkten  des  Raumes  projicieren. 

Die  Erzeugenden  eines  solchen  Kegels  sind  die  projicieren- 
den  Strahlen  der  Punkte  der  Gurve,  seine  Tangentialebenen 
die  projicierenden  Ebenen  ihrer  Tangenten;  die  Bilder  der 
Gurvenpunkte  oder  die  Punkte  des  Gurvenbildes  sind  die  Durch- 
stosspunkte  seiner  Erzeugenden  in  der  Projectionsebene;  die 
Bilder  der  Tangenten  der  Gurve  oder  die  Tangenten  des  Bildes 
der  Gurve  sind  die  gleichnamigen  Spuren  jener  Tangential- 
ebenen.   (Vergl.  Fig.  56.) 

Der  projicierende  Kegel  und  somit  die  ebene  Abbildung 
der  Gurve   sei  gemäss  den  Bezeichnungen    des  §  1   von  der 
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Ordnung  m  und  der  Classe  n  mit  ^'  Doppelerzeugenden  resp. 
Doppelpunkten,  i  Doppeltangentialebenen  respective  Doppel- 
tangenteU;  mit  k'  Bückkehrerzeugenden  und  Bückkehrpunkten, 
und  %  Inflexionstangentialebenen  und  Inflexionstangenten.  Dann 
ergiebt  sich: 

a)  Die  ni  Schnittpunkte  des  Bildes  mit  einer  Geraden  g' 
in  der  Bildebene  (Fig.  56)  sind  die  Bilder  der  Punkte  der 
Curye,  welche  in  der  projicierenden  Ebene  jener  Geraden,  d.  i. 
in  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  --  das  Projectionscentrum 
—  nach  einer  beliebigen  Geraden  der  Bildebene  gebenden 
Ebene,  also  in  einer  Ebene  von  ganz  allgemeiner  und  unab- 
hängiger Lage,  enthalten  sind;  d.  h.  die  Ordnungszahl  m 
des  Bildes  einer  Baumcurve  ist  der  Ordnungszahl 
m  dieser  Curve  selbst  gleich  —  wenn  man  dieselbe  als 
die  Anzahl  der  Punkte  definiert,  die  sie  mit  einer  Ebene 
gemein  haben  kann. 

b)  Die  n  Tangenten  des  Bildes  aus  einem  Punkte  P'  der 
Bildebene  (Fig.  56)  sind  die  Bilder  Ton  n'  Tangenten  der 
Raumcurve,  deren  projicierende  Ebenen  die  projicierende  Ge- 
rade jenes  Punktes  enthalten,  die  also  selbst  diese  letztere, 
d.  h.  eine  Gerade  von  allgemeiner  Lage  als  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  beliebigen  Punkten,  schneiden.  Die  Glassen- 
zahl  n  des  Bildes  einer  Baumcurve  stimmt  überein 
mit  der  Bangzahl  r  der  Baumcurve  und  ihrer  De- 
veloppabeln  selbst,  die  wir  als  die  Zahl  der  Tangenten 
der  Gurve  oder  der  Erzeugenden  der  Developpabeln  erklaren, 
welche  eine  beliebige  Gerade  schneiden,  oder  als  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  einer  solchen  mit  der  developpabeln .  Fläche. 
(Daher  auch  Ordnungszahl  der  developpabeln  Fläche.) 

c)  Die  ä  Doppelpunkte  ß  des  Bildes  (Fig.  56)  sind  die 
Durchstosspunkte  von  solchen  projicierenden  Linien,  welche  die 
Baumcurve  in  zwei  verschiedenen  nicht  auf  einander  folgenden 
Punkten  treffen;  d.  h.  die  Zahl  d'  der  Doppelpunkte 
des  Bildes  einer  Baumcurve  stimmt  überein  mit  der 
Zahl  h  derjenigen  Geraden,  welche  von  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Baumes  aus  so  gezogen  werden 
können,  dass  sie  die  Gurve  zweimal  schneiden.  Die 
beiden  Tangenten  i\  i*^'  des  Bildes  im  Doppelpunkte  sind  die 
Bilder  derjenigen  beiden  Tangenten  der    Baumcurve,  welche 
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ihre  Berührungspunkte  auf  der  projicier enden  Geraden  des 
Doppelpunktes  haben.  Wenn  die  Raumcurve  selbst  einen 
Doppelpunkt  besitzt ,  so  ist  auch  sein  Bild  ein  Doppelpunkt 
ihres  Bildes;  beide  sind  auch  gleichzeitig  Knoten  resp.  isolierte 
Doppelpunkte  —  denn  die  Bilder  der  Tangenten  der  Curven- 
äste  im  Doppelpunkte  sind  die  Tangenten  der  Aeste  des  Bildes 
in  seinem  Bilde. 

d)  Die  t'  Doppeltangenten  i^^*'  ^^^  Bildes  (Fig.  56)  sind 
die  Spuren  von  solchen  projicierenden  Ebenen,  welche  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raumcurve  ent- 
halten,  und  die  zu  einer  solchen  Doppeltangente  gehörigen 
beiden  Berührungspunkte  sind  die  Bilder  der  Berührungs- 
punkte der  entsprechenden  beiden  Tangenten  der  Raumcurve. 
Die  Zahl  t'  der  Doppeltangenten  des  Bildes  ist  also 
der  Zahl  y  der  Ebenen  gleich,  die  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  des  Raumes  so  gehen^  dass  sie  je  zwei 
Tangenten  der  Raumcurve  enthalten,  also  diese 
doppelt  berühren. 

e)  Die  k'  Rückkehrpunkte  S'  des  Bildes  (Fig.  56)  sind  die 
Bilder  von  ebenso  vielen  singulären  Punkten  der  Raumcurve^ 
nämlich  von  Punkten,  in  welchen  ein  Stillstand  und  Rückgang 
bei  der  Bewegung  stattgefunden  hat,  durch  welche  die  Curve 
als  Ort  eines  Punktes  erzeugt  ward;  von  Doppelpunkten  mit 
unendlich  klein  gewordener  Schleife  und  einziger  Tangente. 
(Vergl.  §  2.)  Die  Zahl  k'  der  Rückkehrpunkte  des 
Bildes  ist  also  der  Zahl  ß  der  stationären  Punkte 
der  Raumcurve  gleich. 

f)  Jede  der  T  Inflexionstangenten  des  Bildes  ist  das  Bild 
solcher  zwei  auf  einander  folgender  Tangenten  der  Raumcurve, 
welche  in  der  nämlichen  projicierenden  Ebene  liegen,  oder 
die  Spur  einer  projicierenden  Ebene,  welche  zugleich  eine 
Schmiegungsebene  der  Curve  ist.  Denn  die  Inflexionstangente 
enthält  drei  Nachbarpunkte  1',  2\  3'  des  Bildes,  also  ihre  pro- 
jicierende  Ebene  die  drei  Nachbarpunkte  1,  2,  3  der  Raum- 
curve, die  ihnen  entsprechen.  Die  Zahl  i"  der  luflexions- 
tangenten  des  Bildes  stimmt  also  mit  der  Zahl  n  der 
Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  überein^  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen.  Wir  können  diese 
Zahl   als    die   Classenzahl   der   developpabeln  Fläche 
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der  Raumcurve  bezeichnen.  Die  Inflexionstangenten  des  Bildes 
der  Curve  sind  Umrisslinien  des  Bildes  der  developpabeln 
Fläche^  wie  wir  schon  bei  der  Tangentenfläche  der  Schrauben- 
linie bemerkt  haben.  In  §  2  haben  wir  aber  schon  gesehen, 
dass  das  Vorkommen  der  als  stationäre  Erzeugende  benannten 
Singularität  stets  eine  stationäre  oder  Inflexionstangente  im 
Bilde  bedingt;  die  Zahl  6  solcher  stationärer  Erzeugenden 
muss  also  der  Classenzahl  zugefügt  werden  ^  um  die  Zahl  der 
Inflexionen  des  Bildes  zu  erhalten. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  §  1  liefern  sonach 
für  die  Charaktere  der  algebraischen  Raumcurven  ^  gleichviel 
von  welcher  Herkunft  —  die  Gleichungen 

r  =  m(m^l)  —  2h  —  3ß ,    m=^r(r  -  1)  —  2y  —  3n  — 39, 

;e  +  9  —  (3  =  3  (r  ~  w)  5 

und  für  das  Geschlecht 

(m  — l)(//i  — 2)       ^,    ,  ^^       (r— l)(r  — 2)       ,     . 

Es  bestehen  also  drei  Relationen  zwischen  den  sieben 
Grössen  m,  n,  r,  ß,  h,  y,  9;  und  beim  Uebergang  zu  einer 
neuen  Raumcurve ;  die  aus  der  gegebenen  so  entspringt^  dass 
jedem  Punkte  und  jeder  Tangente  und  Schmiegungsebene  der 
einen  ein  Punkt^  eine  Tangente  und  Schmiegungsebene  der 
andern  entspricht,  z.  B.  beim  Uebergang  zu  einer  colh'nearen 
Curve,  tritt  zu  diesen  eine  vierte  durch  die  Unveränderlich- 
keit  des  Geschlechts  hinzu. 

1)  Ordnung  und  Classe  der  Horizontalprojection  einer 
Raumcurve  bestimmen  sich  durch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der 
Curve,  respective  ihrer  Developpabeln  mit  einer  Ebene  und  einer 
Geraden;  sie  hat  so  viel  Doppelpunkte  als  Yerticallinien  die  Curve 
zweifach  schneiden  vermehrt  um  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte,  und 
so  viel  Doppeltangenten  als  Yerticalebenen  sie  zweifach  berühren; 
endlich  so  viel  Inflexionen  als  verticale  Schmiegungsebenen  vor- 
handen sind,  vermehrt  um  die  Zahl  ihrer  stationären  Erzeugenden, 
und  so  viel  Bückkehrpunkte  als  die  Raumcurve  selbst. 

2)  Die  orthogonale  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf 
eine  zu  ihrer  Axe  parallele  Projectionsebene  hat  Inflexionstangenten 
in  den  auf  der  Projection  der  Axe  gelegenen  Punkten,  weil  die  ent- 
sprechenden Schmiegungsebenen  zu  dieser  Projectionsebene  normal 
sind.  (Vergl.  §  12,  5.) 
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3)  Dieselbe  Projection  hat  die  entsprechenden  Umrisslinien  des 
Schraubencjlinders  zu  mehrfachen  Tangenten. 

4)  Die  schräge  Parallelprojectiou  der  Schraubenlinie  auf  eine 
Kreisschnittebene  des  Schraubencjlinders  hat  Inflexionspunkie,  d.  h. 
ist  eine  verkürzte  Cjcloide  (§  12^  2),  wenn  die  Neigung  ß^  des« 
projicierenden  Strahles  gegen  die  Grundkreisebene  kleiner  ist  als 
die  Neigung  ß  der  Schraubenlinie  —  weil  es  dann  zwei  projicierende 
Strahlen  in  jedem  Gange  giebt,  welche  in  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  liegen. 

Die  Projection  hat  Doppelpunkte,  d.  h.  sie  ist  eine  verlängerte 
Cycloide,  wenn  ßi>  ß  {%  12,2).  (Vergl.  §  24,3  die  Erklärung 
der  Rückkehrpunkte  der  gemeinen  Cycloide.) 

5)  Man  erläutere,  wie  die  Centralprojection  der  Schraubenlinie 
zwei  Doppeltangenten ^  eine  beschränkte  Anzahl  von  Infiexionstan- 
genten  und  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Doppelpunkten  darbieten 
müsse.  (Yergl.  §  14^  a.)  Wie  sind  die  Inflexionsstellen  zu  con- 
struieren  ? 

6)  Die  Ebenen,  welche  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten  einer 
Raumcurve  enthalten^  bilden  eine  developpable  Fläche  von  der 
Classe  y  —  denn  es  gehen  y  derselben  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes.  Jede  derselben  berührt  diese  längs  der  Geraden,  welche 
die  Berührungspunkte  jener  Tangenten  mit  der  Curve  verbindet. 
Wir  nennen  diese  developpable  Fläche  die  der  Raumcurve 
doppelt  umgeschriebene  Developpable. 

7)  Man  erläutere  für  die  Schraubenlinie  die  besondern  Ver- 
hSltnisse  der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln,  respective  ihr 
Zerfallen  in  den  Schraubencylinder  (der  zum  unendlich  fernen  viel- 
fachen Kreise  gehört)  und  eine  developpable  Schraubenfläche  für  jeden 
Theil  der  Doppelcurve  (Fig.  Taf.  I).  Welcher  Grenze  nähern  sich 
diese  doppelt  umgeschriebenen  developpabeln  Schraubenflächen? 

Hure  Ganghöhe  ist  die  ursprüngliche;  nach  welchem  Gesetze 
ftndem  sich  ihre  Radien? 

8}  Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  keine  doppelt  umge- 
schriebene Developpable,  da  sonst  ihr  Bild  d.  h.  eine  Curve  dritter 
Ordnung  Doppeltangenten  zulassen  müsste. 

9)  Die  Kegel  zweiten  Grades,  ans  deren  Durchdringung  eine 
Baumcurve  vierter  Ordnung  hervorgeht,  sind  derselben  doppelt  um- 
g^eschriebene  developpable  Flächen;  ihre  Gesammtclasse  ist  «s  4. 
Bilden  sie  die  vollständige  doppelt  umgeschriebene  Developpable 
der  Curve?    (Vergl.  §  25  und  das  Folgende.) 

23.  Wir  untersuchen  ferner  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcurve  und  den  ebenen  Schnitten 
ihrer  developpabeln  Fläche^  die  wir  (Fig.  57)  als  Gurven 
von  bestimmter  Ordnung  und  Classe  m^^  n,,  mit  e/,  Doppel- 
punkten  und  /,    Doppeltangenten;   mit  i^  luflexionstangenten 
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und  k^  Bückkehrpunkten  voraussetzen.  Ihre  Punkte  sind  die 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumcurve  oder  der 
Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche  in  der  Schnittebene  • 
ihre  Tangenten  sind  die  Spuren  der  Schmiegungsebenen  der 
Gurre  oder  der  Tangentialebenen  der  Developpabeln  in  derselben. 
Man  findet  also  unter  der  schon  erwähnten  Voraussetzung  über 
die  Unabhängigkeit  der  Lage  .der  Schnittebene  das  Folgende. 

Flg.  57. 


a)  Die  Ordnung  m^  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden  g^  (Fig.  57)  der  Schnitt- 
ebene gemein  hat,  ist  dem  Rang  r  der  Raumcurve  und 
der  developpabeln  Fläche  gleich,  d.  i.  gleich  der  Zahl 
derjenigen  Tangenten  derselben,  welche  eine  beliebige  Gerade 
schneiden.  Diese  Zahl  kann  somit  als  die  Ordnungszahl  der 
developpabeln  Fläche  angesehen  werden. 

b)  Die  Classe  n^  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
ihrer  Taugenten  aus  einem  Punkte  P^  der  Schnittebene  (Fig.  57), 
ist  zugleich  die  Zahl  n  der  durch  diesen  Punkt  oder 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  gehenden 
Schmiegungsebenen  der  Raumcurve. 

c)  Die  Zahl  d^  der  Doppelpunkte  D^  der  Schnitt- 
curve (Fig.  57)  ist  die  Zahl  x  solcher  Punkte  ihrer 
Ebene,  d.  i.  einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raum- 
curve oder  Erzeugende  der  Developpabeln  sich 
schneiden;  die  zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  sind 
die  Spuren    derjenigen  Tangential-   oder  Schmiegungsebenen, 
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welche  den  im  Doppelpunkte  zusammentreffenden  Erzeugenden 
oder  Tangenten  angehören. 

d)  Die  Zahl  t^  der  Doppeltangenten  i^^  der 
Sehnittcurve  (Fig.  57)  ist  die  Zahl  g  der  Geraden 
ihrer  Ebene,  d.  h.  einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen 
zwei  nicht  auf  einander  folgende  Schmiegungs- 
oder  Tangentialebenen  einander  schneiden;  die  zu- 
gehörigen Berührungspunkte  der  Sehnittcurve  sind  die  Durch- 
stosspunkte  der  zu  diesen  Schmiegungsebenen  gehörigen  Tan- 
genten der  Baumcurve. 

e)  Die  Zahl  Atj  der  Bückkehrpunkte  S^  der  Sehnitt- 
curve ist  die  Zahl  m  der  Punkte  der  Baumcurve 
selbst,  welche  in  der  Schnittebeue  liegen;  denn  sie 
sind  Doppelpunkte  mit  zusammenfallenden  Tangenten,  sie  ent- 
springen also  aus  der  Begegnung  zweier  solchen  Tangenten 
der  Baumcurve  in  der  Schnittebene,  denen  nur  eine  Schmie- 
gungsebene  entspricht,  d.  h.  welche  benachbart  sind  oder  sich 
in  der  Curve  schneiden.  Wir  wissen  aber  aus  §  2,  dass  auch 
jede  stationäre  Erzeugende  einen  stationären  Punkt  in  der 
Spur  hervorbringt  und  haben  daher  im  Falle  der  Existenz 
von  solchen  ihre  Anzahl  zur  Ordnungszahl  der  Curve  zu 
addieren. 

f)Die  Inflexionstangenten  der  Sehnittcurve  wie 
die  Elementarstrecke  1]  2,  3|  der  Fig.  57  können  als  Doppel- 
tangenten mit  zusammenfallenden  Berührungspunkten  ange- 
sehen werden,  sind  also  die  vereinigten  Spuren  von  je  zwei 
solchen  Schmiegungsebenen,  welche  zu  einer  und  derselben 
Tangente  gehören,  d.  i.  zusammenfallen;  sie  entsprechen  also 
Singulariföten  der  developpabeln  Fläche,  nämlich  den  stationären 
Ebenen  oder  Inflexionstangentialebenen  derselben  (§  2)  und 
ihre  Zahl  i\  ist  der  Zahl  dieser  stationären  Ebenen 
a  gleich. 

Die  geraden  Umrisslinien  der  Developpabeln,  d.  h.  die  In- 
flexionstangenten des  Bildes  der  Curve,  sind  Tangenten  der  Bilder 
aller  ebenen  Schnitte  und  mehrfache  Tangenten  des  Bildes  der 
Doppelcurve  derselben. 

*)  Die  Belationen  der  Anmerkung  des  §  1  liefern  sonach 
fiQr  die  Charaktere  der  algebraischen  Baumcurven  die  ferneren 
Gleichungen 
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n  =  r(r—  1)  —  2a;  —  3»!  -  30;     r  =  n(n  —  1)  —  2^  — 3a; 

ce  —  /w  —  0  =  3(n  — r); 

und  für  das  Geschlecht 

welche  beide  letztern  Ausdrücke  mit  den  entsprechenden  des 
vorigen  §  identisch  sind. 

Zwischen  den  zehn  Grössen  w,  w,  r,  ^,  Ä,  x,  y,  ^,  ß,  Q, 
den  Charakterzahlen  einer  algebraischen  Raumcurve,  bestehen 
demnach  sechs  Gleichungen  und  eine  siebente  tritt  beim 
üebergang  zu  einer  eindeutig  entsprechenden  Curve,  z.  B.  zu 
einer  Evolute,  etc.  durch  die  Constanz  des  Geschlechts  hinzu. 
Man  muss  also  im  Allgemeinen  vier;  etwa  die  Singularitäten 
und  die  Ordnung;  und  wenn  das  Geschlecht  bekannt  ist;  drei 
dieser  Charaktere  kennen,  um  alle  andern  zu  erfahren. 

1)  Die  Darchschnittspunkte  der  gleichnamigen  Spuren  zweier 
Kegel  sind  Rückkehrpunkte  in  der  Spur  der  developpabeln  Fläche 
ihrer  Durchdringungscurve. 

2)  Der  Anfangspunkt  der  Schraubenlinie  in  der  zu  ihrer  Aze 
normalen  Projectionsebene  ist  Rückkehrpunkt  der  Evolvente  des 
GrundkreiseS;  welche  die  Spur  ihrer  developpabeln  Fläche  ist. 

3)  Die  Tangentialebenen  einer  developpabeln  Fläche  aus  einem 
Punkte  können  mittelst  eines  durch  diesen  Punkt  geführten  Quer- 
schnittes bestimmt  werden. 

4)  Die  Spur  der  developpabeln  Schraubenfläche  hat  keine  In- 
flexionstangenten;  weil  die  Fläche  keine  stationäre  Ebene  besitzt. 
(Vergl.  §  2.) 

ö)  Warum  hat  die  Spur  der  developpabeln  Schraubenfläche  in 
der  Normalebene   des   Schraubencylinders  keine  Doppeltangenten? 

6)  Der  Richtungskegel  einer  developpabeln  Fläche  hat'  die 
Charaktere  eines  ebenen  Querschnitts  derselben,  —  nämlich  die 
Charaktere  ihrer  FluchtcurvC;  d.  h.  ihres  unendlich  fernen  ebenen 
Querschnitts. 

7)  Wenn  eine  gemeinsame  Tangente  des  Bildes  der  Curve 
und  der  gleichnamigen  Spur  ihrer  Tangentenfläche  für  das  Bild 
nicht  stationär  ist;  so  muss  sie  dasselbe  vierpunktig  berühren  und 
für  die  Spur  stationär  sein. 

8)  Die  Punkte;  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Tan- 
genten einer  Raumcurve  schneiden,  bilden  eine  Curve  von  der  Ord- 
nung X  —  denn  es  liegen  x  derselben  in  einer  beliebigen  Ebene. 
Wir  nennen  diese  Curve  die  doppelt  eingeschriebene  Curve 
der  developpabeln  Fläche  oder  kurz  ihre  Doppelcurve. 
(Yergl.  die  Doppelcurven  der  developpabeln  Schraubenfläche  §  13.) 
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9)  Man  erläutere  die  Reciprocität  der  Charaktere  m,  n;  r,  r; 
fff  A;  Xf  y;  a,  ß'^  6;  6  der  Raumcurven  und  ihrer  developpabeln 
Flftchen;  z.  B.  (vergl.  I,  üeberblick  p.  112  f.  und  weiterhin 
§47)     , 

ff  Gerade  in  einer  Ebene,  durch  h  Gerade  durch  einen  Funkt, 
deren  jede  zwei  nicht  benachbarte  in  deren  jeder  zwei  nicht  be- 
Schmiegungsebenen  der  Curve  nachbarte  Punkte  der  Curve 
gehen.  liegen. 

X  Punkte  in  einer  Ebene,  wo  y  Ebenen  durch  einen  Punkt, 
sich  zwei  nicht  auf  einander  fol-  worin  zwei  nicht  auf  einander 
gende  Erzeugende  schneiden.  folgende  Erzeugende  liegen. 

6  Gerade,   in  denen  drei  be-  0  Gerade ;  durch  die  drei  be- 

nachbarte Punkte  der  Curye  nachbarte  Ebenen  der  Deve- 
liegen«  loppabeln  gehen. 

10)  Die  developpable  Fläche  der  Raumcurve  dritter  Ordnung 
besitzt  keine  Doppelcurve  (vergl.  §  22,  8)  —  weil  sonst  zwei  nicht 
auf  einander  folgende  Tangenten  in  einer  Ebene  liegen  und  diese 
vier  Punkte  mit  der  Curve  gemein  haben  müsste;  für  diese  Deve- 
loppable ist  o;  =3  0  und  zugleich  y  =s  0\  aus  analogem  Grunde 
ist  auch  eine  stationäre  Eben^  nicht  möglich  —  also  a  =  Q. 
(Vergl.  §  2.)  Ebenso  ist  ß  =:  0  nach  den  Untersuchungen  des 
§  20.  Das  Bild  einer  solchen  Curve  hat  also  weder  Doppelt&ngenten 
noch  Spitzen  und  die  Spur  ihrer  Developpabeln  weder  Doppel- 
punkte noch  Inflexionen. 

*11)  In  der  That  sind  die  sechs  Gleichungen  unter  *)  bei  §  22 
und  23  far 

»1  =  3,     o;  — 0,     y  =  0,     a  =  Oy     jS«=0 

(vergl.  §  1,  4),  d.  i. 

r  =  6  — 2Ä,     3  c=  r(r  —  1)  =  3n,     n  =  3r  — 9, 
n  =  r(r— 1)  — 9,     r  =  w(n—  1)  =  2^,     3.«  3(r  —  n) 

mit  einander  verträglich  und  liefern  die  einzige  Gruppe  von  Werthen 

r  =  4,     n««a3,    ^=1,     Ä«l;    p  «=  0. 

Das  Bild  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  eine  Curve 
dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  mit  einem  Doppel- 
jMinkt  und  drei  Inflexionen  ohne  andere  Singulari- 
täten. Für  die  Lage  des  Centrums  in  der  Tangentenfläche  der 
Curve  wird  der  Doppelpunkt  zur  Spitze;  liegt  er  auf  der  einen 
Seite  der  Tangentenfläche  so  ist  er  ein  Knoten,  auf  der  andern 
ein  isolierter  Punkt.  Im  ersten  Falle^  also  mit  reellen  Tangenten 
im  Doppelpunkt,  sind  zwei  der  Inflexionen  nicht  reell.  Wenn  sie 
(und  damit  die  drei  durch  das  Centrum  gehenden  Schmiegungs- 
ebenen  der  Curve)  reell  sind,  so  liegen  die  drei  Inflexionspunkte 
in  einer  Geraden.     (Vergl.  §  24^  9  und  für  den  Beweis  Bd.  III.) 
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*12)  Die  Spur  ihrer  developpabeln  Fläche  ist  eine 
Curve  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe  mit  einer 
Doppeltangente  und  drei  Bückkehrpunkten  —  von 
welchen  letzteren  zwei  nicht,  reell  sein  können,  indess  zugleich  die 
Doppeltangente  zu  einer  isolierten  oder  conjugierten  Geraden  wird. 
Diese  Ergebnisse  sind  für  den  Zeichner  von  Wichtigkeit.  (Yergl. 
Figur  51.) 

*13)  Für  die  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  ihre  Develop- 
pabeln sind  die  reciproken  Charaktere  einander  gleich 

für  die  cubischen  ganz  so  wie  für  die  ebenen  Kegelschnitte. 

*14)  Für  m  =  4  gestatten  die  sechs  Gleichungen  verschiedene 
Lösungen,  nämlich  für  h  =  2  and  h  =  3\  wenn  kein  Doppel- 
punkt in  der  Durchdringung  der  Kegel  zweiten  Grades  auftritt 
haben  wir  das  erste,  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist^  wie  im  Falle 
der  Berührung  der  Kegel  —  doch  nicht  nur  dann  —  das  zweite.  Man 
hat  6=0,  weil  nicht  drei  Punkte  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades 
in  gerader  Linie  liegen  können,  wenn  diese  nicht  eine  seiner  Man- 
tellinien ist.  Man  erhält  für  h  =^3  ^  m  =  4:  einzig  die  Gruppe, 
jedoch  wie  sich  weiterhin  zeigen  wird  mit  zwei  Bedeutungen, 

a)  n=6;  r=6;  a  =  4,  /3  =  0;  ^==6:  x^6,  y  =  4;  p  =  0; 
dagegen  für  ^  =2,  m  =  4t  die  beiden  sehr  verschiedenen  Gruppen 

b)  n=12;  r=85  a  =  16,  j5«=0;  ^  =  38;  a;=16,  y=S]  p=l; 

c)  n=  4;  r=5]  a«=    1 ,  ß=l;  g=   2;  a;=  2,  y  =  2;  p  =  0. 

Die  letztere,  dem  Falle  der  Durchdringung  mit  stationärem  Punkte 
entsprechend  (vergl.  §  20,  Fig.  63),  zeigt  wieder  die  Gleichheit 
der  reciproken  Charaktere  und  hat  daher  besonders  theoretisches 
Interesse.    (Vergl.  §  25,  15.) 

Man  erläutere  den  Werth  der  in  Gruppe  a)  enthaltenen  Zahlen 
für  den  Zeichner. 

*16)  Für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  im  Falle  der  Berührung  sind  diese  Kegel  selbst  allein  die 
doppelt  umgeschriebene  Developpable  —  denn  sie  liefern  vollständig 
^  =  4.  Wir  werden  im  §  26  sehen,  dass  die  vollständige  doppelt 
umgeschriebene  Developpable  im  allgemeinen  Fall  (y  =  8)  aus  vier 
solchen  Kegeln  besteht. 

16)  In  descriptiv- geometrischer  Darstellung  liefern  die  ver- 
ticalen  Tangenten  der  horizontalen  Spur  der  Tangentenfläche  einer 
Curve  die  zur  Aufrissebene  normalen  SchmiegungsebeneU;  also 
durch  die  in  ihnen  liegenden  Curventangenten  die  Inflexionstan- 
genten  und  Inflexionspunkte  der  Verticalprojection  der  Curve. 

24.    Wir  untersuchen  femer  einige  besondere  Lagen, 
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welche  Projectionscentrum  und  Schnittebene  zur 
Raumcurve  und  ihrer  developpabeln  Fläche  haben 
können,  hinsichtlich  der  durch  sie  bedingten  Modificationen 
der  Ergebnisse  der  vorigen  §§. 

Zunächst  für  das  Projectionscentrum  die  Voraussetzungen, 
dass  es  a)  auf  einer  Tangente  der  Curve,  b)  in  einem  Punkte 
der  Curye,  c)  in  einem  stationären  Punkte  derselben  liege; 
sodann  für  die  ^chnittebene  die,  dass  sie  d)  durch  eine  Tan- 
gente der  Curve  gehe,  e)  mit  einer  Schmiegungsebene  derselben 
und  endlich  f)  mit  einer  stationären  £bene  derselben  zusam- 
menfalle; die  Betrachtung  anderer  Lagen  sei  empfohlen. 

a)  Wenn  das  Projectionscentrum  auf  einer  Tan- 
gente t  der  üurve  liegt,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Bildes 
uDgeändert,  gleich  m]  die  Olasse  des  Bildes  vermindert  sich 
auf  (r — 1),  weil  diejenige  Tangente  bei  der  Bildung  nicht 
mit  zählt,  welche  das  Centrum  enthält;  die  Zahl  der  Doppel- 
punkte wird  (Ä  —  1),  weil  die  Tangente  /  selbst  eine  Gerade 
durch  das  Centrum  ist,  welche  die  Curve  zweimal  schneidet, 
ohne  doch  einen  Doppelpunkt  hervorzurufen;  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  wird  y  —  (r  —  4)  —  denn  jede  Tangente  der 
Curve,  also  auch  die  durch  das  Centrum,  wird  von  (r — 4) 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten,  und  diese  bestimmen 
mit  ihr  solche  Ebenen,  welche  keine  Doppeltangenten  des  Bildes 
hervorrufen;  die  Zahl  der  Bückkehrpunkte  vermehrt  sich  um 
Eins  auf  (ß  -{-  1),  weil  die  durch  das  Centrum  gehende  Tan- 
gente einen  stationären  Punkt  im  Bilde  der  Curve  bedingt 
(yergl.  das  erste  Beispiel);  endlich  vermindert  sich  die  Zahl 
der  Inflexionstangenten  auf  {n  -\-  Q  —  2) ,  weil  die  beiden  durch 
/  und  das  Centrum  gehenden  benachbarten  Schmiegungsebenen 
keine  Inflexionen  mehr  erzeugen  —  sondern  statt  dessen  den 
Rückkehrpunkt  der  vorigen  Bemerkung. 

Wenn  man  in  die  Gleichungen  r  =  m{m  —  1)  — 2h  — ^ßj 
,w  =  r(r  —  1)  —  2y  —  3n  —  30,  n  -f  8  —  /?  ==  3(r  —  wi)  an 
Stelle  von  r,  Ä,  ß  und  n  die  Werthe  r—  1,  h  —  l,j3+l; 
n  —  2  setzt,  so  bleiben  die  erste  und  dritte  ungeändert  und 
die  zweite  fordert  die  Ersetzung  von  y  durch  y  —  (r  —  4),  in 
Bestätigung  des  oben  gegebenen  und  geometrisch  deutlichen 
Satzes,  dass  jede  Tangente  der  Curve  r  —  4  andere  schneidet. 
Derselbe  zeigt,   dass  nur  für  r  -»  4  diese  Zahl  verschwindet 
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und  dass  also  nur  für  diesen  Fall  keine  Doppelcurye  existiert. 
Vergl.  Beisp.  im  §  22  und  §  23.  Hier  sagt  die  Relation  noch, 
dass  von  einer  so  entstandenen  Spitze  noch  r  -  4  anderwärts 
berührende  Taugenten  an  das  Bild  der  Curye  gehen. 

b)  Ist  das  Gentrum  ein  Punkt  P  der  Curve,  so 
kommt  für  das  Bild  derselben  die  Ordnung  auf  {m  —  1),  die 
Classe  auf  (r  —  2);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  auf  h  —  (tn  —  2), 
weil  eine  Ebene  durch  die  Tangente  der  Curve  in  P  die  Gurve 
in  {m  —  2)  weiteren  Punkten  schneidet,  die  mit  P  verbunden 
zweifach  schneidende  projicierende  Gerade  liefern,  welche 
keine  Doppelpunkte  hervorbringen;  die  Zahl  der  Doppeltan- 
genten kommt  auf  y  —  (2r  —  8),  weil  nach  der  Lage  in  zwei 
benachbarten  Tangenten  die  doppelte  Verminderung  des  Falles 
a)  eintritt;  die  Zahl  der  Rückkehrpunkte  bleibt  ß,  die  der  In- 
flexionstangenten  aber  wird  (n  -|-  6  —  3),  weil  drei  Schmie- 
gungsebenen  sich  im  Gentrum  P  schneiden,  welche  keine 
Inäexionen  hervorbringen  können. 

Die  folgenden  Ergebnisse  begründet  man  in  ganz  analoger 
Weise  und  wir  dürfen  dem  Leser  daher  die  Ausführung  über- 
lassen. 

c)  Für  die  Lage  des  Gentrums  in  einem  .statio- 
nären Punkte  ergiebt  sich  die  Ordnung  {m — 2),  die  Classe 
(r  —  3);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  h  —  2(m  —  3),  die 
der  Doppeltangenten  y  —  (3r  —  13);  die  Zahl  der  Rückkehr- 
punkte kommt  auf  {ß  —  1),  die  der  Inflexionstangenten  auf 
(n  +  G  —  4);  aber  z.  B.  mit  den  Zahlen  von  §  23,  *i4,c);  und 
in  dem  Punkte  der  Gurve  in  einer  ^stationären  Schmiegungs- 
ebene,  wie  für  einen  gewöhnlichen  Curvenpunkt 

m  — 1,     r  — 2,     h  —  m  +  2,    y  -  2r  +  8,    i3,«-fe  — 3. 

Sodann  für  die  speciellen  Lagen  der  Schnittebene. 

d)  Für  den  Schnitt  der  Developpabeln  mit  einer 
EbenC;  welche  eine  Tangente  der  Gurve  enthält, 
werden  Ordnung  und  Glasse  respective  r  —  1,  n;  die  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten  x  —  (r  —  4),  ^  —  1 ; 
der  Rückkehrpunkte  und  Inflexionstangenten  i»  -|-  8  —  2, 
a  -j-  1  respective. 

e)  Der  Schnitt  mit  einer  Schmiegungsebene  giebt 
für  Ordnung  und  Glasse  r  —  2,  n  —  1;  für  Doppelpunkte  und 
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Doppeltangenten   o;  —  (2  r  —  8) ,  ^  —  w  +  2 ;   für  Rückkehr- 
punkte  und  Inflexionstangenten  m  +  0  —  3 ,  a  respective. 

f)  Der  Schnitt  mit  einer  stationären  Ebene  respec- 
tive  und  in  derselben  Ordnung 

r  — 3,  n— 2;  a;— (3r— 13),  ^— 2(«— 3);   »i  +  G  — 4,   a  — 1. 

1)  Wenn  eine  Baumcurve  parallel  resp.  orthogonal  so  projiciert 
wird,  dass  die  erste  Projectionsebene  eine  ihrer  Schmiegungsebenen 
ist,  so  liegt  die  zweite  Projection  des  zugehörigen  Punktes  A  in  der 
Axe  X  und  diese  selbst  ist  Inflexionstangente  in  demselben  für  die 
zweite  Projection  der  Curve,  d.  h.  die  Projectionen  der  benachbarten 
Punkte  B'',  C  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  derselben.  Führt  man 
dann  (Fig.  58,  a)  eine  neue   zweite  Projectionsebene  normal   zur 

Figr.  68. 


Tangente  i  der  Curve  in  A  ein,  also  mit  einer  Axe  yC ,  so  entsteht 
in  der  neuen  zweiten  Projection  auf  diese  der  gewöhnliche  Bück- 
kehrpunkt. Das  Projectionscentrum  für  dieselbe  liegt  auf  der  Tan- 
gente iy  man  hat  den  Constructionsbeweis  für  das  Auftreten  eines 
neuen  Bückkehrpunktes  im  Falle  a).  Analog  für  Centralprojection. 

2)  Wäre  die  erste  Projectionsebene  eine  stationäre  £bene  im 
Punkte  A  der  Curve  (Fig.  58,  b),  so  dass  die  zweite  Projection 
der  Curve  in  der  Nachbarschaft  von  A  auf  einerlei  Seite  der  Axe 
o;  liegt,  so  giebt  die  neue  zweite  Projection,  die  in  der  vorigen 
Art  entsteht,  einen  Bückkehrpunkt  ^  für  welchen  beide  Aeste  der 
Corve  auf  derselben  Seite  der  Bückkehrtangente  liegen.  Wir  haben 
hier  deutlich  die  Vereinigung  von  stationärem  Punkt  und  stationärer 
Tangente  (§  1  und  §  2,  6 f.).  (Schnabelspitze,  gegenüber  der 
Dorn  spitze  des  Falles  a).  In  diesem  Falle  können  auch  beide  Aeste 
zur  Deckung  kommen.    (Vergl.  §  26.) 

3)  Die  schiefe  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf  die 
Normalebene  zu  ihrer  Axe  ist  eine  Cycloide  mit  Bückkehrpunkten 
(gemeine  Cjcloide),  wenn  die  Neigung  der  projicierenden  Geraden 
der  Neigung  der  Schraube  gleich  ist  —  weil  dann  das  Projections- 
centrum auf  einer  Tangente  des  Schraubenganges  gelegen  ist. 
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4)  Man  zeigt  geometrisch,  dass  jede  Tangente  der  Curve  von 
r  —  4  andern  Tangenten  derselben  geschnitten  wird,  indem  man 
bemerkt,  dass  der  Schnitt  der  zugehörigen  Schmiegnngsebene  mit 
der  Tangentenfläche  aus  der  doppelt  zählenden  Tangente  und  einer 
von  ihr  berührten  Curve  von  der  Ordnung  (r  —  2)  besteht,  und 
dass  die  Tangente  mit  dieser  ausser  dem  Berührungspunkte  nur 
noch  (r  —  4)  Punkte  gemein  haben  kann.  Diese  sind  die  Punkte, 
in  denen  sie  nicht  benachbarten  Tangenten  der  Curve  begegnet^ 
d.  h.  Punkte  der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche. 

Betrachtet  man  statt  des  Schnittes  der  zugehörigen  Schmie- 
gungsebene  mit  der  Tangentenfläche  den  projicierenden  Kegel  der 
Curve  aus  dem  zugehörenden  Curvenpunkte^  so  besteht  dieser  aus 
der  doppelt  zählenden  Tangente  und  einem  Kegel  (r  —  2)**' 
Classe^  der  jene  enthält  und  an  den  daher  von  ihr  aus  noch 
(r  —  4)  Tangentialebenen  gehen. 

Jede  Ebene  der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln  der 
Curve  enthält  einen  ihr  entsprechenden  Punkt  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curve  ihrer  Tangentenfläche ;  beide  Gebilde  können  als 
in  perspectivischer  Lage   bezeichnet  werden. 

ö)  Für  die  Eaumcurve  dritter  Ordnung  ist  der  projicierende 
Kegel  aus  jedem  ihrer  Punkte  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  also 
jedes  Bild  derselben  aus  einem  solchen  ein  Kegelschnitt.  Die  Zahlen 
von  §  23^*11  geben  für  die  bezüglichen  Charaktere  nach  b) 

»i'  =  n=2;     tf'  =  r'  =  i'«^'  =  0. 

Es  ist  in  Folge  dessen  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  durch 
sechs  Punkte  des  Baumes  bestimmt;  man  construiert  sie  indem 
man  zwei  derselben,  gleich  viel  welche^  zu  Spitzen  von  Kegeln 
zweiten  Grades  wählt,  die  die  jeweiligen  fünf  andern  enthalten. 

6)  Man  construiere  mit  dem  Lineal  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung  durch  sechs  gegebene  Punkte  /\-,  von  denen  keine  vier 
in  einer  Ebene  liegen  —  indem  man  zwei  derselben  als  Scheitel 
Jf ,  Jl/*  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  wählte  welche  durch 
die  Kanten  MM*,  MP^,  MP^,  MP^,  MP^  und  M*M,  M*P^, 
M*P<i^  M* P^^  M*P^  respective  bestimmt  sind,  und  die  Durch- 
dringung derselben  ermittelt.  In  den  durch  je  fünf  Punkte  be- 
stimmten gleichnamigen  Spuren  der  Kegelflächen  —  wählt  man 
die  Ebene  durch  eine  Gruppe  von  drei  Punkten  jP,-,  z.  B.  P^P^P^ 
zur  Grundebene,  so  sind  die  Spuren  durch  die  vier  gemeinsamen 
Punkte  und  je  einen  fünften  Punkt  bestimmt  —  construiert  man 
linear  nach  I,  §  27, 1^  die  Paare  ihrer  Schnittpunkte  mit  einem 
um  den  gleichnamigen  Durchstosspunkt  von  M*M  sich  drehenden 
Strahl  und  erhält  als  Schnitt  ihrer  Verbindungslinien  mit  M , 
resp.  M"*  je  einen  Punkt  des  Curvenbildes ;  man  construiert  ebenso 
linear  die  den  Paaren  dieser  Schnittpunkte  des  sich  drehenden 
Strabld  entsprechenden  Tangenten  der  Spuren  und  erhält  als  ihren 
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Schnitt  den  jedesmaligen  gleichnamigen  Durchstosspunkt  der  zum 
entsprechenden  Punkte  der  Raumcurve  gehörigen  Tangente.  Die 
Aufeinanderfolge  dieser  Durchstosspunkte  der  Tangenten  bildet  die 
Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Curve;  die  Tangente  der  Baum- 
curve  im  Punkte  P  und  die  Tangente  der  Spurcurve  der  Develop- 
pabeln im  Durchstosspunkte  derselben  bestimmen  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Raumcurve  im  Punkte  P.  Nach  der  ConstrucUon  der 
Durchdringung  (Fig.  54)  ist  ihre  Spur  zugleich  die  der  Tangen- 
tialebene des  projicierenden  Kegels  der  Curven  aus  P  längs  der 
Tangente  der  Curve  in  P.  Man  kann  daher  auch  die  Tangente 
eines  Punktes,  etc.  unter  den  Daten  verwerthen^  ähnlich  wie  bei 
der  üonstruction  der  Kegelschnitte  in  I,  §  27^  4  f.  Als  Specialfall 
hat  man  die  üonstruction  einer  cubischen  Hyperbel,  wenn  ihre 
AsymptotenrichtungeU;  die  Spitzen  der  beiden  sie  erzeugenden 
Kegel  und  ein  fernerer  Punkt  der  Curve,  z.  B.  in  einer  Projections- 
ebene  gegeben  ist. 

7)  Durch  die  cubische  Ellipse  geht  nur  ein  Cjlinder  zweiten 
GradeS;  während  die  cubische  Hyperbel  deren  drei  und  die  hyper- 
bolische Parabel  zwei  zulässt^  von  denen  einer  parabolisch  ist.  Wie 
sind  die  anderen?   Wie  bei  der  cubischen  Parabel? 

8)  Jede  Schmiegungsebene  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung 
schneidet  die  developpable  Fläche  derselben  in  einer  Curve  zweiten 
Grades;  bei  der  cubischen  Parabel  in  einer  Parabel.  Die  Flucht- 
curve  der  developpabeln  Fläche  der  cubischen  Parabel  ist  ein  Kegel- 
schnitt.   (Vergl.  Fig.  55.) 

9)  Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  in 
drei  Punkten  schneiden  sich  in  einem  Punkte  ihrer  Ebene. 

10)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  von  zwei  Kegelschnitten 
in  verschiedenen  Ebenen,  welche  die  Durchschnittslinie  dieser  letz- 
teren in  verschiedenen  Punkten  berühren;  sind  die  Schmiegungs- 
ebenen einer  Raumcurve  dritter  Ordnung ;  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Berührungspunkte  sind  die  Erzeugenden  der  deve- 
loppabeln Fläche  derselben.  Diese  kann  somit  als  Grenzfläche  für 
das  von  der  einen  Kegelschnittfläche  ausgehende  durch  die  nach  der 
andern  Kegelschnittlinie  begrenzte  Oeflhung  fallende  Licht  angesehen 
^rerden.    Speciell  erzengen  sie  zwei  Parabeln  in  parallelen  Ebenen. 

11)  Aus  sechs  Schmiegungsebenen^  von  denen  keine  vier  durch 
einen  Punkt  gehen,  kann  die  Curve  dritter  Ordnung  und  ihre  deve- 
loppable Fläche  linear  construiert  werden  —  etwa  indem  man  zwei 
derselben  zur  Projectionsebene  und  Fixebene  einer  allgemeinen 
Parallelprojection  wählt. 

12)  Drei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  durch  die 
Schnittpunkte  der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Ebenen  eine  Raum- 
curve dritter  Ordnung.  Die  Construction  oben  6)  entspricht  dem 
Falle,  wo  die  Scheitelkante  des  einen  von  den  Scheitelkantdn  der 
andern  geschnitten  wird. 

10* 
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13)  Drei  projectivische  Punktreihen  erzeugen  durch  die  Yer- 
bindungsebenen  der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Punkte  die  deve> 
loppable  Fläche  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung. 

14)  Aus  einem  Punkte  der  Doppelcurye  der  developpabeln 
Fläche  wird  die  zugehörige  Raumcurve  so  projiciert,  dass  ihr  Bild 
die  Ordnung  m,  die  Classe  r  —  2,  Doppelpunkte  an  Zahl  h  —  2 
und  Doppeltangenten  y  —  (2  r  —  9) ,  Bückkehrpunkte  /?  4~  ^  ^^^ 
Inflexionstangenten  n  -f-  0  —  4  hat. 

15)  Eine  Ebene  der  doppelt  umschriebenen  Developpabeln  einer 
Baumcurve  schneidet  ihre  developpable  Fläche  in  einer  Curve  von 
den  Charakteren  tUi  «=  r  —  2 ,  w,  =  w ,  df^  «=  x  —  (2  r  —  9), 
^j  =  ^  —  2,  /:,  =  m  +  e  —  4,  i,  —  «  +  2. 

*16)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades 
ohne  Doppelpunkt  wird  aus  einem  ihrer  Punkte  als  eine  Curve  dritter 
Ordnung  und  sechster  Classe,  mit  neun  Inflexionstangenten  ohne 
Doppelpunkte^  Bückkehrpunkte  und  Doppeltangenten  projiciert;  aus 
einem  Punkte  der  Doppelcurve  entsprechen  dem  Bilde  für  dieselben 
Charaktere  respective  die  Zahlen  4,  6;  8^  0,  2,  1. 

*17)  Die  beiden  Fälle  der  vorigen  Durchdringungscurve  ohne 
und  mit  Berührung  der  Kegelflächen  geben  für  den  Schnitt  der  deve- 
loppabeln Fläche  mit  einer  Schmiegungsebene  die  folgenden  Cha- 
ractere  respective: 

ffij=6,4;  n,  —  11,5;  ^^  =  8,2;  ^^  =  28,2;  A',  =  1,1;  i,  =  16,4. 

^^18)  Für  die  Charaktere  des  Schnittes  mit  einer  stationären 
Ebene  erhält  man 

m^  =  5,3;  n^  =  10,4;  e/,  =  5,1;  i^  =  20,0;  A-,  =0,0;  i|  =  15,3 

und  in  dem  Falle  einer  Spitze  speciell  2,  2,  0,  0,  0,  0  —  d.  h. 
der  Querschnitt  der  Tangentenfläche  der  Baumcurve  vierter  Ord- 
nung mit  Spitze  mit  ihrer  stationären  Ebene  ist  ein  Kegelschnitt. 

25.  Im  Folgenden  betrachten  wir  ausschliesslich  die  Curve 
vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegelflächen  zweiten 
Grades;  wir  untersuchen  ihre  Symmetrie-  oder  Involntions- 
Eigeuschaften,  um  dadurch  zur  vortheilbaftesten  Behandlung 
ihrer  Construction  zu  gelangen.  Diese  In voiutions  -  Eigen- 
schaften unserer  Curve  und  ihrer  Tangentenfläche  fliessen  aus 
den  Involutions-Eigenschaften  der  Kegel  zweiten  Grades,  die 
wir  aus  Bd.  I,  §  30  f.  kennen,  und  ihre  Untersuchung  kann  ange- 
knüpft werden  an  die  zwei  scheinbaren  Doppelpunkte,  welche 
das  Bild  unserer  Curve  besitzt  (für  /t «»  2  giebt  unsere  Con- 
struction in  der  That  den  directen  Beweis)  —  und  zwar  nicht 
nur  im  allgemeinen  Falle  als  eigentliche  Raumcurve  vierter 
Ordnung,   sondern  auch  dann,  wenn  sie   zusammengesetzt  ist 
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aus  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  Doppelsekante  oder 
aus  zwei  Kegelschnitten  (§  21).  In  allen  Fällen  kann  auf  die 
nämliche  Weise  die  gerade  Verbindungslinie  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  construiert  werden,  eine  Gerade ,  welche  reell 
ist,  gleichviel  ob  die  Doppelpunkte  selbst  reell  sind  oder  nicht. 

Denn  die  projicierenden  Strahlen  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte sind  die  durch  das  Projectionscentrum  gehenden  Dop- 
pelsekanten ddt*  Curve;  und  wenn  wir  auf  jedem  derselben  den 
dem  Centrum  conjugierten  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
seinen  beiden  Curvenpunkten  bestimmen,  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  so  erhaltenen  Punkte  die  Schnittlinie 
der  beiden  Polarebenen  des  Centrums  oder  der  nach  ihm  aus 
den  Mittelpunkten  der  Eegel  gehenden  Strahlen  in  den  Kegel- 
flächen,  weil  diese  (Bd.  I,  p.  231  f.)  die  vierten  harmonischen  zu 
dem  Centrum  in  allen  Strahlen  durch  dasselbe  in  Bezug  auf 
ihre  Schnitte  mit  den  respectiven  Kegelmänteln  enthalten. 
Das  Bild  dieser  Durchschnittslinie  d  aus  dem  näm- 
lichen Centrum  ist  die  Verbindungsgerade  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  der  Durchdringung  in 
der  entsprechenden  Projection. 

Die  projicierende  Ebene  Cd  von  d  schneidet  beide  Kegel 
in  Curven  zweiter  Ordnung ,  für  welche  C  der  Pol  von  d  ist; 
d.  h.  nach  J,  §  32.  C  ist  der  eine  Dii^onalpunkt  des  Vierecks 
ihrer  gemeinsamen  Punkte,  der  Punkte  der  Durchdringungs- 
curve  der  Kegel  in  dieser  Ebene,  und  die  beiden  anderen 
Diagonalpunkte  derselben  liegen  in  d. 

Die  Ableitung  zeigt  die  Gültigkeit  der  gefundenen  Con- 
structionsregel  für  alle  Durchdringungen  der  Kegel  zweiten 
Grades,  wie  auch  unabhängig  von  der  Realität  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  selbst.  Wenn  wir  in  Fig.  47  (und  ganz  ebenso 
in  Fig.  51)  die  Polaren  p,  p*  von  M  im  Kegelschnitt  S  und 
respective  von  M*  im  Kegelschnitt  S*  zeichnen,  so  sind  sie 
die  Spuren  der  fraglichen  beiden  Polarebenen  des  Centrums 
der  Projection,  und  ihr  Schnittpunkt  D  (derselbe  ist  in  Fig.  48 
nnd  52  in  dieser  Art  eingezeichnet  und  die  Linie  der  schein- 
baren Doppelpunkte  d  markiert)  ist  der  Durchstosspunkt  der 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen.  Vervollständigen  wir  die  Data  der 
Projection  in  dieser  Figur,  z.  B.  indem  wir  im  Sinne  der  ge- 
iv^obnlichen  Centralprojection  den  Fluchtpunkt  (/  der  Geraden 
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MM*  hinzufügen,  so  können  wir  die  von  jenen  Spuren  nach 
den  Spitzen  M  respective  M*  gehenden  Ebenen  bestimmen  — 
durch  Angabe  ihrer  Fluchtlinien  —  und  damit  ihre  Schnitt- 
linie ziehen.  Ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Bilde  der  Gurve 
fallen  paarweise  zusammen  und  sind  also  die  beiden  Doppel- 
punkte desselben. 

Um  in  Fig.  50  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  der 
Horizontalprojection  zu  finden,  bestimmen  wir* zuerst  die  den 
Richtungen  der  Horizontalprojectionen  ihrer  Mantellinien  con- 
jugierten  Durchmesser  ihrer  Spurcurven,  die  Horizontal  spuren 
der  Polarebenen  der  Richtung  von  z  in  Bezug  auf  die  Cy- 
linder,  sodann  die  Yerticalspuren  dieser  Ebenen,  als  die  Rich- 
tungen der  respectiven  Mantellinien  enthaltend,  und  endlich 
die  Horizontalprojection  ihrer  Schnittlinie.  Ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Horizontalprojection  der  Curve  sind  die  Doppelpunkte 
derselben.  (Die  Horizontalprojection  des  wirklichen  Doppel- 
punktes D  gehört  ihr  nach  dem  gegebenen  Beweise  nicht  an.) 

Für  die  Verticalprojection  haben  wir  die  Polarebenen  von 
der  Richtung  der  Axe  y  in  beiden  Gylindem  zu  nehmen,  deren 
Horizontalspuren  die  zu  jener  Richtung  conjugierten  Durch- 
messer der  horizontalen  Spurcurven  sind,  und  die  Verticalpro- 
jection ihrer  Durchschnittslinie  zu  zeichnen,  Sie  enthält  die 
Doppelpunkte  der  Verticalprojection  der  Curve.  Wir  empfehlen 
die  Eintragung  dieser  Linien  in  den  besprochenen  Figuren, 
.wie  in  den  sogleich  noch  zu  besprechenden.  Die  erst  behan- 
delte Construction  giebt  die  gesuchte  Gerade  auch  für  Fig. 
52  und  55  und  die  zuletzt  angeführte  für  Fig.  54;  nämlich  sie 
giebt  die  gerade  Linie,  welche  den  scheinbaren  Doppelpunkt 
des  Ourvenbildes  mit  dem  Punkte  verbindet,  wo  dasselbe  von 
dem  Bilde  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  zum  drittenmal 
geschnitten  wird. 

Die  gefundene  Gerade  ist  bestimmt,  so  lange  die  beiden 
sich  in  ihr  schneidenden  Polarebenen  bestimmt  und  verschieden 
sind.  Wäre  die  eine  von  ihnen  völlig  unbestimmt,  also  (§  8) 
das  Projectionscentrum  die  Spitze  des  einen  der  sich  durch- 
dringenden Kegel,  so  würde  jede  in  der  andern  liegende  Gerade 
als  Söhhittlinie  von  beiden  anzusehen  sein,  d.  h.  in  jeder  Ge- 
raden der  Bildebene  hätte  das  Bild  der  Durchdringungscurve 
zwei  Doppelpunkte  oder  zwei  Paare  zusammenfallender  Schnitt- 
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punkte;  oder  jede  Mantellinie  des  projicierenden  Kegels  ent- 
hält zwei  Punkte  der  Durchdringung  und  projiciert  sie  —  wir 
sagen ;  der  projicierende  Kegel  ist  doppelt  projicierend;  also 
auch  —  da  eine  Ebene  die  Baumcurve  vierter  Ordnung  nur 
in  vier  Punkten  schneiden  kann,  wenn  sie  deren  nicht  unendlich 
viele  enthält  —  jede  projicierende  Ebene  enthält  zwei  und 
nur  zwei  solche  Mantelliuien  oder  der  projicierende  Kegel  ist 
ein  Kegel  zweiten  Grades,  wie  vorausgesetzt  wurde,  und  die 
zugehörige  Projection  der  Durchdringung  ist  ein  doppelt  zu 
zahlender  Kegelschnitt.  Es  ist  evident,  dass  ganz  die  nämlichen 
Schlüsse  dann  gelten,  wenn  beide  Polarebeuen  des  Projections- 
centrums  zusammenfallen ;  es  gilt  also  der  wichtige  Satz : 
Wenn  das  Projectionscentrum  ein  Punkt  ist,  der  in 
beiden  sich  durchdringenden  Kegeln  zweiten  Grades 
dieselbe  Polarebene  hat,  so  ist  der  projicierende 
Kegel  der  Durchdringungscurve  doppelt  proji- 
cierend  und  ein  Kegel  zweiten  Grades  oder  ihr  Bild 
ein  Kegelschnitt.  Und  jene  Polarebene  ist  zugleich 
als  die  Polarebene  des  Centrums  in  Bezug  auif 
diesen  Kegel  selbst  anzusehen. 

Wir  zeigen  nun  durch  Construction,  dass  es  solcher 
Punkte  im  Allgemeinen  zwei  und  nur  zwei  giebt. 
Das  geschieht  durch  Anwendung  der  Sätze  von  den  Polstrahlen 
und  Polarebenen  und  von  den  Involutionen  harmonischer  Polar- 
ebenen und  Polarlinien  in  Bezug  auf  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  welche  wir  als  die  Uebertragung  der  Sätze  der  Po- 
larentheorie  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  das  projicie- 
rende Bündel  in  I,  p.  231  f.  erhalten  haben.  Darnach  entspricht 
jeder  Geraden  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  vom  zweiten 
Grade  eine  Ebene  durch  denselben  Punkt  als  Polarebene  in 
der  Art,  dass  alle  die  in  dieser  durch  jenen  Mittelpunkt  ge- 
zogenen Geraden  .Polarebenen  haben,  welche  durch  jene  gehen, 
und  umgekehrt.  Denken  wir  nun  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  M  und  M"^  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  so 
entspricht  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegel  aus  M  eiiie  durch  M 
gehende  Polar.ebene  P*  durch  M  und  in  Bezug  auf  den  Kegel 
aas  M*  eine  durch  ^*  gehende  Polarebene  P,  welche  beide 
sich  in  einer  geraden  Linie  g  durchschneiden  werden.  Und 
lassen  wir  eine  Ebene  E  sich  um  die  Gerade  MM'^  drehen. 
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SO  wird  ihre  Polarlinie  in  Bezug  auf  den  Eegel  aus  M  sich 
um  il/  in  P*  drehen,  während  ihre  Polarlinie  in  Bezug  auf 
den  Kegel  aus  ^*  sich  um  iü/*  in  P  drehen  muss,  so  dass 
jene  Geraden  und  die  Spuren  von  B  in  P*  die  Involution  har- 
monischer Polarstrahlen  in  der  Ebene  P*  für  den  Kegel 
zweiten  Grades  aus  M  bilden,  wie  in  gleicher  Weise  diese  und 
die  Spuren  von  E  in  P  die  Involution  harmonischer  Polar- 
strahlen in  P  für  den  Kegel  aus  M*,    Betrachten  wir  also  die 

Fig.  59. 


Schnitte  der  in  Rede  stehenden  Ebenen  und  Geraden  mit  ^, 
so  bildet  die  Reihe  der  Schnittpunkte  ^,  y,  . .  .  von  g  mit 
den  Lagen  von  E  einerseits  eine  Involution  mit  den  Schnitt- 
punkten X^^  Z,,  ...  der  ihnen  im  Kegel  M  entsprechenden 
Polarstrahlen  und  anderseits  auch  eine  Inrolution  mit  den 
Schnittpunkten  X^^  Zj*,  .  .  .  der  Polarstrahlen,  welche  ihnen 
im  Kegel  M*  entsprechen.  Das  gemeinsame  Paar  dieser  beiden 
vereinigten  Involutionen  (vergl.  I,  §  31,  15)  löst  unsere  Frage. 
Bezeichnen  wir  dasselbe  durch  N^  iV*,  so  ist  der  Ebene  MM^N 
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als  Polarstrahl  im  Eegel  aus  M  die  Gerade  MH^  und  als 
Polarstrahl  im  Kegel  aus  M*  die  Gerade  ilf*iV*  zugeordnet 
oder  A*  ist  ihr  gemeinsamer  Pol  in  Bezug  auf  beide  Eegel 
zweiten  Grades;  ebenso  entsprechen  der  Ebene  MM*N*  die 
Polarstrahlen  MN  und  M*N  respective  und  folglich  in  beiden 
Kegeln  der  Pol  N.  Die  Punkte  N  und  N*  sind  also  die  ein- 
zigen Punkte  von  einerlei  Polarebenen  in  Bezug  auf  beide 
Kegel  zweiten  Grades,  und  man  sieht ^  dass  die  Polarebene 
eines  jeden  von  ihnen  durch  den  andern  geht  und  durch  ihn 
und  die  beiden  Eegelmittelpunkte  bestimmt  ist.  Die  Ebenen 
M*NN*  und  MNN*  sind  ebenso  die  Polarebenen  von  M,  M* 
resp.  bezüglich  beider  Kegel^  oder  im  Tetraeder  MM^NN^ 
bat  jede  Ecke  die  gegenüberliegende  Fläche  zur  Polarebene  in 
beiden  Kegeln. 

Wir  wissen  aber  aus  dem  Vorigen^  dass  jeder  Punkt,  der 
in  beiden  Kegeln  dieselbe  Polarebene  hat,  Mittelpunkt  eines 
durch  die  Curve  gehenden  Kegels  vom  zweiten  Grade  ist  und 
haben  somit  gefunden,  dass  unsere  Durchdringungs- 
curve  im  Allgemeinen  auf  vier  Kegeln  zweiten 
Grades  liegt,  aus  deren  sechs  Paaren  sie  also  gleich- 
massig  erzeugt  werden  kann.  Für  den  Mittelpunkt 
jedes  dieser  Kegel  ist  die  Ebene  der  drei  andern 
Mittelpunkte  die  gemeinsame  Polarebene  in  allen 
Kegeln. 

Unsere  Construction  zeigt,  dass  aus  zwei  reellen  Kegeln 
zweiten  Grades  die  Verbindungsgerade  g  der  beiden  letzten 
Kegelmittelpunkte  stets  reell  gefunden  wird;  dass  diese  Mittel- 
punkte selbst  nur  dann  nicht  reell  sind,  wenn  beide  Involu- 
tionen harmonischer  Pole  auf  g  reelle  Dopppelpunkte  haben 
und  diese  einander  trennen,  d.  h.  wenn  g  beide  gegebenen 
Kegelflächen  in  reellen  Punktepaaren  schneidet,  deren  eines 
durch  das  andere  getrennt  wird.  Wir  sehen  also,  dass  von 
den  vier  Ebenen  des  Tetraeders  auch  immer  zwei  und  ebenso 
von  seinen  sechs  Kanten  zwei  reell  sind. 

Wir  besprechen  näher  die  praktische  Durchführung 
der  Construction  (Fig.  59);  dass  die  Spuren  als  Kreise 
gewält  sind,  ändert  nichts  Wesentliches,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  sich  durchdringenden  Kegel  durch  ihre  Mittel- 
punkte My  M*  und  ihre  resp.  Leitcurven  zweiten  Grades  S, 
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S*  in  einer  Ebene  bestimmt  sind.  Ist  dann  S  der  Durchstoss- 
punkt  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dieser  Ebene, 
so  sind  seine  in  Bezug  auf  S  und  S*  resp.  gebildeten  Polaren 
p*  und  p  die  Spuren  der  Polarbeneu  P*  durch  3f  und  P  durch 
M*  und  wir  erhalten  ihre  Durchschnitislinie  g.  Die  Gerade  p* 
ist  die  Gentralprojection  von  g  aus  M  und  p  die  Centralpro- 
jection  von  g  aus  M*.  Ist  also  Ä  ein  auf  g  willkürlich  ge- 
wählter Punkt,  so  liefern  die  Geraden  MX  und  M*JC  in  p* 
und  p  resp.  die  Punkte  Ä*'  und  Ä'  und  die  natürlich  durch 
S  gehenden  Polaren  x^*'  und  x{  derselben  in  Bezug  auf  S 
und  S*  resp.  sind  die  Spuren  der  Polarebenen  yon  Jt'in  Bezug 
auf  die  Kegel  M^  B  resp.  M*,  S*.  Ihre  Schnittpunkte  J',*', 
JT/  mit  p*  resp.  p  liefern  durch  Verbindung  mit  M  resp.  M* 
und  die  Schnitte  dieser  Geraden  mit  g  die  Punkte  Ä^*^  JC^^ 
welche  in  den  zu  bestimmenden  Involutionen  harmonischer 
Pole  dem  gewählten  Punkte  X  entsprechen.  Man  bestimmt 
in  gleicher  Weise  die  entsprechenden  F^*  F^  zu  einem  anderen 
Punkte  F  von  g  und  erhält  daraus  das  gemeinsame  Paar  N,  N*. 
Schneidet  g  den  einen  oder  beide  Kegel  (wie  in  Fig.  59,  die 
übrigens  die  Disposition  von  Fig.  48  wiederholt);  so  benutzt 
man  die  Schnittpunkte,  weil  sie  die  Doppelpunkte  G^  H  üihI 
G*y  B*  der  bezüglichen  Polinvolutionen  liefern  und  diese  da- 
durch allein  bestimmt  sind;  man  erhält  sie  als  die  Projectionen 
der  Schnittpunkte  von  p,  p*  mit  S,  S*  resp.  aus  Jif,  M*  auf 
g.  In  der  Figur  ist  der  Hilfskreis  K  für  die  Bestimmung  des 
gemeinsamen  Paares  N^  N*  berührend  an  g'  in  dem  gewählten 
Punkte  X  gelegt,  was  zur  Folge  hat,  dass  die  Polaren  beider 
Involutionen  im  Hilfskreise  durch  X^  (was  sehr  nahe  beim 
Doppelpunkte  H  der  ersten  Involution  liegt)  und  X^^  resp. 
hindurch  gehen;  ihr  Schnittpunkt  P  liefert  durch  seine  Tan- 
genten zu  K  das  gesuchte  Paar. 

Wählt  man  als  Leitcurve  8  des  Kegels  aus  M  seinen 
Querschnitt  mit  der  Polarebene  von  MM*  in  Bezug  auf  den 
Kegel  aus  M^  und  ebenso  als  Leitcurve  B*  des  Kegels  aus  M* 
seinen  Schnitt  mit  der  Polarebene  von  MM*  im  Kegel  aus  Mj 
so  ist  g  als  der  Schnitt  dieser  Ebenen  mit  jeder  der  Leitcurven 
in  einer  Ebene  und  zwar  zugleich  die  Polare  von  M  in  Im* 
und  von  M*  in  L;  und  die  Polaren  von  X  m  g  \n  Bezug  auf 
8  resp.  8*  schneiden  g  unmittelbar  in  den  resp.  entsprechenden 
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Paukten  Ä^,  Ä{^  der  Involutionen.  Die  Punkte  Ny  N*  sind 
das  für  beide  Kegelschnitte  L;  Ii*  gemeinsame  Paar  harmo- 
nischer Pole  in  ff. 

Es  ist  nützlich;  die  Anwendung  unserer  Construction  auf 
die  verschiedenen  speciellen  Fälle  der  Kegeldurchdringung  zu 
erörtern.  Wenn  die  sich  durchdringenden  Kegel  sich  in  einem 
Punkte  D  berühren,  der  keine  Spitze  ist,  wie  in  Fig.  50,  so 
gehört  derselbe  sowohl  der  Ebene  P  als  der  Ebene  P*  und 
somit  der  Geraden  g  an  und  ist  in  beiden  Polinvolutionen  auf 
dieser  der  eine  Doppelpunkt,  d.  h.  er  bildet  doppelt  gezählt 
ihr  gemeinsames  Paar  oder  die  Vereinigung' der 'Kegelspitzen 
N,  iV*.  Das  Tetraeder  MM* NN*  hat  zwiei  zusammenfallende 
Flächen  MM*N,  MM*N^  und  zwei  getrennte  MNN*  oder  MG 
und  M*NN*  oder  M*G,  sowie  zwei  zusammenfallende  Ecken 
und  zwei  getrennte,  und  von  seinen  Kanten  sind  zwei  MM* 
und  ff  oder  NN*  windschiefe  Gegenkanten,  indess  die  Paare 
MN,  M*N*  und  MN*^  M* N  zusammenfallen  und  sich, 
schneiden.  Durch  die  Durchdringungscurve  gehen  drei  Kegel 
zweiten  Grades,  die  gegebenen  und  der  doppelt  zählende, 
welcher  sie  aus  ihrem  Doppelpunkte  projiciert. 

Es  liege  sodann  die  Spitze  des  einen  Kegels  M*  auf  dem 
Mantel  des  andern  M,  S,  so  dafs  sie  ein  Knotenpunkt  oder  ein 
isolierter  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  wird,  je 
nachdem  die  Spur  p*  (denn  sie  ist  zugleich  die  Polare  von  S 
in  S)  der  zur  betreffenden  Mantellinie  MM*  gehörigen  Tan- 
gentialebene die  Spur  S*  des  anderen  Kegels  schneidet  oder 
nicht  trifft  (Fig.  51  resp.  Fig.  52);  dann  ist  der  Schnitt  von 
p*  mit  der  Polare  p  von  -S  in  S*  der  Durchstosspunkt  von  ff 
und  M*  ein  zweiter  Punkt  dieser  Geraden,  d.  h.  dieselbe  be- 
rührt den  Kegel  M,  B  in  M*,  die  Doppelpunkte  der  Polin vo- 
lution  in  Bezug  auf  M,  S  und  ebenso  diejenigen  der  Involution 
in  Bezug  auf  M*,  B*  fallen  hier  zusammen  d.  h.  dieselben 
sind  parabolisch,  oder  für  jedes  ihrer  Paare  fällt  der  eine  Punkt 
in  M*  und  der  andere  ist  unbestimmt.  Im  Falle  des  Rück- 
kehrpunktes  (Fig.  53)  in  M*  ändert  sich  hierin  nur  das  Eine, 
dass  der  eine  Doppelpunkt  der  Polinvolution  für  31*,  S*  un- 
bestimmt wird;  der  andere  und  die  zwei  Doppelpunkte  der 
Polinvolution  in  Bezug  auf  M,  S  liegen  wie  vorher  in  M*. 

Wenn  für  jeden  Kegel  der  Mittelpunkt  auf  dem  Mantel 
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des  andern  Kegels  liegt,  also  im  Falle  der  Raumcurve  dritter 
Ordnung  (Fig.  54)  mit  der  Doppelsekante  MM'*^  so  ist  die 
Schnittlinie  g  der  Polarebenen  P  und  P*  von  MM*  in  den 
Kegeln  if,  S  und  Jf*  8*  resp.  die  Gerade  MM*  und  beide 
Involutionen  sind  nicht  mehr  bestimmbar.  Berühren  sich  die 
Kegel  im  gewöhnlichen  Sinne  in  zwei  Punkten,  die  also  nicht 
einer  gemeinsamen  Mantellinie  angehören,  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie derselben  die  Schnittlinie  g  unserer  Polarebenen 
und  jene  Berührungspunkte  sind  die  Doppelpunkte  für  beide 
Polinvolutionen  auf  derselben,  so  dass  diese  identisch  sind.  In 
der  That  ist  jeder  Punkt  dieser  Geraden  Mittelpunkt  eines 
projicierenden  Kegels  der  Durchdringung,  der  aus  zwei  Ebenen 
besteht,  den  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte,  welche  sie  zu- 
sammensetzen;  etc. 

Die  Construction  zeigt  aber  auch,  dass  die  allgemeine 
Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  sich  auch  hin- 
sichtlich des  gemeinsamen  Paares  der  Polinvolutionen  in  g 
nach  den  beiden  Formen  der  Durchdringung  und  der  Ein- 
dringung unterscheidet,  die  wir  in  §  20  erkannten.  Wenn 
die  Polaren  des  Durchstosspunktes  8  in  Bezug  auf  beide  Leit- 
curven  diese  resp.  Leitcurven  nicht  treffen  oder  wenn  die 
Polarinvolutionen  um  S  in  Bezug  auf  beide  Leitcurven  elliptisch 
sind,  so  sind  auch  beide  Polinvolutionen  in  g  elliptisch  und 
das  gemeinsame  Paar  ist  reell;  ist  nur  die  eine  Polarinvolution 
elliptisch  oder  sind  zwar  beide  hyperbolisch,  jedoch  so,  dass 
ihre  Doppelstrahlen  sich  nicht  trennen,  so  ist  das  gemeinsame 
Paar  der  Polinvolutionen  in  g  reell,  weil  diese  rücksichtlich 
ihrer  Doppelelemente  sich  verhalten  wie  jene.  Dies  sind  aber 
die  als  Durchdringungen  zu  bezeichnenden  Fälle.  Wenn  dagegen 
die  Polarinvolutionen  um  S  in  Bezug  zu  beiden  Leitcurven 
hyperbolisch  sind  und  die  Doppelstrahlenpaare  einander  trennen, 
so  findet  dasselbe  auch  für  die  Polariuvolutionen  in  g  und 
ihre  Doppelpunktepaare  statt  und  das  gemeinsame  Paar  ist 
conjugiert  imaginär.  Oder  in  den  eigentlichen  Durch- 
dringungen schneiden  sich  vier  reelle  Kegel  zweiten 
Grades,  in  den  Eindringungen  zwei  reelle  mit  zwei 
—  sagen  wir  —  conjugiert  imaginären. 

Wir  schreiten  in  der  allgemeinen  Entwickelung  weiter. 
Denken  wir  die  Kegel  zweiten  Grades  M^  8  und  i/*,  S*  wie 
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vorher,  und  die  Polarebene  P  oder  M^NN"*  von  M  oder  MM^ 
in  Bezug  auf  J/*,  S*,  so  wird  auf  jedem  durch  M  gehenden 
Strahl  dieser  Mittelpunkt  vom  Schnittpunkte  des  Strahles  in 
der  Polarebene  harmonisch  getrennt  durch  seine  beiden  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kegel  M*,  B'^-y  insbesondere  geschieht  also 
dasselbe  auf  jeder  Mantellinie  des  Kegels  Mj  S  die  den  Kegel 
^*,  8*  schneidet^  oder  für  die  zugehörigen  beiden  Punkte  der 
Durchdringungscurye.     Mit  andern  Worten: 

Für  die  Durchdringungscurye  aus  Kegeln  zweiten  Grades 
liegen  die  vierten  harmonischen  zum  Mittelpunkte  eines  der- 
selben auf  den  durch  ihn  gehenden  die  Curve  schneidenden 
Strahlen  in  Bezug  auf  die  beiden  bezüglichen  Schnittpunkte 
in  einer  Ebene,  nämlich  der  Polarebene  jenes  Mittelpunktes 
in  Bezug  auf  die  übrigen  Kegel.  Wir  können  diese  Ebene  als 
die  Polarebene  jenes  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  die 
Curve  bezeichnen;  aber  wir  haben  in  dem  Früheren  schon  einen 
andern  zusammenfassenden  Ausdruck  für  die  ganze  bisher  be- 
gründete und  noch  zu  entwickelnde  Lagenrelation  der  Kegel- 
mittelpunkte  zur  Durchdringungscurve.  Weil  jeder  von  einem 
Kegelmittelpunkte  M  ausgehende  Strahl,  der  die  Curve  einmal 
schneidet  —  sagen  wir  in  ^  —  sie  zum  zweitenmal  schneiden 
muss  —  in  A^  —,  so  dass  immer  der  in  Bezug  auf  A  und  A^ 
genommene  zu  M  conjugierte  vierte  harmonische  Punkt  Ma  in 
der  festen  Ebene  Pjr  liegt,  so  können  wir  A^  als  den  Modell- 
punkt von  A  und  zugleich  A  als  den  Model  Ipunkt  von  A^  in 
einer  centrischen  CoUineation  der  Räume  bezeichnen,  welche 
den  Mittelpunkt  M  zum  Centrum ;  seine  Polarebene  Tm  in 
den  Kegeln  zur  CoUineationsebene  und  die  Characteristik 
{MMaAA^=  —  1  hat;  oder  die  Durchdringungscurve 
von  Kegeln  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in 
involutorischer  CoUineation  für  jeden  der  zuge- 
hörigen Kegelmittelpunkte  als  Ceutrum  und  seine 
Polarebene  in  den  übrigen  Kegeln  als  CoUinea- 
tionsebene. Diess  findet  für  eigentliche  Durchdrin- 
gungen viermal  reell  statt,  indess  für  Eindringungen 
nur  zwei  dieser  centrisch-involutorischeu  CoUineationen  reell 
bestimmt  sind,  während  die  beiden  andern  conjugiert  imaginäre 
Centra  und  conjugiert  imaginäre  Collineationsebenen  haben. 
Hieraus  folgt  nun  schon,  dass  auch  die  zugehörigen  Tangen- 
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teupaare  tA  und  /^i  der  Curve  in  solchen  entsprechenden 
Punkten  und  ebenso  die  zugehörigen  Schmiegungsebenen,  S^ 
und  S^,  derselben  oder  die  Ebenen,  welche  diese  Tangenten 
mit  den  jeweiligen  nächstbenachbarten  Tangenten  der  Curve 
verbinden,  sich  als  entsprechende  Gerade  resp.  Ebenen  in  der- 
selben centrisch-involutorischen  Collineation  verhalten  müssen. 
Es  lässt  sich  das  aber  auch  direct  aus  der  Construction  der 
Durchdringung  erkennen.  Die  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve  in  den  zwei  Punkten  Ay  Ay  einer  Mantellinie  des  Kegels 
M  werden  als  Durchschnittslinien  der  Tangentialebene  T^^, 
des  Kegels  aus  M  längs  derselben  mit  den  beiden  resp.  Tan- 
gentialebenen Tj,  T^,  eines  zweiten  der  Kegel,  aus  M"*  etwa, 
längs  seiner  nach  A  und  A^  gehenden  Mantellinien  erhalten 
und  da  die  letzteren  sich  in  einer  Geraden  auf  der  Polarebene 
P  von  M  in  Bezug  auf  den  Kegel  M"^  schneiden  müssen,  so 
schneiden  sich  auch  jene  Tangenten  in  dem  Punkte  dieser 
Geraden,  wo  sie  von  T^^,  getroffen  wird;  auch  sind  sie  durch 
M  und  Fif  harmonisch  getrennt,  etc. 

Die  Ebene  Pj/  ist  somit  der  Ort  der  Durchschnittspunkte 
entsprechender  Tangentenpaare  der  Durchdringung  und  somit 
dieser  Ort  zugleich  die  Enveloppe  der  Durchschnittslinien 
der  Paare  der  zugehörigen  Schmiegungsebenen  oder  in  ihr 
liegt  eine  Doppelcurve  der  Tangentenfläche.  Jedem  doppelt 
projicierenden  oder  der  Curve  doppelt  umgeschrie- 
benen Kegel  zweiten  Grades  entspricht  in  der 
Polarebene  seines  Mittelpunktes  eine  ihrer  Tan- 
gentenfläche doppelt  eingeschriebene  Curve,  die 
mit  ihm  zugleich  reell  und  nicht  reell  ist. 

Die  vier  Kegel  zweiten  Grades  durch  die  Curve  bilden 
die  vollständige  der  Curve  doppelt  umgeschriebene  Develop- 
pable,  und  die  Doppelcurve  ihrer  Tangentenfläche  besteht  aus 
vier  ebenen  Curven,  nämlich  ihren  Querschnitten  mit  den  Polar- 
ebenen (und  Verbindungsebenen)  der  Mittelpunkte  jener  Kegel. 

Wenn  die  Durchdringung  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so 
vereinigen  sich  zwei  der  Mittelpunkte  doppelt  projicierender 
Kegel  in  ihm;  aber  der  zugehörige  projicierende  Kegel  ist  nur 
in  der  besondern  Form  doppelt  projicierend,  dass  seine  Strahlen 
die  Curve  stets  im  Doppelpunkt  (zweimal)  und  überdiess  iu 
einem  anderen    Punkte   schneiden.     Die  zu  ihm  als  Centrum 
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gehörige  Collineationsebene  ist  die  zugehörige  Tangentialebene 
des  eigentlichen  doppelt  projicierenden  Kegels  auf  dem  er 
liegt;  auch  sie  ist  Ebene  einer  Doppelcurve  nur  insofern,  als 
jede  in  ihr  durch  den  Doppelpunkt  gezogene  Gerade  als  eine 
Tangente  der  Curve  angesehen  werden  kann  und  daher  der 
Durchstosspunkt  jeder  andern  Tangente  der  Durchdringung 
in  ihr  als  Schnittpunkt  von  zwei  entsprechenden  Tangenten 
derselben  erscheint.  Eigentliche  doppelt  projicierende  Kegel 
zweiten  Grades  und  daher  auch  eigentliche  Doppelcurven  in 
den  Polarebenen  ihrer  Mittelpunkte  haben  wir  in  diesem  Falle 
nur  zwei.  In  der  That  fanden  wir  im  allgemeinen  Falle  y  <=>  8 
and  in  dem  Falle  mit  Doppelpunkt  2/  =  4.  Da  zugleich  in 
jenem  "a;=a  16  und  in  diesem  a:  =  6  war,  so  schliessen  wir, 
dass  die  yier  ebenen  Doppelcurven  im  allgemeinen  Falle  ebene 
Ourven  vierter  Ordnung  sind  und  dass  die  beiden  Doppelcurven 
im  Falle  der  Curve  mit  Doppelpunkt  ebene  Curven  dritter 
Ordnung  sein  werden.  Diess  wird  bestätigt  durch  die  Ord- 
nungszahlen der  Tangeutenfläche  8  und  6  resp. ;  denn  es  ist 
8  =  2  .  4  und  6  =  2  .  3. 

Wird  der  Doppelpunkt  zur  Spitze  wie  in  Fig.  53,  so  ist 
der  von  ihm  ausgehende  projicierende  Kegel  der  Curve  nur 
in  speciellem  Sinne  doppelt  projicierend  (dreifach)  und  nur 
der  andere  gegebene  Kegel  ist  ein  eigentlich  doppelt  projie- 
cierender.  Auf  jeder  durch  M  gehenden  Geraden,  die  die 
Durchdringung  einmal  schneidet,  etwa  in  A^^  liegt,  noch  ein 
zweiter  Punkt  ^^  derselben.  Die  vierten  harmonischen  Punkte 
Ma  zu  if  in  Bezug  auf  die  Paare  A^^  A^  und  die  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  der  Durchdringung  in  den  Punkten  der 
Paare  A^^  A^  liegen  sämmtlich  in  der  Polarebene  von  M  in 
Bezug  auf  den  Kegel  i/*,  S"*",  d.  h.  in  der  Ebene  durch  M*^ 
deren  Spur  in  der  Leitcurvenebene  die  Polare  p^  von  Sj  in 
Bezug  auf  8,*  ist.  Und  diese  bilden  wie  jene  in  diesem  Falle 
einen  Kegelschnitt  B  —  übereinstimmend  mit  den  Resultaten 
y  «=  2,  a;  =  2  der  früheren  Entwickelung.  Der  Doppelkegel- 
schnitt D  geht  durch  den  stationären  Punkt  J/*  der  Durch- 
dringung und  wird  von  der  zugehörigen  Tangente  derselben 
berührt  —  weil  die  vorhergehende  und  die  nächstfolgende 
Tangente  sich  auch  auf  dieser  schneiden ;  der  Querschnitt  seiner 
Ebene   mit  der  Tangeutenfläche    der  Curve  besteht   aus  dem 
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zweifach  zählenden  Kegelschnitt  B  und  dieser  Tangente  im 
Bückkehrpunkte  in  Bestätigung  dessen,  dass  die  Ordnung  der 
Tangentenfiäche  =  5  ist;  denn  5  =  2.2  +  1. 

Weil  der  stationäre  Puukt  M'*  der  Curve  in  jedem  durch 
seine  Tangente  gehenden  ebenen  Schnitte  dreifach  zählt,  so 
schneidet  die  CoUineationsebene  M'^p^  nur  noch  einen  Punkt 
E  in  der  Curve  aus,  und  man  erhält  als  die  zugehörige  Be- 
rührungsebene  des  Kegels  M^  S|  von  der  Spur  s^  (Fig.  53) 
die  zugehörige  Schmiegungsebene  derselben;  weil  die  Curve 
ganz  auf  einerlei  Seite  derselben  liegt,  so  ist  sie  die  eine 
stationäre  Ebene  derselben  (a  i»  1),  die,  wie  in  §  24,  "^i^  schon 
angemerkt  ist,  die  Tangentenfläche  ausser  den  drei  benach- 
barten Tangenten,  die  sie  enthält,  auch  nur  in  einem  Kegel* 
schnitt  schneiden  kann.  Der  Punkt  der  stationären  Ebene  in 
der  Curve  E  gehört  zur  Doppelcurve  D  und  ihre  zugehörige 
Tangente  ist  die  Schnittlinie  der  stationären  Ebene  mit  der 
CoUineationsebene  oder  die  Verbindungslinie  von  E  mit  dem 
Durchschnittspunkte  der  Spuren  s^  und  p^ ;  denn  von  den  drei 
Tangenten,  die  in  der  stationären  Ebene  liegen,  schneiden 
sich  die  erste  und  die  dritte  als  nicht  benachbarte  in  einem 
Punkte  der  Doppelcurve,  und  da  dies  Ergebniss  offenbar  all- 
gemein gilt,  so  haben  wir  wie  in  §  17  den  Satz:  Die  Punkte 
der  stationären  Schmiegungsebenen  in  der  Curve 
gehören  zugleich  der  Doppelcurve  ihrer  Tangenten- 
fläche an  oder  sind  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Doppel- 
curve. Und  da  für  unsere  Raumcurve  vierter  Ordnung  die 
Doppelcurve  in  vier  ebene  Curven  zerfällt,  so  können  die 
Punkte  der  stationären  Schmiegungsebenen  nur  die  Schnitt- 
punkte ihrer  Ebenen  mit  der  Curve  sein.  In  der  That  ist  die 
Zahl  der  stationären  Ebenen  im  allgemeinen  Falle  er  »=  16, 
dem  Vierfachen  von  der  Ordnungszahl  der  Curve  d.  h.  der 
Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  vier  Ebenen  der  Doppel- 
curve gleich.  Im  letztbetrachteten  Falle  der  Curve  mit  sta- 
tionärem Punkte  ist  a  =  1 ,  und  die  Ebene  der  Doppelcurve, 
die  zum  Mittelpunkt  M  gehörige  CoUineationsebene,  schneidet 
in  der  That  ausser  dem  stationären  Punkte  als  durch  seine 
Tangente  gehend  die  Curve  nur  noch  in  einem  einzigen  Punkte 
E,  Im  Falle  der  Curve  mit  Doppelpunkt  ward  a  <»  4  erhalten 
und  in  Uebereinstimmung  damit,  dass  beide  Collineations-  oder 
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DoppelcorTen-Ebenen  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  gehen 
und  dieselbe  daher  je  nur  noch  in  zwei  anderen  Punkten 
schneiden  können^  welche  die  Punkte  der  stationären  Schmie- 
gungsebenen  sind.  Im  Falle  der  Curye  dritter  Ordnung  giebt 
es,  wie  keine  eigeutlichen  doppelt  umgeschriebenen  oder  doppelt 
projicierenden  Eegel  und  keine  Doppelcurve,  so  auch  keine 
stationären  Schmiegungsebenen.  (Vergl.  §  17.)  Endlich  im 
Falle  der  Durchdringung,  welche  aus  zwei  Kegelschnitten  be- 
steht, ist  jeder  Punkt  in  der  Ebene  eines  dieser  Kegelschnitte 
Schnittpunkt  zweier  Tangenten  der  Durchdringung  und  die 
Punkte  der  Schnittlinien  beider  Ebenen  sind  Schnitte  von  je 
vier  Tangenten  der  Curve,  deren  Berührungspunkte  paarweise 
in  Mantellinien  der  sich  durchdringenden  Kegel  liegen;  die 
Doppelpunkte  sind  also  in  gewissem  Sinne  die  Punkte  mit 
stationären  Schmiegungsebenen. 

Wir  kehren  zur  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rück- 
kehrpunkt  zurück,  indem  wir  bemerken,  dass  sie  bestimmt  ist, 
wenn  die  beiden  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt  sind,  aus 
denen  wir  sie  abgeleitet  haben;  dazu  genügt  aber  die  Angabe 
des  stationären  Punktes  M*  als  Spitze  des  einen  Kegels,  des 
Punktes  der  stationären  Ebene  Ey  der  Spitze  M  des  doppelt 
umgeschriebenen  Kegels,  des  Durchschnittspunktes  P  der  Ebene 
M'^p^  mit  der  stationären  Ebene  und  der  gemeinsamen  Tan- 
gentialebene beider  Kegel,  und  eines  einzigen  von  M"^  und  E 
verschiedenen  Punktes  A  der  Curve.  Denn  diese  fünf  Punkte 
liefern  von  jedem  der  beiden  Kegel  fünf  Erzeugende. 

und  da  fünf  Punkte  im  einen  und  ihre  entsprechenden 
im  andern  von  zwei  coUinearen  Räumen  willkürlich  gewählt 
werden  dürfen  (vergl.  I,  §  44),  um  dieselben  zu  bestimmen, 
so  sind  jede  zwei  und  somit  sämmtliche  Raumcurven 
vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  unter  einander 
coUinear. 

In  den  Beispielen  fügen  wir  auch  hierzu  noch  Einiges  hinzu. 

1)  Man  disponiere  die  allgemeine  Durchdringung  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  M^\  L,  und  M2  und  L2  so,  dass  die 
Doppelpunkte  ihres  Bildes  in  eine  gegebene  Gerade  d  fallen  — 
d.  h.  man  mache  diese  Gerade  zum  Bilde  der  Durchschnittslinie 
der  Polarebenen  des  Projectionscentrums  in  beiden  Kegeln.  Ins- 
besondere ist  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  zur  imendlich 
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fernen  Geraden  zu  machen,  d.  h.  so  zn  disponieren,  dass  die  Polar- 
ebenen des  Centrums  parallele  Spuren  und  gleiche  Breite  zwischen 
Spur  und  Fluchtlinie  in  einerlei  Sinn  haben.  (Vergl.  I,  §  5,  4.) 
Hat  man  dann  überdies  zwei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte als  Leitcurven  genommen,  so  sind  die  gemeinsamen  un- 
endlich fernen  Punkte  derselben  die  Doppelpunkte  des  Bildes  der 
Durchdringung.  Sind  die  Spuren  insbesondere  Kreise,  so  erhält 
man  in  diesem  Falle  als  solches  Bild  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkten  in  den  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkten oder  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung. 

Die  Gestalten  dieser  Curven  sind  von  besonderer  Schönheit; 
sie  werden  von  ihren  Krttmmungskreisen ,  wie  die  Kegelschnitte, 
nur  noch  in  je  einem  Punkte  geschnitten. 

2)  Die  Polarebene  des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf 
beide  Kegel  ist  die  nämliche  Ebene,  wenn  die  Bilder  M'  und 
M*'  der  Mittelpunkte  derselben  dieselbe  Polare  in  ihren  Spurkegel- 
schnitten S  und  S*  in  der  Bildebene  haben  und  der  Durchstoss- 
punkt  S  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  Mj  M*  in  dieser  Polare 
liegt.  Man  beweise  diess  und  erörtere,  wie  die  Darstellung  dieser 
Dispositionsregel  für  Centralprojection  und  wie  sie  für  Parallel- 
projection  mit  einem  Bilde  zur  Bestimmung  zu  vervollständigen  ist. 


Fig.  60. 


'4-^- 


Wenn  M'  und  M**  die  Pole  derselben  Geraden  p  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  S  und  S''^  resp.  sind  und  S  den  Schnittpunkt 
von  p  mit  der  Geraden  M' M"*'  bezeichnet,  so  construiert  man  je 
vier  Punkte  des  Bildes  der  Durchdringungscurve  (Fig.  60  für  zwei 
Kreise  und  p  als  unendlich  fem)  der  Kegel  M^  S  und  M*^  S*  wie 
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folgt:  Man  zieht  durch  S  eine  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  S 
in  Punkten  1 ,  2  und  den  Kegelschnitt  S*  in  Punkten  1*,  2*  reell 
schneidet;  dann  liefern  die  Paare  von  Geraden  il/'l,  il!/*'l*j  J!/'l, 
ilf*'2»;  M'2,  i«/*'l*;  M'2,  M*'2*  vier  Punkte  A\  B\  C\  D' 
vom  fraglichen  Bilde  S';  zugleich  schneiden  sich  die  Tangenten  in 
1  an  8  und  in  1*  an  8*,  die  in  1  an  8  und  in  2*  an  8"^;  die 
in  2  an  8  und  in  1  *  an  8  *  und  endlich  die  in  2  an  8  und  in 
2*  an  8*  in  den  vier  Durchstosspunkten  der  bezüglichen  Tan- 
genten der  Durchdringung  Sai  Sf,^  Sc,  Sa  und  man  erhält  die  Bilder 
der  Tangenten  oder  die  Tangenten  des  Bildes  8'  durch  Verbindung 
von  i^',  B\  C,  B'  mit  denselben.  Man  erhält  auch  leicht  das  Bild 
der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  in  der  gemeinsamen  Polarebene 
des  Centrums ;  denn  die  Tangenten  in  1  an  8  und  in  1  *  an  8  * 
sind  die  Spuren  der  Tangentialebenen  der  Kegel  M  und  M^  in  der 
Tafel,  und  wenn  man  ihre  Schnittpunkte  mit  p  mit  M.'  resp.  M*' 
verbindet,  so  hat  man  ihre  Spuren  in  jener  Polarebene  und  in  deren 
Schnittpunkt  mit  einander  den  Durchstosspunkt  A  der  Tangente  a 
in  derselben  abgebildet  (ebenso  £,  T^  A  die  Durchstosspunkte  der 
Tangenten  in  B^  C^  B)  —  der  Ort  dieser  Durchstosspunkte  ist  aber 
die  fragliche  Doppelcurve  D. 

3)  Da  die  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte  8  und 
S^  selbst  zum  Bilde  der  Durchdringung  8'  gehören,  so  liegen  die 
nach  dem  Vorigen  construierten  Punktequadrupel  für  dasselbe  p 
sSmmtlich  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  des  durch  8  und 
S*  bestimmten  Kegelschnittbüschels.  Wenn  p  beide  Kegelschnitte 
S  und  8*  reell  schneidet,  so  sind  die  Verbindungslinien  der  Schnitt- 
punkte mit  M\  J/*'  resp.  die  Umrisse  der  Kegel  und  liefern  ein 
Punktquadrupel  A^  B\  C^  B'  in  denselben;  die  Punkte  desselben 
begrenzen  dann  paarweise  die  beiden  Theile  des  Kegelschnittes 
vom  Büschel  8,  8*,  welche   das  Bild  der  Durchdringung  bedeckt. 

Man  discutiere  den  besonderen  Fall^  wo  p  einen  der  Spur- 
kegelschnitte berührt. 

4)  Man  sieht,  dass  p  mit  8  und  8*  zusammen  die  ganze 
Construction  von  8  und  8'  bestimmen;  die  Untersuchung  zeigt 
weiter,  dass  die  8'  für  alle  diejenigen  Lagen  von  p  demselben 
Kegelschnitt  des  Büschels  8,  8*  angehören,  welche  Tangenten  des- 
selben Kegelschnittes  der  durch  8,  8^^  bestimmten  Schaar  von  Kegel- 
schnitten sind,  oder  eines  Kegelschnittes,  der  die  gemeinsamen  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  8  und  8°^  berührt  und  daher  durch  die 
Anfangslage  von  p  allein  bestimmt  ist.  Es  ist  evident^  dass  hier- 
durch eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten des  Büschels  und  der  Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten 
hergestellt  ist.    Ihre  nähere  Untersuchung  ist  nicht  dieses  Ortes. 

5)  Es  ist  aber  leicht,  das  Vorige  aus  den  Elementen  der  pro- 
jectivischen  Geometrie  der  Kegelschnitte  zu  beweisen.  Dass  die 
vier  Schnittpunkte  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  K^  mit  den 
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Tangenten  eines  Kegelschnittes  K^  ^  i^i'en  Schnittpunkten  mit 
einer  beliebigen  Geraden  g  auf  einem  Kegelschnitt  K  des  von  K^ 
mit  K2  bestimmten  Büschels  liegen  ^  ist  unmittelbare  Folge  des 
Satzes  von  der  Involution  der  Schnittpunktpaare  einer  Geraden  mit 
dem  Kegelschnittbüschel 9  wenn  man  bedenkt,  dass  jeder  Strahl 
eines  Büschels  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  K  von  den  Tan- 
gentenpaaren des  letzteren  in  den  Schnittpunkten  derselben  mit 
allen  andern  Strahlen  desselben  Büschels  in  Paaren  einer  Involution 
geschnitten  wird,  die  den  Scheitel  des  Büschels  und  den  zu  ihm 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  harmonisch  conjugierten  im  betrach- 
teten Strahl  zu  Doppelpunkten  hat. 

Wenn  dann  behauptet  wird,  dass  die  sämmtlichen  Geraden  gi , 
welche  in  der  angegebenen  Art  Funktequadrupel  des  Kegelschnittes 
H  im  Büschel  K^ ,  K^  liefern,  einen  Kegelschnitt  K  der  Schaar  K^ , 
A^2  umhüllen,  so  erhärten  wir  diess  wie  folgt. 

Ist  P  einer  der  Schnittpunkte  von  g  mit  K^ ,  so  geht  durch  P 
ausser  g  nur  noch  eine  der  fraglichen  Enveloppe  angehörige  Gerade, 
nämlich  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
an  K^^  welche  von  den  Schnittpunkten  der  Tangente  in  P  an  /If , 
mit  den  Tangenten  von  K2  in  seinen  Schnittpunkten  mit  g  ausgehen; 
die  Enveloppe  ist  somit  von  der  zweiten  Classe  oder  ein  Kegel- 
schnitt. Weil  aber  die  betrachtete  Construction  für  jede  der  ge- 
meinsamen Tangenten  von  K^  und  K<^  unbestimmt  wird,  so  gehört 
jener  Kegelschnitt  zu  der  durch  K^  und  K^  bestimmten  Schaar. 
Wir  merken  noch  an,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  g 
mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  G^  in  K^  und  G^  in  K^  ihr 
Berührungspunkt  mit  dem  Kegelschnitt  der  Schaar  ist;  und  dass 
die  durch  ihn  gehenden  Geraden^  welche  ihre  Schnittpunkte  mit  AT^ 
mit  6r]  und  ihre  Schnittpunkte  mit  K^  mit  G^  verbinden^  unendlich 
viele  Quadrupel  des  durch  die  Gerade  g  bestimmten  Kegelschnittes  im 
Büschel  K^ ,  K2  liefern :  Construction  der  Durchdringung  der  Kegel 
mittelst  der  Hilfsebenen  durch  die  Verbindungsgerade  ihrer  Spitzen. 

6)  Weil  die  vorigen  Beweisbetrachtungen  durchaus  dualistisch 
übersetzbar  sind,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  die  vier  Ver- 
bindungslinien der  Berührungspunkte  eines  Kegelschnittes  K^  mit 
seinen  Tangenten  aus  einem  Punkte  P  mit  den  Berührungspunkten 
eines  andern  Kegelschnittes  K2  derselben  Ebene  mit  seinen  Tan- 
genten aus  dem  nämlichen  Punkte  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
der  durch  K^  und  K2  bestimmten  Schaar  sind;  und  dass  der  Ort 
der  Punkte  P^  welche  nach  dieser  Construction  Tangentenquadrupel 
des  nämlichen  Kegelschnittes  dieser  Schaar  liefern,  ein  Kegelschnitt 
des  Büschels  ist,  welches  K^  und  K^  bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  von  P  mit  dem  Schnittpunkt  seiner  Po- 
laren P|  in  K^  und  P2  in  K^  ist  die  zugehörige  Tangente  für  den 
Kegelschnitt  der  Punkte,  welche  Quadrupel  von  Tangenten  für 
den  nämlichen  Kegelschnitt  der  Schaar    liefern    und  die    auf  ihr 
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liegenden  Punkte  loi^sen  alle  andern  Quadrupel  dieser  Tangenten 
construieren. 

Damach  entspricht  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  aus  zwei 
Kegelschnitten  ^],  K.^  ein  Kegelschnitt  der  Schaar  aus  denselben 
Kegelschnitten,  nttmlich  jedem  Punkte  des  einen  ein  Tangentenqua- 
dmpel  dos  andern  und  jeder  Tangente  des  einen  ein  Punktquadrupel 
des  andern.  Insbesondere  entspricht  dem  Kegelschnitt  K^  in  jeder 
Weise  der  Kegelschnitt  K>ij  jedoch  jedem  Punkte  und  jeder  Tan- 
g^ente  des  einen  das  durch  ihn  gehende  Tangentenpaar  resp.  auf  ihr 
gelegene  Punktepaar  des  andern.  Auch  entspricht  jedem  Linien- 
paar des  Büschels  K^^  K^  als  Kegelschnitt  desselben  ein  Punkte- 
paar der  Schaar  K^ ,  K^  als  Kegelschnitt  derselben,  nämlich  jedem 
Funkte  in  jenem  ein  Quadrupel  von  Geraden  durch  diese. 

7)  Aus  zwei  Kreisen  leitet  man  alle  Kreise  ihres  Büschels 
mittelst  der  Geraden  ihrer  Ebene  ab,  welche  nicht  zu  zwei  den- 
selben Kegelschnitt  der  durch  sie  bestimmten  Schaar  berühren.  Von 
den  Kegelschnitten  dieser  Schaar  sind  die  Polarinvolutionen  be- 
kannt, deren  Mittelpunkte  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise 
sind.  Die  Construction  giebt  den  Satz:  Wenn  man  in  den  Schnitt- 
punkten zweier  Kreise  mit  einer  Geraden  die  Tangenten  zieht,  so 
liegen  die  vier  Schnittpunkte  der  Tangenten  des  einen  Kreises  mit 
den  Tangenten  des  andern  in  einem  neuen  Kreis  desselben  Büschels. 
Die  Durchstosspunkte  der  Tangenten  einer  solchen  Gruppe  von 
Punkten  mit  der  Tafel  liegen  in  einem  Kreis  des  Büschels,  ihre 
Durchstosspunkte  mit  der  gemeinsamen  Polarebene  des  Centrums 
in  einem  andern  Kreis.  (In  der  Fig.  60  sind  beide  Kreise  concen- 
irisch,  weil  die  unendlich  ferne  Gerade  als  p  benutzt  ist  und  der 
Kreis  der  Ay  £,  T^  A  wird  in  diesen  Punkten  von  den  Tangenten 
a^  b^  c,  d  berührt.)  Der  Ort  von  jenen  ist  die  Spurcurve  in  der 
Tafel,  die  den  einen  Grundkreis  in  Inflexionen  berührt;  der  Ort 
von  diesen  das  Bild  der  Spurcurve  in  der  Polarebene  des  Centrums, 
eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  im  Bild  des  einen  Kegelmittel- 
punktes einen  Doppelinflexionsknoten  hat;  etc.  Die  symmetrisch  zur 
ersten  gelegene  Hilfsebene  liefert  dieselben  Punkte  der  Curve  und 
dieselben  Durchstosspunkte  der  Tangenten  in  der  Polarebene,  aber 
die  symmetrischen  der  vorigen  Durchstosspunkte  in  der  Tafel  auf 
dem  Kreis  der  vorigen  Gruppe;  die  ersteren  sind  wie  die  Punkte 
der  Curve  zu  einander  symmetrisch  (in  Bezug  auf  die  Centrale) ;  etc. 

8)  Der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Gerade 
p,  sowie  allen  Tangenten  der  Parabel  in  der  durch  die  Bereise  be- 
stimmten Schaar  entspricht  der  Aehnlichkeitskreis  der  beiden  Kreise 
im  Büschel;  den  Geraden  p  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  als 
Kegelschnitten  der  Schaar  entspricht  die  Potenzlinie  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Kegelschnitt  im  Büschel  —  also  die  Degene- 
rationsformen in  der  Schaar  und  im  Büschel  entsprechen  einander. 
Wir  wollen   dabei  bemerken ,   dass  für  zwei  Kreise  von  gleichen 
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Radien  die  Parabel  der  Schaar  einer  der  reellen  degenerierten  Kegel- 
schnitte derselben  ist  —  nämlich  das  Paar  der  Aehnlichkeitspunkte 
der  Ejreise. 

9)  Wenn  für  zwei  Eegel  zweiten  Grades  in  Horizontal-  und 
Verticalprojection  der  zur  verticalen  Projectionsebene  noimalen  Euch- 
tung  in  beiden  Kegeln  dieselbe  Polarebene  entspricht,  so  ist  die 
Verticalprojection  der  Durchdringung  ein  Kegelschnitt  oder  ein  Theil 
eines  solchen  und  jene  Polarebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve 
ihrer  TangentenflSche.  In  diesem  häufig  vorkommenden  Falle 
können  die  allgemeinen  Ergebnisse  leicht  direct  ersichtlich  gemacht 
werden  und  wir  wollen  ihn  an  der  Ausführung  in  Tafel  III  in 
diesem  Sinne  erläutern.  Man  nennt  jene  Polarebene  eine  gemein- 
same Hauptebene  der  Kegel  (vergl.  I,  p.  233  und  unten  §§40, 
42),  die  zu  ihr  normalen  Axen  sind  parallel. 

Die  zur  Axe  x  parallele  Verbindungslinie  der  ersten  Projec- 
tionen  der  Spitzen  M^  M*  enthält  zwei  Axen  A' B\  A*'B*'  der 
ersten  Spuren  Sj^,  S,^*  der  Kegel  und  den  ersten  Darchstoss- 
punkt  der  Geraden  MM*.  Die  zweiten  Umrisse  des  einen  mögen 
die  des  andern  Kegels  schneiden  in  C",  Z>",  JF",  jP";  dann  sind 
diese  die  zweiten  Projectionen  von  Punkten  der  Durchdringungs- 
curve,  deren  erste  Projectionen  (T',  />',  E\  F'  in  der  gemeinsamen 
Axe  der  ersten  Spuren  liegen  und  in  denen  die  Tangenten  der 
Curve  zur  Axe  y  parallel  sind.  Die  Ebenen  des  Hilfsbüschels  (§  1 8) 
liegen  paarweis  symmetrisch  zur  gemeinsamen  Hauptebene,  ihre 
Horizontalspuren  zur  gemeinsamen  Hauptaxe  der  Spuren  der  Kegel; 
denken  wir  ein  solches  Spurenpaar  s^ ,  s^^  von  welchem  die  erste 
die  Spuren  Sj^,  S,^*  der  Kegel  in  den  respectiven  Punkten  1,  2, 
3,  4,  die  zweite  aber  dieselben  in  der  nämlichen  Folge  in  den 
Punkten  1*,  2*,  3*,  4*  schneidet,  so  folgt  aus  der  orthogonalen 
Symmetrie  der  Spuren  in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Axe^  dass 
11*,  22*,  33*,  44*  je  in  einer  Normale  zu  dieser  liegen,  also  einerlei 
zweite  Projection  haben;  es  folgt  also  auch,  dass  die  nach  ihnen 
gehenden  Kegelerzeugenden  nicht  nur  ihre  ersten  Projectionen  in 
Paaren  yri',  ^'1*';  ^'2',  JJ/'2*';  J/*'3',  i/*'3*';  ilf*'4', 
i)/*'4*'  symmetrisch  zu  A' B\  sondern  auch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen paarweis  zusammenfallend  haben,  nämlich  y!/"r',  M"\*"\ 
etc.  Nun  bestimmen  aber  die  Paare  der  Erzeugenden  M\^  M*3] 
Ml,  J/*4;  M2,  if*3;  M2,  M*4.  mit  einander  vier  Punkte  />,, 
P71  ^3>  A  ^^^  diö  Paare  Ml*,  y>/*3*;  J/1*,  M*4.*;  M2*, 
^*3*.  ^2*,  if*4*  vier  weitere  Punkte  /\*,  P*,  P*,  P*  der 
Durchdringungscurve  und  man  sieht,  dass  dieselben  in  der  ersten 
Projection  in  Paaren  P^,  P^*]  etc.  in  Normalen  zur  Axe  OÄ  liegen, 
während  ihre  zweiten  Projectionen  in  den  entsprechenden  Paaren 
sich  decken. 

Die  zweite  Projection  der  Durchdringungscurve  hat  also   die 
Eigenschaft,   dass  jeder  ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der  Curve  pro- 
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jidert,  deren  erste  Projectionen  orthogonal-symmetrisch  zur  gemein- 
samen Spurenaxe  liegen  (analog  für  die  Tangenten  —  siehe  wei- 
terhin); sie  ist  somit  ein  Theil  eines  Kegelschnitts,  der  durch 
die  Punkte  C'\  D'\  E*\  F"  geht  und  in  denselben  begrenzt  ist. 
Der  zweite  projicierende  Cylinder  der  Durchdrin- 
gungscurve  ist  also  ein  doppelt  projicierender  oder 
ein  Theil  der  doppelt  umgeschriebenen  developpabeln 
Fläche  der  Durchdringungscurve.  Zu  den  beiden  die  Curve 
erzeugenden  Kegeln  hinzu  genommen  ist  damit  in  der  Construction 
die  doppelt  umschriebene  Deyeloppable  in  drei  doppelt  projicie- 
renden  Kegelflächen  zweiter  Classe^  also  mit  der  Qesammtclasse 
sechs  nachge wiesen,  und  es  erübrigt  noch  der  Nachweis  eines  Restes 
derselben  \y  =  8)  von  der  Classe  zwei^  der  somit  gleichfalls  nur 
ein  doppelt  projicierender  Kegel  zweiter  Classe  sein  kann.  (Vergl. 
§  19,  11  mit  Berücksichtigung  des  Princips  der  Dualität.) 

Dieser  Nachweis  ist  leicht  zu  führen.  In  der  zweiten  Pro- 
jcction  liegen  die  Punktepaare  jP/',  P^'';  P^\  P^'  in  Geraden  aus 
M^'\  die  Geraden  P('  Pl'y  Pi' P^'  schneiden  sich  also  in  einem 
Punkte  Y*" y  welcher  der  Pol  der  Geraden  M"  M**'  in  Bezug  auf 
den  die  Durchdringungscurve  repräsentierenden  Kegelschnitt  ist  und 
in  welchem  sich  eben  deshalb  die  entsprechenden  Verbindungslinien 
aller  so  gebildeten  Gruppen  von  Punkten  —  wie  sie  aus  je  zwei 
zur  Hauptebene  symmetrischen  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels 
entspringen  —  schneiden  müssen.  Somit  enthalten  die  Ebenen 
/>,/>,* />4*/>4,  P^P^*P^*P^  eine  zur  Axe  OF  parallele  Gerade,  die 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Polarebene  von  M  im  Kegel  zweiten 
Grades  aus  M*  und  von  M*  im  Kegel  zweiten  Grades  aus  M  ist 
und  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  gemeinschaftlichen  Haupt- 
ebene somit  der  wirkliche  Schnittpunkt  der  vier  Geraden  PiP^*^ 
P^P^i  P2P*^nd  P*P^  ist;  wie  es  die  erste  Projection  bestätigt. 
Da  auch  dieser  letzte  Theil  der  gemachten  Schlüsse  für  alle  die 
Gruppen  von  je  acht  Punkten  der  Curve  gilt,  welche  sich  aus  je 
zwei  symmetrischen  Hilfsebenen  ergeben,  so  ist  Y*  der  Scheitel 
eines  doppelt  projicierenden  Kegels  zweiter  Classe  für 
die  Durchdringungscurve,  des  letzten  Bestes  ihrer 
doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln.  In  der  Hy- 
perbel S]^*  ist  die  Horizontalspur  desselben  verzeichnet. 

Betrachten  wir  femer  die  Tangentialebenen  der  Kegelflächen 
it/,  M^  in  den  nach  1,  2,  3,  4,  1*,  .  .  .  gehenden  Erzeugenden, 
so  sind  dieselben  nach  der  orthogonalen  Symmetrie  der  Kegel  in 
Bezug  zur  gemeinsamen  Hauptebene  selbst  in  Paaren  symmetrisch 
zu  dieser,  nämlich  diejenigen  in  Mi^  Ml*]  M*3^  M*3*]  etc. 
und  dieselben  Paare  schneiden  sich  daher  in  Geraden  auf  der  be- 
sagten Hauptebene;  da  nun  die  Tangente  in  P^  als  Schnittlinie 
der  Tangentialebenen  nach  Ml^  M*S  und  die  Tangente  in  P^* 
als  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  nach  Ml*^   JU*S*  erhalten 
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wird,  80  folgt,  dass  beide  sich  in  einem  Punkte  der  gemeinsamen 
Hauptebene  durchschneiden.  Das  Oleiche  ergiebt  sich  sofort  für  die 
Tangentenpaare  der  Durchdringungscurve  in/^ji  A*i  ^39  ^3*5  ^47 
P^*.  Es  folgt  ebenso  für  alle  die  Gruppen  von  Tangenten  in  solchen 
acht  Punkten  der  Durchdringungscurve,  wie  sie  durch  je  ein  Paar 
symmetrische  Hilfsebenen  gefunden  werden.  Somit  liegt  in 
dieser  Hauptebene  eine  Doppelcurye  der  developpa* 
beln  Fläche  der  Durchdringungscurve.  Es  ist  evident, 
dass  dieselbe  in  C^  Dy  E^  F  der  Durchdringungscurve  selbst  be- 
gegnet. Wir  bemerken  auch,  dass  die  Ebene  dieser  Doppel- 
curve  die  Spitzen  der  drei  doppelt  projicierenden 
Kegel  ^,  M*^  y*  enthält  und  dass  sie  Ai*  zum  Knoten- 
punkte mit  Inflexionen  in  beiden  Aesten  hat. 

Damit  ist  nun  deutlich  der  Weg  zur  Erkenntniss  der  Lage 
der  übrigen  Doppelcurven  gewiesen.  Die  orthogonale  Symmetrie 
der  Kegelflächen  aus  J/,  M*^  F*  und  ihrer  gemeinsamen  Durch- 
dringungscurve in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Hauptebene  ist  nichts 
anderes  als  die  specielle  Form  einer  centrischen  involutorischen 
Collineation  derselben,  nämlich  mit  der  Collineationsebene  MM*Y* 
und  für  den  unendlich  fernen  Punkt  Y  der  Axe  0  Y  als  Centrum. 
(Vergl.  I,  §  42.) 

Solcher  involutorischer  CentralcoUineationen  sind  aber  noch 
drei  vorhanden,  nur  dass  ihre  Centra  endlich  entfernt  und  sie  daher 
von  allgemeinerer  Form  sind. 

Für  M  als  Centrum  sind  die  Kegel  zweiten  Grades  aus  ilf  *, 
F*  und  der  Richtung  Y  von  OY  durch  die  Curve,  diese  Curve 
selbst  und  ihre  developpable  Fläche  in  centrischer  involutorischer 
Collineation  mit  der  Collineationsebene  M*Y*Y\  also  ist  diese 
Ebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve  der  Developpa- 
beln,  in  welcher  diejenigen  Tangentenpaare  der  Baum- 
curve  sich  schneiden,  deren  Berührungspunkte  auf 
einerlei  Erzeugenden  des  Kegels  aus  M  liegen. 

Ebenso  ist  für  M*  als  Centrum  die  Gruppe  der  Kegel  aus 
M^  F*,  Yy  die  Curve  und  ihre  Developpable  in  involutorischer 
Collineation  für  die  Ebene  MY*Y,  und  für  Y*  als  Centrum  die 
Gruppe  der  Kegel  aus  M,  JH*^  Y,  etc.  für  die  Ebene  MM*Y\ 
diese  letztern  Ebenen  enthalten  daher  gleichfalls  Dop- 
pelcurven der  developpabeln  Fläche  der  Durchdrin- 
gungscurve, und  zwar  schneiden  sich  in  ihnen  diejenigen  Tan- 
gentenpaare der  Durchdringungscurve,  für  welche  die  Paare  der 
Berührungspunkte  respective  auf  denselben  Erzeugenden  aus  M*^ 
oder  aus  JT*  liegen. 

In  jedem  Falle  ist  das  Centrum  der  Involution  der  Durchschnitt 
der  Polarstrahlen  der  Collineationsebene  in  Bezug  auf  die  Kegel 
der  Gruppe  oder  ihr  Pol  in  Bezug  auf  dieselben.  Zwei  dieser  Centra 
sind  somit  in  ihrer  Verbindungslinie  die  Punkte  des  gemeinsamen 
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Paares  der  beiden  Involutionen  ^  welche  durch  die  beiden  bezüg- 
lichen involutorischen  CoUineationen  in  ihr  bestimmt  werden.  Die 
Ebenen  der  Doppelcurven  der  Developpabeln  sind  die  Ebenen,  welche 
durch  die  Spitzen  der  doppelt  projiderenden  Kegel  der  Curve  zu 
je  dreien  bestimmt  werden. 

Jede  Erzeugende  der  Developpabeln  oder  jede  Tangente  der 
Durchdringungscurve  schneidet  nach  §  24  a)  und  4)  vier  andere 
Tangenten  derselben,  nSmlich,  wie  wir  nun  sehen,  in  denjenigen 
vier  Punkten,  in  welchen  sie  den  vier  Ebenen  durch  je  drei  der 
Spitzen  der  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Curve  begegnet  und 
zwar  in  jeder  dieser  Ebenen  die  Tangente  in  dem  Punkte  der  Curve^ 
der  mit  ihrem  eigenen  Berührungspunkte  auf  derselben  Erzeugenden 
desjenigen  doppelt  projicierenden  Kegels  derselben  liegt,  dessen  Spitze 
jener  Ebene  nicht  angehört. 

Die  Figur  der  Tafel  III  giebt  die  Doppelcurven,  welche  den 
Spitzen  Jtf ,  Jf*,  F*,  V  entsprechen  als  Dj/,  Dj/*,  Dy*  (in  der 
Horizontalprojection)^  D7  (in  der  Verticalprojection) ;  die  Tangente 
in  P^  wird  von  den  Tangenten  in  -Pj?  -^^3»  -P**»  ^1*  respective  in 
den  zu  jenen  Curven  gehörigen  Punkten  12,  13,  14*,  11*  ge- 
troffen, die  Tangente  in  -P,*  von  denen  in  P^*,  P^*^  P^,  Px  in 
Punkten  derselben  Cnrven.  Die  horizontalen  Durchstosspunkte 
dieser  fünf  Tangenten  sind  durch  S^  bezeichnet  und  auf  den  ent- 
sprechenden Zweigen  der  Horizontalspur  D|  der  developpabeln 
Fläche  zu  finden. 

In  G^  Hy  /,  K  wird  die  Curve  von  der  Doppelcurve  Dj/*  ge- 
troffen; ihnen  entsprechen  die  vier  Punkte,  wo  die  Spur  S|ir*  von 
der  Horizontalspnr  der  developpabeln  Fläche  berührt  wird  —  und 
diese  Inflexionen  hat,  nach  den  Spuren  der  zugehörigen  stationären 
Ebenen  der  Developpabeln.  Den  Punkten  C^  />,  Ey  F  entsprechen 
unendlich  ferne  Inflexionen  der  Spur,  in  der  Normalrichtung  der 
Axe  X.  (Vergl.  §  1^  8.)  In  a^  und  a^  sind  endlich  die  Asymptoten 
der  Curve  verzeichnet  und  ihre  horizontalen  Durchstosspunkte  sind 
als  Punkte  S^  angegeben.  Die  Horizontalprojection  der  Curve  zeigt 
vier  reelle  Inflexionen,  den  zur  Axe  z  parallelen  Schmiegungsebenen 
entsprechend.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  daher  zugleich  Tan- 
genten der  Spurcurve  D| ,  sowie  jedes  andern  ebenen  Querschnittes 
und  Doppeltangenten  des  Bildes  der  Doppelcurve.  (Vergl.  §  14, 7.) 

Wir  bemerken  noch  Folgendes: 

Von  den  Punkten,  in  welchen  die  Doppelcurven  der  develop- 
pabeln Fläche  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  dieser  Curve  selbst 
begegnen,  oder  den  Punkten  stationärer  Ebenen  derselben,  sind  in 
dem  durchgeführten  Falle  acht  reell,  die  in  zwei  Seitenflächen  des 
Tetraeders  der  Spitzen  der  doppelt  berührenden  Kegel  liegen  — 
in  MF*M*  und  MY*Y,  Die  stationären  Ebenen  selbst  sind  für 
jede  Gruppe  von  vier  die  Tangentialebenen  des  zugehörigen  Kegels 
und  seine  zugehörigen  Mantellinien  sind  ihre  Berührungserzeugenden 
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(vergl.  den  Text  in  Bezug  auf  Tafel  III).  In  dieser  sind  reell  die 
in  (7,  />,  E,  F  von  Y^  und  die  in  G^  H^  I^  K  von  M*,  Diese 
Ebenen  schnöden  die  Doppelcorvenebenen  überdiess  in  den  bezüg- 
lichen Inflexionstangenten  der  Doppelcurve  in  den  Doppelpunkten 
iV*  und  jT«.  Ihre  Schnitte  mit  den  Kegeln  sind  vierpunktig  be- 
rührende Kegelschnitte  in  besonderer  Form;  der  eine  ist  eine 
doppelt  zählende  Tangente  der  drei  andern.  Also  für  Tafel  III 
ausgesprochen:  Nur  V^  und  M*  sind  Doppelpunkte  mit  reellen 
Aesten  der  Doppelcurven  in  den  anstossenden  Tetraederebenen;  die 
Schmiegungsehenen  in  G^  //,  /,  K  schneiden  die  Ebene  MV^  Y* 
in  den  Tangenten  der  Doppelcurve  in  C^,  H^  1,  K  und  die  drei 
andern  Tetraederebenen  in  Tangenten  der  Doppelcurve  in  i/*;  denn 
die  Schnittlinien  fallen  paarweise  zusammen  und  liefern  so  die  sechs 
Tangenten  der  drei  Paare  von  Aesten  in  Jf  *.  Ebenso  ist  es  mit 
den  Schmiegungsehenen  m  A^  ß^  C^  D  und  der  Ebene  MM*Y* 
resp.  den  Ebenen  an  der  Ecke  Y^,  Die  Punkte  M*  und  Y^ 
sind  reell- sechsfache  Punkte  der  Doppelcurve  mit  verschiedenen 
Tangenten. 

Da  die  Tangenten  der  Durchdringung  in  C,  i>,  A',  F  der 
Axe  y  parallel  sind,  so  (vergl.  §  24,  2)  erscheint  die  zweite  Pro- 
tection der  Curve  in  C'\  D'\  E'\  F"  mit  Spitzen,  deren  Aeste  auf 
einerlei  Seite  der  Tangente  liegen.  Diess  ist  die  Erklärung  der 
Endstellen  des  reellen  Theiles  der  zweiten  Piojection  der 
Curve.  Die  Punkte  (7,  />,  E^  F  können  als  sich  selbst  entspre- 
chende Punkte  orthogonaler  Symmetrie  der  Curve  Scheitel  der- 
selben genannt  werden. 

Die  Punkte,  in  welchen  die  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Durchdringungscurve  die  gleichnamigen  Spuren  der  doppelt  be- 
rührenden Kegel  derselben  tangiert,  die  Durchsiosspunkte  der  Er- 
zeugenden der  doppelt  projicierenden  Kegel,  längs  welcher  die 
stationären  Schmiegungsehenen  berühren,  sind  ebenso  die  vier 
Schnabelbpitzen  und  Endstellen  des  in  der  Spur  des  Kegels  lie- 
genden Bildes  der  Curve.    (§  24,  2.) 

10)  Man  erläutere,  wie  die  Bestimmung  der  Centra  Y^  und 
1^*  im  vorhergehenden  speciellen  Fall  aus  der  im  Text  entwickelten 
allgemeinen  Construction  von  N^  N*  hervorgeht;  man  trage  auch 
in  der  Figur  die  Verbindungslinie  der  scheinbaren  Doppelpunkte 
der  Horizontalprojection  der  Durchdringungscurve  ein,  als  Hori- 
zontalprojection  der  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Richtung  Z* 
in  beiden  Kegeln. 

11)  Man  vertausche  in  Tafel  III  die  Bezeichnung  der  Mittel- 
punkte M  und  M*  und  bilde  die  neue  Durchdringung;  oder  man 
lege  unter  Beibehaltung  der  gemeinsamen  zu  xz  parallelen  Haupt- 
ebene die  Spitze  M  auf  den  Mantel  des  Kegels  ^/i*S,*  und  bilde 
die  Durchdringung  mit  Knotenpunkt  und  gemeinsamer  Hauptebene. 
Der  Doppelpunkt   kann  auch   isoliert  werden;   für  die   Curve   nait 
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Spitze  giebt  es  aber  eine  solche  symmetrische  Anordnung  nicht, 
ohne  dass  sie  in  zwei  zusammenfallende  Gerade  und  einen  Kegel- 
schnitt degeneriert  —  wie  wir  es  schon  in  §  21  sahen. 

12)  Wenn  die  gegebenen  Kegelflächen  eine  gemeinsame  zur 
Dämlichen  Bichtung  conjugierte  Diametralebene  haben,  so  würde  bei 
schräger  Parallelprojection  —  nämlich  für  jene  Diametralebene  als 
Projectionsebene  und  diese  Bichtung  als  Bichtung  der  projicierenden 
Strahlen  —  die  bezügliche  Projection  der  Durchdringungscurve  ein 
Kegelschnitt  sein. 

13)  Man  zeige  wie  der  Fall  der  Kegel  mit  gemeinsamer  Haupt- 
ebene  durch  centrisch  collineare  Ableitung  in  den  allgemeinen  Fall 
Übergeführt  wird.  Die  orthogonale  Symmetrie  bezüglich  dieser 
Hauptebene  geht  in  involutorische  centrische  Collineation  über. 
Durch  welcherlei  Ableitung  erhält  man  aus  ihm  den  Specialfall 
unter  9)? 

14)  Die  Doppelpunkte  der  Spur  der  developpabeln  Fläche  der 
Curve  liegen  in  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebenen  ihrer  Dop- 
pelcurven.    (Vergl.  Tafel  HI.) 

15)  Wenn  für  die  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  das  Tetraeder  der  vier  Kegelspitzen  und  ein  Punkt  gegeben 
sind,  so  entspringen  aus  demselben  vier  andere  Punkte  als  die  von 
dem  letzteren  durch  das  Tetraeder  harmonisch  getrennten,  sodann 
auf  gleiche  Weise  drei  weitere  aus  diesen.  Ist  P  der  gegebene  Punkt 
und  sind  M^^  M^^  M^y' M^  ?ie  Ecken  des  Tetraeders,  so  mögen  P^^ 
^21  ^3  >  ^4  ^^®  besagten  durch  M^  und  P,  oder  M^ ,  -^Z» ,  M^ ,  etc. 
resp.  von  P  harmonisch  getrennten  Punkte  bezeichnen.  .Denkt  man 
die  Tangente  t  der  Curve  in  P  auch  gegeben,  so  erhält  man  daraus 

die  Tangenten  ^, ,  .  .  .  in  iP, ,  /^2>  ^31  ^4  ^^^  ^^®  Durchdringungs- 
curve ist  bestimmt,  weil  die  sich  in  ihr  durchdringenden  Kegel 
bestimmt  sind  —  nämlich  je  durch  vier  Mantellinien  und  die  Tan- 
gentialebene in  einer  derselben.  Ein  zweiter  Punkt  P*  leistet  die  Be- 
stimmung ebenso^  da  die  acht  nun  jeweilig  erhaltenen  Mantellinien 
immer  einem  Kegel  zweiten  Grades  angehören.  (Vergl.  §  26  und 
die  analogen  Probleme  für  Kegelschnitte  in  Band  I,  §  32^  11  f.) 

16)  Man   erörtere    die   Bestimmung    aus   zwei  reellen  Ecken 
.  il/f ,  M2  des  Tetraeders ,   der  gegenüberliegenden  Kante   desselben 

und  der  Involution  in  ihr^  deren  nicht  reelle  Doppelpunkte  M^  und 
M^  sind,  mit  Punkt  und  Tangente  der  Curve  —  wobei  zuerst  zu 
erinnern^  wie  die  besagte  Involution  aus  der  Constructionsmethode 
des  Textes  erhalten  wird.     (I,  §  31,  18.) 

17)  Die  stationäreEbene  schneidet  die  developpable  Fläche  der 
Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  in  einem  Kegel- 

-  schnitt,  welcher  den  zugehörigen  Punkt  der  Curve  enthält  und  ihre 
entsprechende  Tangente,  d.  h.  ihre  Schnittlinie  mit  der  CoUinea- 
tionsebene  M*p^y  berührt. 

18)  Die  Scfamiegungsebenen   der  Baumcurve  vierter  Ordnung 
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mit  Bückkehrpunkt  sind  gemeinschaftliche  Tangentialebenen  zweier 
Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  E  gemein  haben  und  von  denen 
der  eine  die  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  zu  seiner  Tangente  in 
diesem  Punkte  hat. 

Es  ist  die  dualistisch  entsprechende  Construction  zu  der  des 
Textes,  wo  die  Punkte  der  Curve  als  gemeinsame  Punkte  zweier 
Kegel  zweiten  Orades  entstehen,  die  eine  gemeinsame  Tangential- 
ebene haben  und  von  denen  der  eine  durch  diese  in  der  Verbin- 
dungslinie ihrer  Mittelpunkte  berührt  wird.  Jene  beiden  Kegel- 
schnitte und  somit  die  developpable  Fläche  sind  —  man  weise  es 
nach  —  durch  fünf  Ebenen  bestimmbar  und  man  schliesst  daraus, 
dass  jede  BAumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  zu  der 
developpabeln  Fläche  einer  beliebigen  andern  solchen  Curve  pro- 
jectivisch  reciprok  ist. 

Wir  erinnern  an  die  numerische  Gleichheit  der  reciproken  Cha- 
raktere (§  23,  9)  unserer  Curve  (§  23, 14*,  c)  und  an  die  analogen 
reciproken  Erzeugungsweisen  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  und 
ihrer  developpabeln  Fläche  in  §  24,  10  f. 

19)  Wenn  vier  Punkte  P^  0^  Ä,  S  einer  Baumcurve  vierter 
Ordnung  in  einer  Ebene  liegen  ^  so  liegen  die  ihnen  in  den  invo- 
lutorischen  Collineationen  mit  den  Centren  M^^  M^^  M^^  M^  ent- 
sprechenden Punkte  der  Curve  /^j ,  (>i ,  .  • ;  P^,  .  .  . ;  -Pg ,  .  .  . ; 
Aj  •  •  ^^4  J®  wieder  in  einer  Ebene,  ^o  auch  für  die  eine  Colli- 
neation  bei  der  Curve  vierter  Ordnung  mi{  Bückkehrpunkt.  Und 
für  diese  femer:  Die  entsprechenden  zu  den  Schmiegungsebenen 
der  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt,  welche  von 
einem  Punkte  des  Baumes  ausgehen,  gehen  durch  einen  und  zwar 
durch  den  zu  jenem  entsprechenden  Punkt. 

Im  allgemeinen  Falle  ergiebt  sich  für  die  Punkte  mit  sta- 
tionärer Schmiegungsebene  der  wichtige  Satz:  Jede  Ebene, 
welche  drei  dieser  Punkte  mit  einander  verbindet, 
enthält  noch  einen  vierten  von  ihnen. 

20)  Man  beweise  den  Satz :  Die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tan- 
gente der  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegelflächen  zweiten 
Grades  mit  den  Mittelpunkten  der  vier  Kegelflächen  zweiter  Ord- 
nung bestimmt,  welche  durch  sie  gehen,  bilden  ein  Büschel  von 
constantem  Doppel verhältniss ;  also  nach  den  Bezeichnungen  der 
Tafel  III 

(/j  .  FAfM*F*)  =  const.     oder    (/^  .  ^|*/2'3^*)  =  ^^^-i 

d.  h.  die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tangente  mit  den  vier  andern 
Tangenten  der  Curve  bestimmt,  die  sie  schneidet,  bilden  eine  Gruppe 
von  constantem  Doppelverhältniss.    (VergL  Bd.  in.) 

21)  Bemerkt  man,  dass  die  Spuren  dieser  Ebenenbüscbel 
Strahlenbüschel  von  constantem  Doppelverhältniss  bilden,  so  ergiebt 
sich  speciell  für  die  acht  Tangenten  einer  Gruppe 
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dass  die  Durcbstosspunkte  derselben  in  einer  beliebigen  Ebene,  also 
z.B.  ihre  5,^  acht  Punkte  eines  und ' desselben  Kegelschnitts  sind. 

Man  findet  auch,  dass  die  Projectionen  der  acht  Tangenten  in 
einer  beliebigen  Ebene  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind.  (Vergl. 
§47.) 

Mit  andern  Worten  besagt  das  Vorige:  Das  Doppelver- 
hältniss  der  vier  Tangentialebenen^  welche  durch  eine 
beliebige  Tangente  der  Curve  noch  an  dieselbe  gehen, 
hat  für  alle  ihre  Tangenten  dieselben  Wertbe.  Man 
zeige  nun,  dass  diese  Werthe  unverändert  bleiben  für 
die  Büschel  der  Tangentialebenen  der  Curve,  die  durch 
je  eine  Doppelsekante  derselben  an  sie  gehen. 

26.  Wir  zeigen  nun,  dass  erst  durch  die  theoretischen 
Ergebnisse  des  vorigen  §  sich  eine  genaue  und  wahrhaft 
praktische  Construction  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  gewinnen  lässt  und  erörtern  dieselbe  an  den 
zumeist  Yorkommenden  einfachen  Fällen  als  auch  für  diese 
unentbehrlich.  Der  allgemeine  Fall  mag  nach  dem  in  Tafel 
III  dargestellten  besonderen  mit  einer  Symmetrieebene  behan- 
delt werden  und  der  Fall  mit  zwei  Symmetrieebenen  ihm  folgen, 
dem  die  Tafel  IV  gewidmet  ist,  weil  es  zweckmässig  ist,  einen 
Wechsel  der  Bezeichnung  vorzunehmen,  den  eben  der  Unter- 
schied beider  Tafeln  erklärt. 

.  In  Tafel  III  sind  die  vier  Kegelschnittpunkte  M,  M*  (die 
der  beiden  gegebenen  Kegel)  und  Y^^  Y"*  und  die  zugehörigen 
Spuren  S^^,  S,^'*,  B^^  (die  Verticalprojection  der  Durchdrin- 
gung) und  Sj^*.  Die  Durchdringung  kann  aus  jedem  Paar 
dieser  vier  Kegel  construiert  werden,  die  Erläuterung  bezieht 
sich  auf  das  Paar  My  M*,  Schon  in  §  25,  9  ist  bemerkt,  dass 
die  Hilfsebenen  H«  durch  die  Gerade  MM*  in  zur  Ebene 
MM*Y*  symmetrischen  Paaren  H^,  H,*  benutzt  wurden  und 
dass  die  zweimal  vier  aus  einem  solchen  Paare  erhaltenen 
Punkte  der  Durchdringung  />, ,  P^^  P^^  /\  und  /^,*,  .  .  P^* 
oder  kürzer  1,  2,  3,  4  und  1*,  .  .  4*  eine  Gruppe  von  vier- 
facher involutorischer  Symmetrie  bilden.  In  der  That  ist  un- 
mittelbarer Ausdruck  der  Construction,  dass  diese  Punkte  vier- 
mal zu  zwei  sowohl  in  vier  Geraden  aus  M  als  auch  in  vier 
Geraden  aus  M*  gelegen,  nämlich  aus  M  die  Paare  12,  1*2% 


1 
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34,  3*4*  und  aus  M*  die  Paare  13,  1*3*  24,  2*4*.  Weü 
aber  die  Ebenen  n<,  n<*  zugleich  eoitsprechende  Ebenen  in 
den  centrischen  Involutionen  der  Curve  mit  sich  selbst  aus  den 
Centren  V^  und  F*  sind, ^  so  liegen  dieselben  Punkte  auch 
viermal  zu  zwei  in  Geraden  darch  diese  Gentra,  nämlich  durch 
F«  in  den  Paaren  11*  22*,  33*,  44*  und  durch  F*  in  14*, 
1*4,  23*,  2*3  —  v^ie  es  in  folgender  Tafel  übersichtlich  zu- 
sammengestellt ist. 


M 

12 

1*2* 
1*3* 

34 
24 

3*4* 
2*4* 

M*yy* 
Mvy* 

M* 

13 

y 

11* 

22* 
1*4 

33* 
23*" 

44* 

MM*y* 

y* 

14* 

2*3 

MM*y 

Dieselbe  giebt  zugleich  den  Zusammenhang  der  Tangenten 
der  Curve  in  den  Punkten  der  Gruppe.  Denken  wir  /,,  /j, 
^3,  ^4  und  ^1*,  .  .  ^4*  als  die  acht  zugehörigen  Tangenten,  so 
schneiden  sich  dieselben  viermal  zu  zweien  auf  jeder  der  Ebenen 
des  Tetraeders,  nämlich  in  der  Ebene  M^FF*  die  Paare  /,^2> 
t^t^y  t^t^,  t^t*)  etc.,  in  der  Ebene  MM*F*  oder  der  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallelen  die  Paare  i^t^f  t^i^^^if^. 
Man  sieht,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  alle  acht  Punkte  der  Gruppe 
direct  aus  den  Kegeln  zu  construieren,  weil  von  ihren  28  mög- 
lichen Verbindungslinien  16  durch  bekannte  Punkte  gehen; 
indess  wird  man  diese  Lagenrelationen  der  Punkte  in  der  Regel 
nur  zur  Prüfung  und  Erhöhung  der  Genauigkeit  benutzen. 
Anders  ist  es  mit  den  Tangenten,  bei  deren  directer  Ck)n- 
struction  je  zwei  Tangentialebenen  angegeben  werden  müssen. 

Wenn  die  Schnittpunkte  der  Tangente  1  mit  den  Ebenen 
des  Quadrupels  M'^FF^y  FF*M,  MM*F*,  MM*F  construiert 
sind,  so  liefern  sie  durch  Verbindung  mit  2,  3,  1*,  4*  resp. 
die  Tangenten  dieser  Punkte;  ebenso  die  Schnittpunkte  von 
1*  mit  denselben  Ebenen  die  Tangenten  von  2*,  3*,  4.  Die 
Tangenten  der  Gruppe  liefern  dann  die  übrigen  neun  Schnitt- 
punkte der  Tabelle  —  zusammen  je  vier  Punkte  von  jeder 
Doppelcurve  der  Developpabeln. 

Man  hat  also  nur  eine  der  Tangenten  der  Gruppe  aus  den 
Kegeln  direct  zu  bestimmen,  erhält  aus  ihr  die  übrigen  linear 
und  mittelst  ihrer  dabei  nicht   benutzten   Schnittpunkte  nach 


Dorcbdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades:  Construction.  26.     175 

der  Lage  derselben  in  den  Ebenen  des  Tetraeders,  neun  Proben 
der  Genauigkeit. 

Geht  man  zu  zwei  nächst  benachbarten  Hilfsebenen  H^^ 
H{*  über^  so  wird  man  die  benachbarten  Punkte  auf  dieselbe 
Weise  bezeichnen  und  die  vorige  Tafel  zu  ihrer  exacten  Be- 
stimmung ganz  ebenso  verwerthen  können.  Man  sieht,  dass 
die  Construction  der  Durchdringungscurve  zugleich  mit  der  der 
Doppelcurven  ihrer  Tangentenfläche  erfolgt  und  dass  die  Con- 
struction der  so  viel  complicierteren  Spurcurve  schon  jetzt  auf 
einen  kleinen  Theil  beschränkt  ist.  Dass  dieselbe  aber  ganz 
erspart  werden  kann,  ergiebt  sich  sofort  (vergl.  §  25, 2) :  Man 
hat  nur  die  Tangente  in  P^  ohne  Benutzung  des  ersten  Durch- 
stosspunktes  S^,  also  mittelst  eines  der  Punkte  auf  1 1'^;  12,  13, 
14*  in  den  Flächen  des  Tetraeders  zu  bestimmen ;  natürlich 
als  Schnittpunkt  der  Spuren  der  zugehörigen  Tangentialebenen 
beider  Kegel  in  der  betreffenden  Ebene  des  Tetraeders« 

Wenn  wir  erinnern,  dass  die  Spurcurve  der  Tangenten- 
fläche der  allgemeinen  Durchdringung  aus  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  von  der  achten  Ordnung  und  zwölften  Classe  ist,  sechs- 
zehn Doppelpunkte  und  vier  Rückkehrpunkte  sowie  achtund- 
dreissig  Doppeltangenten  und  sechszehn  Inflexionen  hat,  so 
erkennt  man  den  Werth,  den  die  Yermeiilung  ihres  Gebrauchs 
hat.  Sie  wird  durch  unsere  Theorie  ersetzt  durch  eine  Curve 
vierter  Ordnung  und  sechster  Classe  mit  drei  Doppelinflexions- 
knoten  oder  von  der  möglichst  einfachsten  Form  und  jeder 
Punkt  dieser  Curve  liefert  überdiess  zwei  Tangenten  der  Durch- 
dringung. 

Denken  wir  uns  nun  diesen  allgemeinen  Fall,  so  empfiehlt 
sich,  sowohl  seiner  selbst  wegen  als  wegen  der  Befreiung  von 
der  besonderen  Beziehung  auf  die  Darstellung  durch  Horizontal- 
und  Verticalprojection,  die  in  der  Wahl  der  Zeichen  J^«  und 
F^  liegt,  die  Veränderung  der  Bezeichnung,  nach  welcher  die 
vier  Kegelmittelpunkte  als  ^/,,  AI2,  M^,  Mj^  und  etwa  ihre 
Polarebenen  M^M^Mj^y  M^M^M^^  M^M^M^^  M^M.^M^  durch 
die  einfachen  Zeichen  Pj,  Fj,  P3,  P4  benannt  werden. 

Denken  wir  M^j  M^  als  die  ursprünglichen  Kegelmittel- 
punkte und  ist  H^,  H,*  ein  durch  ihre  Verbindungslinie  ge- 
hendes und  durch  M^y  M^  harmonisch  getrenntes  Hilfsebenen- 
paar,   so   dass  also  das  Doppelverhältniss  des  Ebeneubüschels 
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(F4F3HiH,-*).die  negative  Einheit  ist,  oder  die  Spuren  seiner 
vier  Ebenen  in  einer  beliebigen  M^  M^  nicht  enthaltenden  Ebene 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel  bilden;  so  liefert  diess  Paax 
zweimal  vier  Punkte   der  Durchdringung,  die  wie  vorher  als 

P^^  7^2  9  -Pa»  A  ^^  ^  ^"^  ^*7 '  •  ^4*  ^  ^»*  bezeichnet  werden 
können;  dann  enthält  die  wenig  modificierte  Tafel  von  vorhin 
oder  falls  man  die  Sternbezeichnung  vermeiden  und  die  ganze 
Gruppe  von  1  bis  8  zählen  wollte,  die  daneben  stehende 
zweite  z.  B. 


12 
13 

1*2* 
1*3* 

34  3*4* 
24  2*4* 

1*2 

M^ 

11* 

22* 

33*  44* 
23*  2*3 

P4 

M, 

14* 

1*4 

M,    12  34  56  78  P 


1 


M^    14  23  58  67  Pj 


M^    15  26  37  48  JP., 
X  17  28  35  46  P4 


die  vollständige  Uebersicht  der  Lagenbeziehungen  zwischen  den 
Punkten  und  Tangenten  einer  Gruppe-,  und  es  ist  evident,  dass 
sie  ganz  ebenso  wie  aus  einer  Tangente  die  sieben  übrigen, 
auch  aus  einer  Schmiegungsebene  die  sieben  übrigen  abzuleiten 
gestattet  —  ebenfalls  mit  neun  übrig  bleibenden  Genauigkeits- 
proben. 

In  Zusammenfassung  der  Anschauung  bemerken  wir,  dass 
die  acht  Punkte  einer  Gruppe  zu  vier  in  zwölf  Ebenen  liegen, 
von  denen  wiederum  je  sechs  durch  einen  der  Mittelpunkte 
Ali  gehen;  z.  B.  nach  der  Bezeichnung  der  letzten  Tafel  iu 
Ebenen  1234,  .  ;  1265,  .  ;  1278,  .  ;  2376,  .  ;  2385,  .5 
1375,  .  (die  Ebenen  mit  den  complementaren  Ziffern  werden 
je  durch  einen  Punkt  vertreten);  und  durch  M2  die  Ebenen 
1234,  .  ;  2385,  .  und  2376,  .  etc.  Wir  können  sie  durch 
centrisch  collineare  Modellierung,  miteist  der  Annahme,  dass 
die  Ebene  M^M^M^  die  Gegenebene  B  im  Originalraum  sei,  in 
die  acht  Ecken  eines  Parallelepipeds  überführen,  für  welches 
M(^  M^i  M^  die  Richtungen  seiner  drei  Tetradeu  paralleler 
Kanten  sind  und  das  M^  zum  Mittelpunkt  hat.  (Vergl.  Bd.  I, 
§-41,5.) 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  die  Durchdringung  von  zwei 
Rotationscylindern  von  ungleichen  Radien,  deren  Axen  sich 
schneiden,  und  die  Durchdringung  von  zwei  Cylindern  zweiten 
Grades  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  oder  aligemeiner  mit 
einer  gemeinsamen  Polarebene  einer  gegebenen  festen  Richtung 
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diesen  besonderen  Gharacter  darbieten  werde ;  denn  für  M^y  M^  als 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Cy linder  und  M^  als  jene  Richtung  (im 
Falle  der  gemeinsamen  Hauptebene  der  Richtung  ihrer  Normalen) 
sind  diese  unendlich  fernen  Mittelpunkte  doppelt  projicierender 
Cylinder  die  Richtungen  der  drei  Eantenquadrupel  des  Paral- 
lelepides  und  sein  Mittelpunkt  ist  zugleich  der  Mittelpunkt 
des  einzigen  projicierenden  Kegels  der  Durchdringung.  Man 
wird  dieselbe  als  dreifach  planar  symmetrisch  und  einfach 
ceutrisch  symmetrisch  bezeichnen  dürfen,  und  es  ist  auch 
möglich  y  die  Durchdringung  der  allgemeinen  Cylinder  so  an- 
zuordnen,  dass  jene  drei  Symmetrien  orthogonale  Symmetrien 
sind;  man  läfist  zwei  andere  Hauptebenen  des  ersten  und  des 
zweiten  Cylinders  zu  einander  normal  sein,  während  im  Fall 
der  Rotationscylinder  der  rechtwinklige  Schnitt  der  Axen  genügt 
—  die  oft  gesehene  Kreuzdurchdringung  z.  B.  bei  horizontalen 
Tonnengewölben  von  rechtwinklig  sich  schneidenden  Axen,  also 
gleichen  Wiederlagerhöhen,  aber  verschiedenen  Radien. 

Neben  den  in  Tafel  HI  und  §  25  analysierten  Fall  mit  einer 
Symmetrieebene  wollen  wir  nun  in  Tafel  lY  einen  Fall  mit 
zwei  Symmetrieebenen  stellen  und  ihn  im  Sinne  praktischer 
Durchführung  erläutern,  indem  wir  zugleich  annehmen,  dass 
man  dabei  auf  die  vollständige  Gonstruction  des  Systems  der 
Doppelcurven  verzichten  wolle.  Wir  stellen  diie  Aufgabe  so: 
Man  bestimme  die  zwei  fehlenden  Spitzen  der  doppelt  proji- 
cierenden Kegel  für  die  Durchdringungscurve  einer  Cylinder- 
fiSehe  und  einer  Kegelfläche  vom  zweiten  Grade  mit  einer 
gemeinsamen  Hauptebene  und  construiere  mittelst  der  £benen 
der  Doppelcurven  ihrer  Developpabeln  diese  Durchdringung 
durch  Punkte  und  Tangenten.  Speciell  für  einen  zur  Axe  OZ 
parallelen  geraden  Kreiscylinder  Tf/^,  8/  und  einen  Rotations- 
kegel M^ ,  82^  dessen  Axe  die  seinige  schneidet  und  zw  OY 
parallel  ist.  Die  Tafel  IV  giebt  sie  und  die  daran  sich  knüpfenden 
Beziehungen  zu  den  Punkten  und  Tangenten  der  Durchdring- 
ungscurve. Die  Schnittlinie  der  Polard)enen  von  M^  und  M^ 
in  den  Kegeln  M^S^  und  i/|8/  respective  ist  m^^,  die  in  ihr 
liegenden  Involutionen,  (rj,  H^\  G^y  ff 2  (^^  ^^^^  ^^^^  Doppel- 
punkte) haben  zu  gemeinsamen  Elementen  den  Mittelpunkt 
Afj  und  den  unendlich  fernen  Punkt  M^,  Von  den  vier  doppelt- 
berührenden Kegeln   der  Curve  ist   nur   der  zu   M^  gehörige 

Fiedler,  darstellende  Geometrie    II.  3.  Aufl  12 


178       II-   Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.  26. 

hyperbolische  nicht  gezeichnet,  da  seine  Spur  in  der  dritten 
Projectionsebene  liegt.  Für  M^  ist  die  Ellipse  B^  die  zweite 
Spur;  für  M^  der  Vollkreis  S^^,  für  .¥,  die  zwischen  den  um- 
rissen des  Kegels  M^  liegenden  Bögen  ABy  CD  des  Kreises 
S|';  die  Hyperbel  83'^  würde  auch  nur  zwischen  den  Umrissen 
des  Cylinders  M^  als  Projection  reeller  Curventheile  erscheinen. 

Die  Construction  der  Punkte  und  Tangenten  ist  für  die 
durch  M^Z^  gehenden  symmetrischen  Hilfsebeuen  s^y  Sj*  durch- 
geführt und  bezeichnet;  wenn  die  Tangente  t,  in  P^  als  Schnitt 
bezüglicher  zwei  Tangentialebenen  bestimmt  ist,  so  ergeben 
sich  mittelst  der  Horizontalprojectionen  von  ^j"^,  /,,  ^3,  ^4  und 
durch  die  Punkte  der  Doppelcurven  11*,  12,  13,  14  die  Tan- 
genten in  -P,*,  P2,  Pg,  /*4  in  der  Verticalprojection;  die  i^'y  t^' 
sind  parallel.  Die  Tangenten  in  den  übrigen  drei  Punkten  der 
Gruppe  von  acht  Punkten,  welche  ^, ,  s^  liefern,  sind  damit 
offenbar  mit  bestimmt;  sie  sind  in  Paaren  parallel.  Die  acht 
reellen  stationären  Ebenen  haben  ihre  Berührungspunkte  in 
Ay  Bj  C^  D  auf  F,  und  (unbezeichnet)  auf  P4 ;  in  den  Punkten 
A^  By  Cf  D  sind  die  zugehörigen  Tangenten  der  Axe  z  parallel; 
daher  Spitzen  mit  zusammenfallenden  Aesten  in  der  ersten 
Projection  als  Enden  des  reellen  Theiles.  In  den  yier  anderen 
Punkten  sind  die  stationären  Schmiegungsebenen  horizontal. 

Die  Doppelinflexionsknoten  der  Doppelcurven  liegen  im 
Mittelpunkt  des  Kegels  M^  und  in  dem  des  yerticalen  Cylinders. 
Man  kann  natürlich  dieselbe  Durchdringung  als  die  von  zwei 
Cyliudern  mit  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Axen  behandeln 
und  erhält  eine  ganz  ähnliche  Constructionsausführung  für  zwei 
Botationscylinder  mit  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Axen,  die 
wir  auszuführen  empfehlen. 

Aber  es  ist  noch  von  dem  Falle  der  Eindringung  be- 
sonders zu  reden,  da  alles  Vorige  sich  auf  die  eigentliche 
Durchdringung  mit  vier  reellen  Mittelpunkten  doppelt  pro- 
jicierender  Kegel  bezieht. 

Wir  haben  gesehen,  dass  aus  den  reellen  Kegeln  mit  den 
Mittelpunkten  My ,  M^  die  gerade  Verbindungslinie  g  der  beiden 
andern  Mittelpunkte  stets  reell  hervorgeht;  während  speciell 
im  Falle  der  Eindringung  die  beiden  in  ihr  zu  bildenden  Pol- 
involutioneu  reelle  und  einander  trennende  Paare  von  Doppel- 
punkten haben,  so  dass  ihr  gemeinsames  Paar  nicht  reell  ist* 
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Mit  dem  die  Gerade  g  berührenden  Hilfskreise  K  liefern  uns 
die  Tangenten  aus  G^y  H^  und  die  aus  G^^  H^  zwei  Berührungs- 
sehnen oder  Polaren,  die  sich  im  Innern  des  Kreises  in  einem 
Punkte  P  schneiden ;  die  von  P  an  den  Kreis  gehenden  Tan- 
genten würden  in  g  das  gemeinsame  Paar  markieren.  Wir 
ersetzen  es  durch  die  Involution  mit  P  als  Pol  im  Hilfskreis, 
Ton  der  es  das  Paar  der  Doppelpunkte  wäre.  Jedem  Punkte 
^  in  ^  entspricht  ein  anderer  Punkt  ^*  in  ihr,  so  dass  die 
Berührungspunkte  der  yon  ihnen  an  K  gehenden  Tangenten 
in  einer  durch  P  gehenden  Geraden  liegen.  Die  von  M^M^ 
nach  zwei  solchen  Punkten  Ä  und  A*  von  g  gehenden  Ebenen 
sind  zwei  Hilfsebenen  H,*;  H^*;  welche  als  harmonisch  getrennt 
von  den  nicht  reellen  Kegelmittelpunkten  M^  und  M^  anzusehen 
sind.  Aber  nur  die  eine  von  ihnen  schneidet  die  Kegel  um 
M^  und  M^  in  reellen  Mantellinien  und  liefert  vier  Punkfce  der 
Durchdringung^  die  reelle  Hälfte  der  Gruppe;  die  Punkte  in 
der  andern  Hilfsebene  sind  nicht  reell,  ihre  Verbindungslinien 
mit  jenen  und  untereinander  können  nicht  gezogen  werden. 
Aber  auch  in  diesem  Falle  bleibt  unsere  Entwicklung  praktisch 
nützlich.  Die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  der  einen  Hilfsebene  H,- 
liegen  in  Paaren  12;  34  auf  Geraden  durch  J/,  und  in  Paaren 
13;  24  auf  Geraden  durch  A/,;  die  Tangenten  t^  und  t^  und 
ebenso  ^3,  t^  schneiden  sich  daher  auf  der  Ebene  P^  oder 
M^M^M^  also  M^g  und  die  Tangentenpaare  ^, ^3  und  wieder 
i^t^  auf  der  Ebene  M^g*^  aus  der  direct  bestimmten  Tangente 
/,  folgt  also  ^2  und  ^3  und  aus  jeder  von  diesen  kann  man  t^ 
erhalten,  so  dass  immer  eine  Genauigkeitsprobe  übrig  bleibt. 
Die  Gurve  wird  also  zugleich  mit  den  beiden  reellen 
Doppelcurven  ihrer  Tangentenfläche  erhalten. 

Wir  erinnern,  dass  der  Grenzfall  zwischen  Durchdringung 
und  Eindringung  durch  die  Curye  mit  Doppelpunkt  oder  den 
Fall  der  Berührung  der  Kegel  gebildet  wird;  und  dass  in  diesem 
Falle  die  Gerade  g  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  das  ge- 
meinsame Paar  ihrer  Polinvolutionen  sich  in  ihm  vereinigt; 
die  Involution;  durch  die  diess  Paar  immer  ersetzt  werden 
kann;  ist  also  parabolisch;  oder  von  zwei  durch  M.^y  M^  har- 
monisch getrennten  Hilfsebenen  des  Büschels  M^  M.^  ist  die  eine 
willkürbch  und  die  andere'  geht  stets  nach  dem  Doppelpunkte. 

Aber  die  Fälle  der  Durchdringungen  mit  singulären  Punkten 
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sind  zur  Genüge  untersncht  und  wir  kommen  hier  nicht  noch- 
mals auf  sie  zurück. 

Wohl  aber  müssen  wir  am  Schlüsse  dieser  Entwickelangen 
hervorheben  und  näher  erläutern,  dass  die  Abbildung  der  Durch- 
dringungscurven  aus  Kegeln  zweiten  Grades  alle  ebenen 
Cur^en  liefert,  deren  Ordnung  nicht  vier  und  deren 
Geschlecht  nicht  Eins  übersteigt.  Das  Bild  der  allge- 
meinen Durchdringung  aus  einem  Baumpunkte  von  un- 
abhängiger Lage  erkannten  wir  in  §  23,  U*  als  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  in  einer  immer  reellen 
Geraden  und  mit  vier  Paaren  von  Doppeltangenten  aus  je  zwei 
Punkten  reeller  Geraden;  während  die  Bilder  der  Durchdring- 
ungen von  sich  einfach  und  resp.  stationär  berührenden  Kegeln 
zweiten  Grades  im  gleichen  Falle  solche  Gurven  mit  drei  Doppel- 
punkten und  zwei  Paaren  von  Doppeltangenten  und  resp.  mit  zwei 
Doppelpunkten  und  einer  Spitze  und  einem  Paar  von  Doppeltan- 
genten sind;  und  schliesslich  das  allgemeine  Bild  einer  Baumcurve 
dritter  Ordnung  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ist. 

Wir  wissen  aus  §  24,  dass  diese  Bilder  sich  ändern,  wenn 
das  Projectionscentrum  in  der  Tangentenfläche  der 
Curve  gewählt  wird;  die  Tangente  der  Curve,  auf  der  es  liegt, 
ist  die  eine  der  zwei  von  ihm  ausgehenden  Doppelsekanten  und 
der  zugehörige  Doppelpunkt  wird  zur  Spifcze  im  Bilde,  mit 
der  Spur  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  als  Tangente;  und 
weil  nach  der  Constructionsregel  der  Tangente  von  ihr  aus 
an  jeden  der  doppelt  berührenden  Kegel  der  Durchdringung 
eine  Tangentialebene  geht,  so  vermindert  sich  zugleich  die 
Zahl  der  Doppeltangenten  um  vier,  das  Bild  ist  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und  Spitze  und  mit  vier 
Doppeltangenten.  Nach  jener  Constructionsregel  ist  ersichtlich, 
dass  man  diese  Modification  hervorbringt,  wenn  man  zwei  üm- 
risskanten  der  sich  durchdringenden  Kegel  zweiten  Grades  zu 
Mantellinien  einer  Hilfsebene  macht,  d.  h.  wenn  man  den 
Durchstosspunkt  der  Verbindunglinie  beider  Kegelspitzen  J/j  J/j 
in  einer  der  Verbindungslinien  der  Punkte  von  Iii,  Ii2  wählt, 
in  denen  eine  Tangente  aus  Jl/,  und  eine  Tangente  von  M^ 
sie  berühren ;  in  Fig.  47  ist  die  Schleife  bei  j?,  B2  desshalb  so 
klein,  weil  die  nach  den  Umrisslinieh  M*A^  und  MG  gehenden 
Hülfsebenen  einander  benachbart  sind. 
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Aendert  man  die  Disposition  dann  weiter  so,  dass  auch 
die  Berührangspankte  des  zweiten  Paares  der  Umrisskanten 
der  Kegel  —  in  jener  Figur  M*B*y  MF  —  in  einer  Geraden 
aas  dem  Durchsiosspunkte  von  MM*  liegen,  so  ist  das  Centrum 
der  Schnittpunkt  von  zwei  nicht  benachbarten  Tangenten  der 
Curve  oder  ein  Punkt  in  der  Doppelcurve  ihrer  Tan- 
gentenfläche und  beide  scheinbaren  Doppelpunkte  gehen 
in  Spitzen  über.  Man  sieht,  dass  für  gegebene  M\  M*'  und  Ii, 
L*,  wenn  von  jenen  reelle  Tangeutenpaare  an  diese  gehen,  vier 
Lagen  des  Durchstosspunktes  S  in  der  Geraden  MM*  existieren, 
für  welche  je  einer  der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Bildes 
der  allgemeinen  Durchdringung  in  eine  Spitze  übergehen  muss, 
und  es  ist  leicht  so  zu  disponieren  —  auch  für  kreisförmige 
Spuren  —  dass  zwei  von  diesen  S  zusammenfallen.  Die  Ver- 
minderung in  der  Zahl  der  Doppeltangenten  des  Bildes  steigt 
nun  auf  sieben  (unten  7),  so  dass  nur  eine  dem  Bilde  verbleibt. 
Das  ist  im  Grunde  in  den  früheren  Entwickelungen  enthalten. 
(§§  22,  24.) 

Aber  wir  haben  hier  hinzuzufügen,  dass  auch  der  Eintritt 
des  Centrums  in  den  Mantel  eines  doppelt  projicie- 
renden  Kegels  der  Curve  ihr  Bild  modificiert ;  die  durch  das 
Centrum  gehende  Mantelltnie  desselben,  die  nun  als  Punkt  er* 
scheint,  enthält  zwei  Punkte  der  Durchdringung,  die  in  dem- 
selben Punkte  projiciert  sind,  und  weil  die.  zu  ihr  gehörige 
Tangentialebene  dieses  Kegels  projicierend  ist,  so  fallen  die 
Tangenten  des  Bildes  der  Durchdringung  für  beide  hier  ver- 
einigte Punkte,  die  keineswegs  Nachbarn  sind,  zusammen,  d.  h. 
das  Bild  zeigt  die  Specialität  einer  Berührung  zwischen  zweien 
seiner  Aeste  oder  Selbstberührung,  die  zwei  Doppelpunkte 
desselben  sind  unendlich  nahe  benachbart;  man  kann  diese 
Singularität  einen  Berührungsknoten  nennen.  Offenbar 
ist  das  Bild  der  Kegelspitze  Mi  auf  der  Peripherie  der  zuge- 
hörigen Leitcurve  L/  der  Berühjningsknoten  und  die  zugehörige 
Tangente  von  L<  seine  Tangente  für  das  Bild. 

Auf  dem  Mantel  eines  solchen  Kegels  kann  aber  das 
Centrum  eine  Reihe  ausgezeichneter  Lagen  haben;  es  kann- 
in einer  derjenigen  vier  Mantellinien  desselben  liegen, 
welche  zur  Tangentenfläche  der  Durchdringungs- 
curve  gehören,   die  also  seine  Schnittlinien  mit  den  Grenz- 
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lagen  der  Hilfsebenen  sind;  es  kann  in  der  Curve  selbst, 
als  dem  Durchschnitt  aller  vier  doppelt  projicierenden  Kegel, 
liegen  und  weiter  in  dem  Durchschnittspunkt  derselben 
mit  einer  von  diesen  Mantellinien,  endlich  in  der 
Spitze  des  Kegels  als  dem  Schnittpunkt  jener  Mantellinien 
unter  einander.  Ueber  die  zugehörigen  Dispositionen  kann 
nach  dem  Früheren  kein  Zweifel  sein,  die  herbeigeführten  Re* 
sultate  sind  zahlreich  und  von  hohem  Interesse. 

Wir  heben  hier  nur  das  eine  hervor,  wo  die  Bilder  der 
Spitzen  der  gegebenen  Kegel  auf  den  zugehörigen  Leitcurveu 
liegen,  also  if /  in  Ii|  und  M^  in  Lj  und  somit  wegen  der  Lage 
des  Centrums  in  der  Durchdringungscurre  das  Bild  derselben 
eine  Curve  dritter  Ordnung  ohne  Punktsingulari- 
täten wird.  Die  üoustruction  des  Bildes  zeigt  uns  zwei  invo- 
lutorische  Strahlenbüschel  von  den  Scheiteln  iff/,  M^^  welche 
denselben  Punkt  S  in  der  Geraden  M(  M^  zum  Pol  in  beiden 
Spurkegelschnitten  Lf  und  L^  haben;  die  Strahlenpaare  der- 
selben, die  durch  das  Sehnenbüschel  der  Hilfsebenenspuren 
einander  projectivisch  zugeordnet  sind,  erzeugen  durch  ihre 
Schnittpunkte  die  Curve;  in  der  geraden  Linie  M(M^  fallen 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammen  und  alle  Punkte  der 
Geraden  sind  Schnittpunkte  des  einen  mit  dem  andern. 

Und  den  Specialfall,  der  sich  daran  anschliesst,  wenn  S 
ein  gemeinsamer  Punkt  der  Spurkegelschnitte  Lj  und  L,  ist, 
und  dessen  Ergebniss  lautet:  Das  Bild  der  Baumcurve  dritter 
Ordnung  aus  einem  ihrer  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt.  (Yei^l. 
§  24,  6.)  Die  Construction  giebt  die  Erzeugung  desselben  aus 
zwei  projecti vischen  Strahlenbüscheln  —  aus  parabolischen  In- 
volutionen nach  Absonderung  des  Scheitelstrahles. 

Die  Uebersicht  der  Beispiele  kann  zeigen,  in  welchem 
Umfange  die  Construction  algebraischer  Curven  höherer  Ord- 
nungen und  Classen  sich  an  die  darstellende  Geometrie  der  Durch- 
dringung der  Kegel  zweiten  Grades  anschliesst.  (Vergl.  §  46.) 

1)  In  welchem  Falle  gehen  alle  vier  InvolutioBen  der  Curve 
vierter  Ordnung  in  Symmetrien  über,  nämlich  in  eine  centrale  und 
drei  axiale  oder  vielmehr  planare?  Welches  ist  der  speciellste  aller 
Fälle,  wo  die  letzteren  Symmetrien  orthogonal  werden?  Der  Text 
giebt  die  Antworten.  Die  Punkte  der  stationären  Schmiegungs- 
ebenen  können  dann  als  Scheitel  der  Curve  bezeichnet  werden ;  die 
Querschnitte  der  sie  enthaltenden  Ebenen  F  mit  den  zu  ihnen  nor- 
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malen  Cylindorn  als  die  Axe^  oder  Durchmesser  der  Curve,  deren 
Endpunkte  jene  sind. 

2)  Da  ein  Tetraeder  M^M^M^M^^  durch  centrisch  collineare 
Modellierung  unter  Verwandlung  seiner  Ecken  in  Bichtungen  nur 
so  umgeformt  werden  kann,  dass  entweder  eine  Ecke  M^  oder  zwei 
Ecken  also  eine  Kante  M^M^  oder  drei  Ecken  also  eine  Fläche 
Ml  M.2  M^  ins  Unendliche  fallen,  so  können  unsere  Durchdiingungen 
nur  einfach,  zweifach  oder  dreifach  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  sein.  Im  Falle  dreifacher  Planar- Symmetrie  hat  der  Rich- 
tungskegel der  Durchdringung  die  einfachen  Charaktere  der  Doppel- 
curve  derselben;  er  zählt  aber  zweifach. 

3)  Man  mache  die  Bestimmung  der  Scheitel  der  fehlenden 
Kegel  in  dem  Falle,  dass  unter  den  Hilfsebenen  des  Büschels  M^  M^ 
solche  sind,  die  den  einen  Kegel  {M^  berühren.  Man  zeichnet  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  von  M^  und  M^i  für  M^  S, ,  M^  S,  resp., 
und  bestimmt  die  Durchstosspunkte  der  Geraden  M^  M^ ,  M^  M,^  mit 
Hilfe  jener  äussersten  also  zusammengehörigen  Bilfsebenen. 

4)  Man  construiere  die  fehlenden  Scheitel  der  doppelt  proji- 
eierenden  Kegel  und  die  Ebenen  der  Doppelcurvon  der  Developpa- 
beln  für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades 
in  Centralprojection  unter  der  Voraussetzung  von  zwei  reellen  un- 
endlichen Aesten  derselben. 

5)  Man  stelle  die  Durchdringung  von  zwei  Cylindem  dar, 
deren  Erzeugende  zu  den  Axen  x  resp.  y  pai-allel  sind,  deren  dritte 
resp.  zweite  Spur  ihre  Mittelpunkte  in  der  Axe  z  haben  und  für 
welche  diese  der  den  Bichtungen  M^^ ,  M^  conjugierte  Durchmesser 
ist.  Es  sind  die  Spitzen  M^^  M^  in  z^  die  Doppelcurven  auf  xz^ 
yZy  M^M^Mj^^  M^M^M^  und  die  Spuren  der  Kegel  aus  M^^,  M^ 
in  den  letzteren  Ebenen  anzugeben. 

6)  Wenn  zwei  Rotationskegel  mit  verticalen  Axen  und  gleicher 
Höhe  der  Mittelpunkte  ^¥, ,  M^  über  der  horizontalen  Projections- 
ebenc  sich  durchdringen,  so  sind  die  Polarebenen  P| ,  P,  einander 
parallel  und  die  Durchdringung  liegt  also  auf  zwei  Cylindem  zweiten 
Grades,  von  denen  der  eine  sofort  als  ein  verticalcr  Rotationscy- 
linder  und  der  andere  als  ein  zur  Ebene  beider  Kegelaxen  normaler 
parabolischer  Cylinder  erkannt  wird.  Die  Endstellen  des  reellen 
Tbeils  der  Verticalprojection  liegen  auf  einem  Kreise  und  man  er- 
kennt leicht,  dass  dieser  um  seinen  verticalen  Durchmesser  gedreht 
die  Durchdringung  immer  in  vier  Punkten  schneidet,  so  dass  die- 
selbe auf  der  hierbei  durch  ihn  erzeugten  Kugel  liegt.  Dass  imsere 
Durchdringungen  überhaupt  immer  zugleich  unzählig  vielen  krummen 
d.  h.  nicht  entwickelbaren  Flächen  zweiten  Grades  angehören,  lehrt 
uns  der  folgende  Abschnitt.   (Vergl.  19.)   (Fig.  60  als  Grundriss.) 

7)  Man  erkläre,  warum  das  Bild  der  allgemeinen  Durchdrin- 
gung zweier  Kegel  zweiten  Grades  beim  Einrücken  des  Centrums 
der  Projection  in   ihre  Tangentenfl^he  vier  und   beim  Uebergang 
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die  Doppelciirve  derselben  nicht  zweimal  vier  sondern  nur  sieben 
Doppeltangenten  verliert,  während  beim  Uebergang  auf  die  Gurve 
selbst  wirklich  alle  Doppeltangenten  verschwinden. 

8)  Man  erläutere  die  Veränderungen  des  Bildes  der  allgemeinen 
Durchdringung  beim  uebergang  des  Projectionscentrums  von  der 
einen  Seite  ihrer  Tangentenfläche  auf  die  andere^  und  ebenso  die« 
welche  beim  Durchgang  desselben  durch  einen  der  doppelt  pro- 
jicierenden  Kegel  eintreten. 

9)  Das  allgemeine  Bild  der  Durchdringung  vierter  Ordnung* 
mit  Doppelpunkt  hat  drei  Doppelpunkte  und  nur  vier  Doppeltan- 
genten, weil  dieselbe  nur  zwei  eigentliche  doppelt  projicierende 
Kegel  besitzt.  Die  Lage  des  Projectionscentrums  auf  ihrer  Tan* 
gentenfläche  macht  einen  der  scheinbaren  Doppelpunkte  zur  Spitze 
und  rednciert  die  Zahl  der  Doppeltangenten  auf  zwei ;  die  Lage  in 
der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  verwandelt  beide  scheinbaren 
Doppelpunkte  in  Spitzen  und  lässt  (vergl.  7)  noch  eine  Doppel- 
tangente tibrig.  Für  das  Centrum  in  der  Curve  selbst  erhalten  wir 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  dem  Bilde  des  Doppelpunktes  der 
Durchdringung  als  Doppelpunkt.  Liegt  das  Centrum  auf  einem 
der  eigentlichen  doppelt  projicierenden  Kegel,  so  tritt  neben  dem 
Bilde  des  wirklichen  Doppelpunktes  ein  BerUhrungsknoten  auf,  der 
aus  der  Vereinigung  der  scheinbaren  Doppelpunkte  entspringt. 

10)  Kann  man  im  letzten  der  vorigen  Fälle  das  Bild  des 
wirklichen  Doppelpunktes  dem  Bertlhrungsknoten  unendlich  nahe 
bringen?  In  beliebiger  Richtung  genähert  würde  man  den  drei- 
fachen Punkt  und  bei  Annäherung  in  der  Berührungsknotentan- 
gente den  Osculationsknoten^  d.  h.  die  Osculation  zweier  Aeste  der 
Curve  mit  einander,  erhalten. 

11)  Man  construiere  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung 
(vergl.  §  25,  1)  mit  einem  Knoten  oder  einem  isolierten  Punkt  im 
Endlichen  aus  zwei  Kreisen. 

12)  Die  Wahl  des  Centrums  in  einer  der  Mantellinien  eines 
doppelt  projicierenden  Kegels  der  Curve,  die  zur  Tangentenfläcbe 
derselben  gehören,  bedingt  die  Vereinigung  von  Knoten  und  Spitze 
im  Bilde  der  Spitze  jenes  Kegels  auf  dem  Bilde  der  Curve  —  so- 
wohl bei  der  Eindringung  als  bei  der  Durchdringung  der  Kegel; 
das  Bild  zeigt  vier  Doppeltangenten,  von  denen  aber  eine,  die 
zugleich  zu  den  stationären  Tangenten  zählt,  die  Tangente  in  der 
Vereinigung  von  Knoten  und  Spitze  ist. 

13)  Man  construiere  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  EOckkehr- 
punkt  als  Bild  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  mit  kreisförmigen 
Spuren.  Dieselbe  geht  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  oder  ist, 
wie  man  sagt,  circular. 

Man  construiere  die  nicht  singulare  circulare  Curve  dritter 
Ordnung,  wenn  man  ihre  Berührungen  mit  den  gegebenen  Grund- 
kreisen und  einem  Punkte  der  Curve  z.  B.  die  Bichtung  ihrer  reellen 
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Asymptote  kennt.  Wenn  man  dabei  insbesondere  den  Durchstoss- 
pnnkt  der  Asymptote  in's  ünendlicbe  disponiert,  d.  h.  der  Carve 
einen  parabolischen  Ast  giebt,  so  zerföUt  sie  in  einen  Kreis,  der 
die  gegebenen  Kreise  berührt  und  die  unendlich  ferne  Gerade.  Der 
Scheitelpunkt  des  Bflschels  der  Hilfsebenenspuren  ist  dann  der  eine 
Aehnlichkeitspunkt  der  gegebenen  Spurkreise  und  die  Bilder  der 
Spitzen  sind  nicht-entsprechende  Punkte  in  der  zugehörigen  Aehn- 
Uchkeit.  (Vergl.  I,  §  (36);  Fig.  82.) 

14)  Für  die  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
und  einer  Spitze,  und  für  die  mit  einem  Doppelpunkt  und  zwei 
Spitzen  erhalten  wir  so  je  zwei  Darstellungen;  jene  ergiebt  sich 
als  allgemeines  Bild  der  Durchdringung  mit  stationärem  Punkt 
und  als  Bild  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  aus  einem  Punkte 
ihrer  Tangentenflftche ;  diese  ist  das  Bild  der  Curve  mit  Doppel- 
punkt aus  einem  Punkte  der  Doppelcurve  ihrer  Tangentenfläche 
und  das  Bild  der  Curve  mit  stationärem  Punkt  aus  einem  Punkte 
ihrer  Tangentenfiäche.  Ebenso  ist  die  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  das  Bild  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  aus 
einem  ihrer  Punkte  und  das  allgemeine  Bild  der  Raum  curve  dritter 
Ordnung,  und  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  das  Bild  der 
Durchdringung  mit  stationärem  Punkt  aus  einem  ihrer  Punkte  und 
das  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  aus  ihrer  Tangentenfläche. 

15)  Als  Kegelschnitt  erscheint  die  Baumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Art  bei  der  Projection  aus  vier  oder  drei  oder  zwei  Punkten 
des  Raumes,  je  nachdem  sie  allgemein  ist  oder  einen  Doppelpunkt 
oder  einen  stationären  Punkt  hat  —  in  den  beiden  letzten  Fällen 
den  singulären  Punkt  eingeschlossen  (vergl.  §  25);  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  bei  der  Projection  aus  jedem  ihrer  Punkte  —^  die 
Gesammtdurchdringung  als  Kegelschnitt  und  Gerade  ausser  aus  ihren 
beiden  Doppelpunkten.  Die  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallende  Durch- 
dringung wird  von  jedem  Punkte  in  der  Ebene  des  einen  Kegel- 
schnittes und  insbesondere  von  jedem  ihrer  Punkte  durch  Kegel- 
schnitt und  gerade  Linie  projiciert ;  von  jedem  Punkte  der  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  aber  und  speciell  von  jedem  ihrer  Doppelpunkte 
aus  als  ein  Paar  von  Geraden.  Bei  der  in  eine  doppelte  Gerade 
und  einen  sie  schneidenden  Kegelschnitt  zerfallenen  Durchdringung 
findet  das  erste  statt  für  jeden  Punkt  des  Raumes,  das  zweite  für 
jeden  Punkt  des  Kegelschnittes  und  sie  erscheint  als  Kegelschnitt 
ftSr  jeden  Punkt  der  geraden  Linie  und  als  gerade  Linie  für  den 
Schnittpunkt  beider. 

16)DieSpurcurven  der  Tangentenflächen  unserer  Durch- 
dringungeU;  die  im  Allgemeinen  weit  complicierter  sind  als  ihre  Bilder, 
werden  doch  in  sehr  einfacher  Weise  erzeugt:  Die  Tangentenpaare 
des  einen  und  des  andern  Spurkegelschnittes  in  den  Punkten  einer 
Geraden,  welche  sich  um  einen  festen  Punkt  S  dreht,  liefern  durch 
ihren  Sdinitt  mit  einander  je  vier  Punkte  der  Spurcurve  der  Tan- 
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gentenfläcben  aller  der  Durchdringungen  von  Kegeln  zweiten  Grades 
über  jenen  aus  Punkten  je  einer  durch  S  gehenden  Geraden  als 
Spitzen.  Der  Ort  dieser  Quadrupel  ist  im  allgemeinen  Falle  a) 
eine  Curye  achter  Ordnung  mit  sechzehn  Doppel-  und  vier  Rück- 
kehrpunkten. Wenn  unter  den  Strahlen  jenes  Büschels  eine  gemein- 
same Tangente  beider  Kegelschnitte  ist  oder  wenn  sein  Scheitel 
auf  dem  einen  Kegelschnitt  liegt,  so  ist  b)  der  Ort  der  bezüglichen 
Quadrupel  rcsp.  Paare  eine  Ourve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppelpunkten  und  vier  Bückkehrpunkten.  Ist  c)  der  Scheitel  des 
Büschels  zugleich  der  eine  der  Berührungspunkte  jener  gemeinsamen 
Tangente,  so  wird  der  Ort  der  entsprechenden  Schnittpunktepaare 
eine  Curve  fünfter  Ordnung  mit  zwei  Doppel-  und  vier  Bückkebr- 
punkten.  Liegt  d)  der  Scheitel  des  Büschels  in  einem  Durchschnitts- 
punkt beider  Kegelschnitte,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  der 
zu  jeder  Lage  des  Strahles  gehörigen  zwei  Tangenten  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Bückkehrpunkten.  Für  den  Scheitel  im 
Durchschnitt  von  zwei  gemeinsamen  Tangenten  der  Spurkegel- 
schnitte, von  welchem  aus  reell  schneidende  Gerade  an  sie  gehen, 
zerfUllt  e)  der  Ort  der  Quadrupel  in  zwei  gemde  Linien,  zwei  con- 
jugierte  Durchschnittssehnen  der  Kegelschnitte,  und  für  den  Scheitel 
als  einen  Berührungspunkt  beider  Spurkegelschnitte  ist  der  Ort  der 
Schnitte  der  bezüglichen  Tangentenpaare  f )  eine  gerade  Linie,  die 
Verbindungslinie  der  beiden  andern  Schnittpunkte  von  jenen;  doch 
haben  auch  diese  Geraden  noch  die  Durchschnittspunkte  der  Spur- 
kegelschnitte, durch  die  sie  gehen,  zu  Bückkehrpunkten. 

17)  Bei  besonderer  Lage  der  Spurebene,  d.  h.  der  beiden  Spur- 
kegelschnitte gegen  einander,  treten  Vereinfachungen  der 
Spur  curve  der  TangentenflSche  in  allen  FSllen  ein.  Wenn  die 
Spurcurven  einander  berühren,  so  ist  sie  der  Schnitt  der  Tangenten- 
fläche mit  einer  Ebene  durch  eine  ihrer  Mantellinien  so  dass  diese 
sich  von  der  eigentlichen  Spurcurve  absondert.  Im  Falle  der  drei- 
punktigen  Osculation  der  Spurcurven  ist  die  Spurebene  eine  Schmie- 
gungsebene,  im  Falle  der  vierpunktigen  Osculation  speciell  eine 
stationäre,  so  dass  sie  zwei  resp.  drei  unendlich  benachbarte  Er- 
zeugende der  Tangentenfläche  enthält  und  die  Spurcurven  sich  somit 
auf  die  sechste  und  fünfte  Ordnung  im  Falle  a),  auf  die  vierte 
und  dritte  im  Falle  b)  und  auf  die  dritte  und  zweite  im  Falle  c) 
reducieren;  mit  acht  Doppelpunkten  und  einer  Spitze  resp.  fünf 
Doppelpunkten  in  a),  mit  zwei  Doppelpunkten  und  einer  Spitze 
und  mit  einem  Doppelpunkte  in  b)  und  mit  einer  Spitze  im  ersten 
Falle  von  c).  Im  Falle  der  Doppelberührung  der  Spurkegclschnitte, 
also  fQr  die  Spurebene  als  Tangentialebene  eines  der  doppelt  be- 
rührenden Kegel,  erhält  man  durch  Absonderung  von  zwei  Geraden 
ebenfalls  Curven  sechster,  vierter  und  dritter  Ordnung  in  den  Fällen 
a),  b)  und  c)  resp.,  aber  dieselben  haben  keine  Spitzen,  sondern 
Doppelpunkte  in  den  resp.  Anzahlen  Neun,   Drei  und  Eins.     Alle 
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diese  Spurcurven  werden  in  den  Fällen  a)  und  b)  durch  die  in 
den  Quadrupelebenen  genommenen  an  Einfachheit  übertroffen;  alle 
sind  Yon  den  Oeschlechtern  Eins  und  Null.  Wir  überlassen  die 
weitere  Ausftlhrung  dem  Leser,  insbesondere  auch  die  Erörterung 
der  Beziehungen,  welche  zwischen  der  Spur  der  Tangentenfläche 
nnd  dem  Bilde  stattfinden. 

18)  Aus  dem  Satze,  dass  das  Büschel  der  Tangentialebenen 
der  Raumeurve  vierter  Ordnung  erster  Art  durch  eine  beliebige 
ihrer  Doppelsekanten  immer  dieselben  Doppel  Verhältnisse  hat  (vergl. 
§  25,  21),  folgt  für  die  allgemeine  ebene  Curve  dritter  Ordnung, 
die  ihr  Bild  aus  einem  ihrer  Punkte  ist:  Das  Büschel  der  vier 
Tangenten^  welche  man  von  einem  Punkte  der  Curve  dritter  Ord- 
nung ohne  singulären  Punkt  noch  an  dieselbe  legen  kann  —  die 
Tangente  im  Punkte  selbst  ungerechnet  —  hat  für  alle  Punkte  der- 
selben Curve  dieselben  Werthe  seines  Doppelverhältnisses.  Dies 
Doppelverhältniss  ist  eine  durch  Projection  unveränderliche  Con- 
stante,  die  sogenannte  absolute  Invariante  der  Curve. 

In  der  That,  die  Spuren  der  im  ursprünglichen  Satze  auftre- 
tenden Tangentialebenen  durch  irgend  eine  vom  Projectionscentrum 
aaf  der  Curve  ausgehende  Doppelsekante  derselben,  sind  Tangenten 
des  Bildes  der  Curve  aus  dem  Fusspunkte  der  letzteren  in  diesem^ 
weil  jene  Ebenen  projicierend  sind.  Wir  können  sagen,  dass  die 
unendlich  vielen  Kegel  dritter  Ordnung  und  sechster  Classe,  durch 
welche  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  aus  allen  ihren 
Punkten  projiciert  wird,  die  nämliche  absolute  Invariante  haben,  die 
dann  auf  alle  ihre  ebenen  Querschnitte  übergeht.  Man  sieht  leicht, 
dass  die  Fälle  der  Durchdringung  und  Eindringung  wesentliche 
Unterscheidungsmerkmale  dieser  Kegel  bedingen  und  kann  von  da 
aus  zur  Classification  der  Curven  dritter  Ordnung  gelangen. 

19)  Die  Durchdringung  von  zwei  geraden  Kreiskegeln  mit 
parallelen  Axen  erscheint  in  der  Orthogonalprojection  n^ch  diesen  als 
eine  zur  Centrale  der  Grund  kreise  orthogonal-symmetrische  Curve 
vierter  Ordnung  mit  Spitzen  in  den  imaginären  Kreispunkten  d.  h. 
als  Cartesisches  Oval.  Denn  die  Stellung  der  Projectionsebene 
ist  nicht  nur  Projection  der  Polarebenen  des  Centrums  in  beiden 
Kegeln,  sondern  die  nach  den  Kreispunkten  gehenden  Mantellinien 
geben  auch  die  Umrisslinien  der  Kegel  in  der  Projection.  Man  er- 
kennt damit,  dass  die  Curve  dieselbe  bleibt,  wenn  sie  die  Central- 
projection  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  auf  die  gemeinsame 
Kreisschnittebene  aus  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  von  den 
Spitzen  nach  den  Centren  jener  Grundkreise  ist.  Für  A,  und  h:^ 
als  Höhen  der  Kegelmittelpunkte  ^, ,  M^  über  der  Projections- 
ebene und  r,  und  r^  als  die  bezüglichen  Kreisradien  ist  für  die  Ab- 
stände ^] ,  ^2  ^®^'  Projection  P'  eines  Punktes  der  Curve  in  der 
Höhe  z  von  den  Mittelpunkten  J/,',  M>l 

e^  :  r,  =  (A,  —  z)  :  Ä, ,     ^2  •  ''2  =  (^2  -  ^)  =  ^2 ; 
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also 

Ä|  ^2  (^1  —  ^i)  —  ^2^1  (^2  —  ^2)  1 

eine  lineare  Belation  zwischen  den  Entfernungen,  nach  der  man 
die  Punkte  M{,  M^  als  Brennpunkte  des  Ovals  bezeichnet. 
Das  Oval  entsteht  aus  Punkten  und  Tangenten  in  Gruppen 
zu  vier  aus  den  Orundkreisen  und  einem  Strahlenbttschel ;  dessen 
Scheitel  in  der  Centrale  von  jenen  liegt.  Man  charakterisiere  die 
zugehörige  Spurcurve  der  TangenteniiSche. 

20)  Welches  ist  der  dritte  Brennpunkt  des  Ovals  in  der  Yer- 
bindungsgeraden  der  zwei  ersten?  Der  zugehörige  Brennkreis  bildet 
mit  den  beiden  ersten  ein  Büschel.  Liegt  der  Mittelpunkt  des 
einen  Kegels  im  Mantel  des  andern,  so  entsteht  die  PascaTsche 
Schnecke;  etc. 

21)  Die  Enveloppo  einer  Reihe  von  Cartesischen  Ovalen,  denen 
ein  Brennpunkt  Äff  gemeinsam  ist,  während  der  andere  —  ohne 
Aenderung  der  übrigen  Data  —  eine  Gerade  durchläuft,  besteht 
aus  zwei  Kegelschnitten:  Den  Projectionen  der  Querschnitte  des 
festen  Kegels  mit  den  beiden  Ebenen,  die  die  Enveloppe  des  be- 
wegten zweiten  Kegels  bilden.  Und  wenn  der  zweite  Brennpunkt 
unter  denselben  Voraussetzungen  einen  Kreis  vom  Mittelpunkte  M 
beschreibt,  so  besteht  die  Enveloppe  aus  zwei  Cartesischen  Ovalen 
mit  den  Brennpunkten  M^  und  if,  weil  die  Enveloppe  des  be- 
wegten Kegels  von  zwei  Botationskegeln  über  concentrischen  zu 
jenem  Kreise  gebildet  wird. 

22)  Für  die  cjklographische  Darstellung  der  Durchdringung  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades  haben  wir  dem  in  §  9,  (13)  f.  über  die 
des  ebenen  Querschnittes  Gesagten  nur  wenig  hinzuzufügen.  Das 
cjklographische  Bild  der  Durchdringung  ist  die  einfach  unendliche 
GesammÖieit  von  Kreisen^  welche  gemeinsam  ist  den  beiden  zwei- 
fach unendlichen  Gesammtheiten  derselben,  die  die  beiden  Kegel- 
mäntel darstellen,  also  je  mit  einem  festen  Kreis  den  einen  Aehn« 
lichkeitspunkt  auf  einem  festen  Kegelschnitt  haben,  der  die  Spur 
des  Kegels  ist.  Nach  dem  Vorigen  wissen  wir,  dass  diese  Ge- 
sammtheit  noch  zu  zwei  anderen  zweifach  unendlichen  Gesammt- 
heiten der  nämlichen  Art  gehört,  die  im  Allgemeinen  reell  sind. 
Die  Enveloppe  der  durch  die  Curvenpunkte  und  die  zugehörigen 
Bildkreise  bestimmten  gleichseitigen  Rotetionskegel  ist  eine  Deve> 
loppable  gleichen  Falles  durch  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
damit  eine  Fülle  von  Fragen  über  die  Weiterentwickelung  der 
cjklographischen  Methode  angeregt  sind,  auf  deren  Ausführung 
wir  hier  verzichten  müssen.  Natürlich  nehmen  wir  den  einen  der 
Keg0t  als  projicierend,  also  den  Distanzkreis  als  den  seinen  linearen 
Reihen  gemeinsamen  Kreis.    (§  9,  14.) 


B.  Ton  den  krnmmeii  Flächen  im  AUgremeinen  and  den  Flächen 

zweiten  Grades  insbesondere. 

27.  Nach  den  entwickelbaren  Flachen  sollen  uns  nun  die 
nicht  entwickelbaren  oder  eigentlich  krummen  Flä- 
chen beschäftigen. 

Wir  fassen  eine  krumme  Fläche  zunächst  als  den  Ort 
einer  gesetzmässig  bewegten  und  dabei  ihre  Form 
stetig  verändernden  Gurve  und  nennen  sie  eine  Fläche 
m^'  Ordnung,  wenn  eine  gerade  Linie  sie  in  höchstens  m 
Punkten  schneidet ^  so  dass  jede  Gerade  ihr  ganz  angehören 
und  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein  haben  muss^  welche 
mehr  als  m  Punkte  der  Fläche  enthält.    (Vergl.  §  1 ;  speciell 

§  19.) 

Wenn   das    Bewegungs-   und   Formänderungs-Gesetz    der 

erzeugenden  Gurve  graphisch  angegeben  werden  ^  so  hat  man 
die  Data  für  die  Darstellung  der  erzeugten  Fläche  und  muss 
alle  anf  sie  bezüglichen  Gonstruct'ionen  daraus  ableiten  können. 
Wir  werden  diess  weiterhin,  zuerst  im  folgenden  Art.,  an  einer 
Reihe  von  Beispielen  erörtern.  In  denselben  specialisieren  wir 
theils  die  bewegte  Gurre  und  ihre  Formänderung,  theils  die 
ihr  ertheilte  Bewegung;  wir  handeln  von  Rotations-  und 
Schraubenflächen,  indem  wir  die  einfachen  Bewegungen 
der  Drehung  um  eine  Axe  und  der  Schraubung  nach  einer 
solchen  auf  bestimmte  nach  Form  und  Grösse  unveränderliche 
Gurren  anwenden;  von  windschiefen  Regelflächen, 
indem  wir  eine  gerade  Linie  auf  irgend  eine  Art  bewegt 
voraussetzen;  von  topographischen  Flächen,  wo  eine 
veränderliche  Gurve  mit  ihrer  Ebene  immer  horizontal  bleibt; 
von  Flächen  zweiten  Grades,  die  ein  in  gewisser  Art  ver- 
änderlicher Kegelschnitt  beschreibt. 
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Eine  Gerade  t^  welche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der 
Fläche  mit  einander  yerbindet,  wird  eine  Tangente  dersel- 
ben und  die  Vereinigung  P  dieser  Punkte  ihr  Berührungs- 
punkt genannt.  Es  lassen  sich  auf  der  Fläche  durch  diesen 
Punkt  unendlich  viele  Curven  ziehen ,  welche  in  ihm  yod 
dieser  Geraden  berührt  werden  ^  unter  ihnen  alle  die  ebenen 
Querschnitte  der  Fläche,  welche  durch  sie  hindurchgehen, 
ebene  Curven  wi**'  Ordnung,  die  von  /  ausser  in  P  noch  in 
(tn  —  2)  andern  Punkten  getroffen  werden. 

Denken  wir  in  einem  Punkte  P  der  Fläche  zwei  Tau- 
genten t^j  1^  an  dieselbe  gezogen,  so  bestimmen  dieselben  mit 
einander  eine  Ebene,  deren  Schnittcurve  mit  der  Fläche  in  P 
sowohl  mit  t^  als  mit  t^  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein 
hat,  in  welcher  also  der  Punkt  P  ein  doppelter  Punkt  ist. 
In  Folge  dessen  haben  aber  alle  durch  P  gehende  in  der 
Ebene  i^i^  gelegene  Gerade  in  P  ein  Paar  zusammenfallender 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  und  sind  somit  Tangenten  der- 
selben. Die  Ebene,  welche  sie  alle  enthält,  nennen  wir  die 
Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P,  und  sie  ist  durch 
zwei  Tangenten  derselben  in  P  d.  h.  durch  zwei  Gerade  be- 
stimmt, welche  in  P  zwei  auf  der  Fläche  gelegene  Curven 
berühren.  Die  Normale  zu  derselben  Ebene  im  Punkte  P  wird 
als  die  Normale  der  Fläche  in  P  bezeichnei 

Unter  allen  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P  sind  die 
beiden  t^  t*  hervor  zu  heben,  welche  zugleich  Tangenten  der 
Schnittcurve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  im  Punkte 
P  sind  und  die  daher  in  P  mit  der  Fläche  nicht  nur  wie  alle 
anderen  Geraden  der  Ebene  /j/j  zwei,- sondern  drei  unendlich 
nahe  Nachbarpunkte  gemein  haben.  Weil  in  Folge  dessen 
jeder  durch  /  oder  t*  geführte  ebene  Schnitt  der  Fläche  mit 
t  respective  t*  in  P  drei  auf  einander  folgende  Punkte  ge- 
mein oder  diese  Gerade  zur  Inflexionstangente  mit  dem  Be- 
rührungspunkte P  hat,  so  sollen  /,  t*  die  Inflexionstan- 
genten  der  Fläche  im  Punkte  P  heissen;  man  nennt  sie 
auch  die  Haupttangenten. 

Je  nach  der  Natur  des  Doppelpunktes  P  in  der  Schnitt- 
curve der  Tangentialebene  (§  1)  als  Knotenpunkt,  als  Rück- 
kehrpunkt oder  als  isolierter  Punkt  —  für  solche  Punkte 
ebener  Curven    zeigt   sich  hier   eine   neue  geometrische  £nt- 
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stehung  —  sind  diese  Inflexionstangenten  entweder  reell  und 
verschieden  oder  sie  decken  sich  oder  sie  sind  nicht  reell. 
Und  man  unterscheidet  hiernach  (yergl.  §48)  hyperbolische 
Punkte  der  Fläche,  d.  i.  solche  mit  reellen  und  verschie- 
denen Inflexionstangenten,  von  parabolischen  Punkten 
derFläche,  oder  solchen  mit  yereinigt^n  Inflexionstangenten^ 
und  von  elliptischen  Punkten  derselben  mit  nicht  reellen 
Inflexionstangenten.  (Fig.  61  zeigt  die  Typen  dieser  drei 
Schnitte.) 

Vorläufige  Erläuterungen  dieser  Begriffe ,  besonders  auch 
in  Rücksicht  auf  die  Unterscheidung  von  den  developpabeln 
Flächen,  geben  wir  in  den  Beispielen. 

Fig.  61. 


1)  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  zwei  Flächen  von  den  Ord- 
nungen m^  und  m2  in  einer  Raumcurve  von  der  Ordnung  m^^m^; 
drei  Flächen  von  den  respectiven  Ordnungen  m^y  mj*  %  haben  eine 
Gruppe  von  m^m.^m^  Punkten  mit  einander  gemein.  Eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  wird  yon  ihren  Tangenten  ausser  dem  Berührungs- 
punkte nicht  mehr  getroffen;  eine  Fläche  dritter  Ordnung  nicht 
von  ihren  Haupttangenten,  aber  einfach  von  allen  gewöhnlichen 
Tangenten. 

2)  Man  sagt,  zwei  Flächen  berühren  einander  im  Punkte  P^ 
wenn  sie  diesen  Punkt  gemein  und  einerlei  Tangentialebene  in  ihm 
haben.  Zwei  Flächen  berühren  einander  längs  einer  Curve,  wenn 
sie  alle  ihre  Punkte  gemein  und  in  jedem  derselben  die  nämliche 
Tangentialebene  haben.  Man  sagt  dann  etwa,  sie  seien  einander 
nach  dieser  Curye  um-  und  resp.  eingeschrieben. 

3)  Das  elementare  Beispiel  der  Kugel  zeigt  den  Charakter  der 
elliptischen  Punkte;  der  Berührungspunkt  ist  als  ein  Kreis  von  un- 
endlich kleinem  Radius  anzusehen,  die  Tangenten  an  denselben  von 
seinem  Mittelpunkte  aus  sind  die  von  da  nach  den  imaginären 
Kreisponkten  der  Ebene  gehenden  Geraden ;  sie  liegen  ganz  auf  der 
Kugelfläche;  weil  sie  je  drei  Punkte  mit  ihr  gemein  haben. 

4)  Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  im  All- 
gemeinen die  Grenzlinie  zwischen  den  Regionen  elliptischer 
und  hyperbolischer  Punkte  auf  derselben.  Jedes  Modell  einer 
Terrainfläche  ist  geeignet,  diesen  Uebergang  zu  erläutern.  (Vergl. 
§   28.) 
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5)  Liegt  eine  gerade  Linie  /  in  der  Flfiche,  so  ist  sie  für  alle 
ihre  Funkte  die  eine  der  Inflexionstangenten;  daher  ist  auch  die 
zweite  Inflexionstangente  in  jedem  derselben  reell  und  die  Punkte 
der  Fläche  in  der  Geraden  sind  hyperbolisch.  Legt  man  dann  durch 
den  Punkt  P  der  Geraden  eine  Curve  auf  der  Fläche  und  zieht  die 
Tangente  t^  dieser  Curve  in  P^  so  bestimmt  i^  mit  t  die  bezügliche 
Tangentialebene  der  Flftche.  Dieselbe  berührt  im  Allgemeinen  die 
Fläche  jnur  im  Punkte  P. 

6)  In  einer  developpabeln  Fläche  sind  alle  Punkte  pai'a- 
bolisch  y  die  Erzeugende  des  Punktes  ist  die  Vereinigung  der  In- 
flexionstangenten der  Fläche  in  ihm  —  die  Tangentialebene  berührt 
in  allen  Punkten  der  Erzeugenden.  Diess  Verhalten  der  Tangen- 
tialebene trennt  die  developpabeln  Flächen  von  den  eigentlich 
krummen. 

7)  Während  die  developpabeln  Flächen  eine  einfach  unendliche 
Schaar  von  Tangentialebenen  haben,  und  die  Curven  eine  einfach 
unendliche  Reihe  von  Punkten  —  jedes  Element  nur  einem  nächst- 
folgenden benachbart  (jedoch  jene  zweifach  unendlich  viele  Punkte 
und  diese  zweifach  unendlich  viele  Tangentialebenen)  —  zeigen 
die  eigentlich  krummen  Flächen  eine  doppelt  unendliche 
Schaarung  von  Tangentialebenen  wie  eine  doppelt  un- 
endliche Beihung  von  Punkten. 

8)  Insofern  Tangente  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  jede 
durch  ihn  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  gehende  Gerade  ist, 
hat  eine  krumme  Fläche  ebenso  viele  Tangenten  wie  eine  de- 
veloppable,  nämlich  dreifach  unendlich  viele;  bei  jener  sind 
aber  die  Tangenten  in  einer  Tangentialebene  nur  einfach  unendlich 
an  Zahl,  bei  diesen  zweifach  unendlich,  jede  ihrer  Geraden  ist  eine 
Tangente. 

9)  Die  Berührung  einer  krummen  Fläche  mit  einer  Tangen- 
tialebene in  einem  parabolischen  Punkte  derselben  wird  als  eine 
stationäre  bezeichnet.  Die  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  auf 
einander  folgenden  Punkten. 

28.  Wir  wollen  die  vorigen  Erklärungen  zuerst  an  den 
topographischen  Flächen  erläutern,  für  welche  die  „Me- 
thode des  plans  cotes'^  die  natürliche  Darstellung  ist.  (Vergl. 
I,  §  54*,  7  und  p.  345.)  Solche  Flächen  sind  in  der  Regel  nur 
annähernd  bestimmt  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den  Er- 
gebnissen der  auf  sie  bezüglichen  Construetionen ;  man  stellt 
sie  dar  durch  die  Orthogonalprojection  eines  Systems  äqui- 
distanter  paralleler  Querschnitte  auf  die  Ebene  eines 
derselben ;  diese  und  die  Entfernung  benachbarter  Querschnitte 
von  einander  oder  die  Schichtenhöhe  bestimmen  die  Form 
der  Fläche  natürlich  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Distanz 
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ist.  Mau  nennt  sie  unter  der  den  Voraussetzungen  geodätischer 
Messungen  entsprechenden  Annahme  der  horizontalen  Lage 
aquidistante  Horizontalen  oder  Niveaulinien.  Wenn  das 
mathematische  Erzeugungsgesetz  der  Fläche  bekannt  ist^  so 
leitet  man  daraus  so  viele  Niveaulinien  ab  als  man  will;  z.  B. 
ein  System  concentrischer  äquidistanter  Kreise  stellt  immer 
einen  Rotationskegel  mit  vertikaler  Aze  dar,  je  nach  Wahl 
der  Schichtenhohe  ßotationskegel  aller  möglichen  Oeffnungs- 
winkel.  Sowie  die  Terrainfläche  und  jede  Oberfläche  überhaupt, 
so. kann  aber  jede  Tabelle  mit  zwei  Eingängen  oder  jeder  func- 
tionale   Zusammenhang  z  ^=^  f{x,  y)   mit   z  ==»  d^    z  =»  2^^ 

Fig.  62. 


z  ^^^dy  etc.  in  solcher  Darstellung  ausgedruckt  werden ;  die 
Terrainfläche  kann  etwa  nur  dadurch  von  beliebigen  andern 
unterschieden  werden^  dass  bei  ihr,  wie  bei  der  letzten  Aus- 
dmcksweise  mit  rationalem  /*,  auch  jede  Verticale  nur  einen 
reellen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat.  In  Folge  dessen  ist 
jeder  Punkt  P  der  Fläche  durch  seine  Projection  P'  bestimmt; 
liegt  dieselbe  zwischen  den  Niveaulinien  k  und  k  -{-  1^  so  ist, 
wenn  wir  von  der  Projectionsebene  aus  als  Niveau  0  zählen, 
seine  Höhe  grösser  als  die  Ar-fache  und  kleiner  als  die  (/:-{- 1)  fache 
Distanz;  ziehen  wir  durch  sie  d.  h.  durch  P'  eine  zu  den  beiden 
benachbarten  Niveaulinien  senkrechte  Linie,  so  giebt  für  P^^ 
und  P^  als  ihre  Fusspunkte  in  der  k^^  resp.  {k  +  1)**"°  das 
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Verhältniss  P^P' :  P' P^  den  für  die  Hohe  von  P  zur  Ar-fachen 
Distanz  hinzuzufügenden  Bruchtheil  der  Distanz  näberongs- 
weise  an.  Dieser  Betrag  ist,  wie  die  Anschauung  lehrt,  unter 
oder  über  dem  wahren  Werthe,  je  nachdem  die  auf  der  Fläche 
gelegene  Curve  von  der  Horizontalprojection  P^P'  P^  nach  oben 
convex  oder  concav  ist,  eine  Sache,  die  nur  aus  der  Anschauung 
der  Lage  der  benachbarten  Niveaulinien  zur  Ar*'*'  und  {k  +  1)**^ 
mit  Wahrscheinlichkeit  zu  entnehmen  ist:  Man  denkt  durch 
PqP'  etwa  eine  zur  Tafel  normale  Ebene  und  verzeichnet  durch 
Umlegung  in  die  Tafel  ihren  Querschnitt  mit  der  Fläche,  indem 
man  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden  Pq  P'  mit  den  Niveau- 
linien 0,  1,  2,  ...  k.k-\-\y  ^  +  2,  ...  auf  jenen  Perpen- 
dikel errichtet,  in  ihnen  die  0,  1,  2,  etc.  fache  Distanz  ab- 
trägt und  die  Endpunkte  durch  einen  stetigen  Zug  verbindet. 
(Fig.  62.) 

Wir  erhalten  nun  die  Tangentialebene  T  der  Fläche 
Punkte  P  als  die  YerbinduDgsebeue  der  Tangehte  tt  dieses 
Querschnittes  in  P  mit  der  Tangente  in  der  durch  P  gehenden 
Niveaucurve  daselbst;  da  die  letztere  eine  Horizontale  in  der 
Ebene  T  ist,  so  liefert  der  Durchstosspunkt  von  /«  in  irgend 
einer  Niveauebene  zugleich  die  Spur  von  T  in  derselben,  und 
senkrecht  zu  dieser  zwischen  den  parallelen  Spuren  in  zwei 
benachbarten  Niveauebenen  die  Fajllinie  und  Skala  (nämlich 
einen  bestimmten  Theil  f,  (i  -j-  1)  derselben)  der  Ebene  T. 
Liegt  P  nicht  auf  einer  gegebenen  Niveaucurve^  so  wird  mau 
eine  durch  P  gehende  Curve  dieser  Art  interpolatorisch  an- 
geben und  sie  benutzen  wie  vorher.  (Fig.  62.) 

Denken  wir  ferner  eine  Terrainfläche  durch  ihre  Niveau- 
curven  und  eine  Ebene  durch  ihre  Falllinie  und  ihre  Skala 
in  derselben  gegeben,  so  wird  die  Projection  ihres  Querschnittes 
mit  jeuer  erhalten  als  der  Ort  der  sämmtlichen  Schnittpunkte 
der  Niveaucurven  0,  1,  2,  .  .  .  A'  .  .  .  der  Fläche  mit  den  durch 
die  Theilpunkte  der  Skala  senkrecht  zur  Falllinie  verzeichneten 
entsprechenden  Niveaulinien  0,  1,  2,  . .  .  Ar,  .  .  .  Ebene.  Führt 
man  dies  für  die  vorher  construierte  Tangentialebene  T  der 
Fläche  im  Punkte  P  aus,  so  erhält  man  die  Projection  ihres 
Querschnittes;  für  dieselbe  ist  immer  P'  ein  Doppelpunkt  und 
zwar  ein  Knoten,  ein  isolierter  Punkt  oder  eine  Spitze,  je 
nachdem   P  in  der    Region   der   hyperbolischen    oder   in    der 
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der  elliptischen  Punkte  oder  auf  der  Grenzlinie  zwischen  beiden 
liegt.  Im  Allgemeinen  findet  entweder  das  erste  oder  das 
zweite  btatt  und  die  Figur  62  enthält  beide  Fälle  resp.  für  Pk 
and  P^  (hyperbolischen  und  elliptischen  Punkt);  man  hat  die 
Schnitte  normal  zur  Tangente  t^  der  Niveaulinie  in  die  Tafel 
umgelegt  und  ihre  Tangenten  (/<)  in  (P)  eingezeichnet,  daraus 
die  Querschnitte  der  Tangentialebene  T  mit  den  Niveauebenen 
0,  1,  2,  3;  4  und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Niveaulinien 
erhalten;  durch  die  geordnete  Verbindung  derselben  sind  die 
Schnittcurven  Sji,  die  mit  zwei  reellen  Aesten  mit  den  Tan- 
genten g  und  h  durch  P^  hindurchgeht,  und  8«,  für  welche  P 
ein  isolierter  Punkt  oder  ein  unendlich  kleines  Oval  ist,  er- 
halten worden.  Zwischen  den  Punkten  Ph  und  P^  wird  die 
Niveaulinie  2,  auf  der  sie  liegen,  natürlich  von  der  parabo- 
lischen üurve  der  Fläche  durchschnitten. 

Man  kann  auch  von  einem  willkürlich  im  Räume  gedachten 
Punkte  L  aus  die  Tangentialebenen  an  die  Fläche  legen  und 
erhält  deren  einfach  unendlich  viele,  die  zusammen  den  Tan- 
gentialkegel  der  Fläche  aus  dem  Mittelpunkte  L  bilden.  Denn 
jede  durch  L  gehende  Verticalebene,  die  die  Fläche  in  einer 
Gurve  Vi  schneidet,  liefert  eine  Anzahl  in  ihr  liegender  und 
von  L  ausgehender  Tangenten  der  Fläche  Z^,  /2,-,  ...  mit  den 
Berührungspunkten  7i,-,  Tai,  ...;  und  jede  von  diesen  be- 
stimmt mit  der  horizontalen  Tangente  der  Fläche  in  ihrem 
Berührungspunkte  d.  h.  mit  der  Tangente  der  durch  ihn  geh- 
enden Niveaucurve  eine  Ebene,  die  den  Punkt  L  enthält 
und  die  Fläche  in  jenem  Berührungspunkte  berührt.  Die 
Gesammiheit  der  Berührungspunkte  jener  Tangenten  der  Ver- 
ticalschnitte  aus  L  bildet  in  ihrer  stetigen  Folge  T],,  J^^« 
...  721)  ^22 ;  '  -  •  ^^^  Berührungscurve  der  Fläche  mit  dem 
ihr* aus  L  umgeschriebenen  Eegel.  Denkt  man  L  als  eine 
punktförmige  Lichtquelle,  so  bezeichnet  man  diese  Berührungs- 
curve als  die  Selbstschattengrenze  auf  der  Fläche  für 
diese  Lichtquelle.  Setzt  man  Beleuchtung  durch  parallel  ein- 
fallende Lichtstrahlen  voraus  (Sonnenlicht),  so  sind  die  Yer- 
ticalschnitte  Vi  einer  Geraden  parallel  und  man  hat  in  ihren 
Umleguugen  die  Tangenten  von  bestimmtem  Winkel  ß  zur 
Spur  zu  ziehen  und  ihre  Berührungspunkte  zur  Gurve  zu  ver- 
einigen: Selbstschattengrenze  für  Sonnenlicht. 

13* 
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Nach  der  Natur  der  Terrainfläche  giebt  e8  für  ß  =  90^ 
keine  solchen  Tangenten  und  somit  keine  Selbstschatten  grenze 
für  senkrecht  zu  den  Niveauebenen  einfallendes  Licht.  Würde 
Z  als  ein  neues  Projectionscentrum  für  die  Darstellung  der 
Fläche  angesehen;  so  bildet  die  betrachtete  BerührungscurFe 
die  entsprechende  Umrisslinie  auf  der  Fläche  und  ihre 
Projection  aus  L  auf  die  Tafel  den  Umriss  der  Fläche  in  dieser. 
Was  wir  vorher  bemerkten,  spricht  sich  also  auch  dahin  aus, 
dass  eine  Terrainfläche  für  die  zu  ihren  Niyeauebenen  normale 
Bichtung  d.  h.  in  der  üblichen  und  ihr  adäquaten  Darstellung 
keinen  Umriss  darbietet.  Doch  wir  wollen  bei  dem  Beispiele 
der  Beleuchtung  noch  kurz  verweilen. 

Die  Gesammtheit  der  die  Fläche  berührenden  Lichtstrahlen 
oder  der  Berührungskegel  resp.  Berührungscylinder  der  Fläche 
wird  in  der  Regel  in  der  Verlängerung  seiner  Mantellinien 
jenseits  der  Berührungspunkte  die  Fläche  schneiden  und  die 
Reihenfolge  der  ersten  unter  diesen  Schnittpunkten  jenseits  der 
Berührungspunkte  bildet  den  Schlagschatten  der  Fläche 
auf  sich  selbst  für  jene  Beleuchtung;  man  sieht,  dass  seine 
Bestimmung  auf  Grund  des  Vorigen  nur  die  Benutzung  der- 
selben Verticalschnitte  F.-  erfordert,  nämlich  die  Angabe  der 
besagten  Schnittpunkte  der  Tangenten  und  die  Angabe  ihrer 
Projectionen. 

Wir  können  femer  die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch 
eine  gegebene  Gerade  /  construieren,  indem  wir  zuerst  aus 
einem  Punkte  Z  in  derselben  den  Tangentenkegel  ermitteln 
und  dann  die  durch  die  Gerade  /  an  ihn  gehenden  Tangential- 
ebenen bestimmen;  wir  müssen  dazu  die  Spurcurve  des  Kegels 
auf  irgend  einer  Niveaufläche  und  den  Durchstosspunkt  von  / 
im  nämlichen  Niveau  bestimmen.  Die  Tangenten  aus  diesem 
an  jene  sind  die  Spuren  der  gesuchten  Ebenen  im  betrachteten 
Niveau.  Wäre  die  Gerade  horizontal;  so  bildet  man  etwa  den 
ihr  parallelen  Berührungscylinder  und  zieht  die  Tangenten  aus 
ihrem  Durchstosspunkte  in  der  Ebene  seines  Normalschnittes 
an  diesen. 

Es  ist  aber   lehrreich  ^    dasselbe  Problem  noch   in  einer 

zweiten  Art  zu  betrachten.   Man  markiere  in  der  Geraden  ihre 

'  Durchstosspunkte  Sq,  5^,  ...  in  den  Ebenen  der  auf  einander 

folgenden  Niveaucurven  und   ziehe    von    diesen   an   die    ent- 
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sprecheuden  Niveau  curven  die  Tangenten;  wenn  zwei  benachbarte 
unter  diesen  —  d.  h.  solche  in  benachbarten  Niveaus  und  mit 
benachbarten  Berührungspunkten  auf  der  Fläche  —  einander 
parallel  sind,  so  liegen  sie  mit  /  in  einer  Ebene,  die  um  so 
naher  einer  der  gesuchten  Tangentialebenen  liegt,  je  geringer 
die  Distanz  ist.  Wir  werden  weiterhin  allgemein  von  Flächen 
als  Ort  beweglicher  Geraden  zu  sprechen  haben,  die  gewissen 
drei  Bedingungen  unterliegen  —  wie  hier  den  Bedingungen: 
horizontal  zu  sein,  /  zu  schneiden  und  die  Fläche  zu  berühren 
—  und  den  Charakter  der  Theile  solcher  Flächen  erkennen, 
wie  sie  hier  in  Betracht  kommen. 

Dass  die  Durchdringung  solcher  Flächen  aus  ihren  Niveau- 
curven  von  einerlei  Höhe  als  der  Ort  ihrer  Schnittpunkte  er- 
halten wird,  ist  evident;  aber  nur  etwa  die  Durchdringung 
zwischen  einer  Terrainfläche  und  einer  auf  sie  aufzusetzenden 
Fläche  von  bekanntem  mathematischen  Bildungsgesetz  kann 
technische  Bedeutung  erhalten.  Wir  erinnern  in  den  Beispielen 
an  die  Hauptgesichtspunkte  technischer  Verwend- 
ung, welche  sich  an  die  Behandlung  der  Flächen  aus  Niveau- 
curven  anschliessen. 

1)  Man  verzeichne  auf  einer  durch  Niveaucurven  dargestellten 
Fläche  eine  Linie  von  bestimmtem  gleichen  Fallen  und  Oefälle  von 
einem  gegebenen  Punkte  A  einer  bestimmten  Niveaulinie  aus  nach 
oben  und  nach  unten.  Ist  ß  der  gedachte  Neigungswinkel,  so  be- 
stimmt man  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  aus  ihm  und  der  Di- 
stanz zweier  Nachbamiveaus  als  gegenüberliegender  die  anliegende 
Kathete  und  hat  damit  die  Länge  der  Horizontalprojection  der 
fraglichen  Linie  zwischen  zwei  benachbarten  Niveaulinien.  Durch 
Abstechen  derselben  von  A'  aus  erhält  man  die  benachbarten 
Pnnkte  der  Linie  in  den  nächsten  Niveaus  und  setzt  sie  von  diesen 
aus  in  der  gleichen  Weise  fort.  Wie  hebt  sich  practisch  die  Un- 
bestimmtheit der  Construction,  wenn  es  sich  um  die  Einzeichnung 
einer  Strasse  in  die  Karte  handelt? 

2)  Man  soll  zwischen  zwei  bestimmten  Punkten  auf  einer  durch 
Niveaucurven  dargestellten  Fläche  eine  Linie  von  gleichem  Fallen 
verzeichnen  —  indem  man  aus  der  Höhendifferenz  der  Punkte  und 
dem  Fallwinkel  ß  die  gesammte  Weglänge  und  den  auf  die  Höhe 
zwischen  benachbarten  Niveaus  auffallenden  Theil  desselben  be- 
stimmt und  benutzt.    Offenbar  durch  Probieren. 

3)  Man  zeichne  die  Linie  vom  grössten  Gefälle  ein,  welche 
in  einem  gegebenen  Punkte  beginnt  —  als  orthogonale  Trajectorie 
durch  den  Punkt  zu  den  auf  einander  folgenden  Niveaulinien.     Sie 
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ist  im  Allgemeinen  der  kürzeste  Weg  zwischen  den  in  ihr  liegenden 
Punkten  auf  der  Fläche.    (Vergl.  §  11.) 

4)  Man  projiciere  den  ebenen  Querschnitt  einer  durch  ihre 
Niveaucurven  dargestellten  Fläche,  der  durch  drei  bestimmte  Punkte 
derselben  geht  —  indem  man  die  Falllinie  und  die  Skala  der  Ebene 
dieser  drei  Punkte  ermittelt. 

5)  Man  interpretiere  die  Bertihmngscnrve  der  Fläche  mit  dem 
Tangent«nkegel  aus  dem  Punkte  L  und  den  Theil  der  Fläche  zwischen 
ihr  und  der  Curve  der  ersten  Durchschnittspunkte  des  Kegels  mit 
ihr  für  die  Voraussetzung,  dass  L  der  Standort  eines  die  Terrain- 
fläche bestreichenden  Geschützes  sei. 

6)  Die  Relation  r  =  o^y,  die  einer  Producten-  oder  Factoren- 
Tafel  zu  Grunde  liegt,  giebt  in  rechtwinkligen  Pnnktcoordinaten 
interpretiert  für  z  =  0  entweder  a;  =  0  oder  y  =  0,  d.  h.  die 
Coordinatenaxen  in  der  Niveau  ebene  0;  für  ;?  =  1,  2,  etc.  ary=r, 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  die  graphische  Darstellung  der  Tafel 
zeigt  also  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  mit  einerlei  Asymp- 
toten, deren  Scheitel  in  der  einen  Halbierungslinie  der  Axenwinkel 

die  Punkte  x  =  y  ^Y  \  ^  a:  =  y  =  j/2,  a;  =  y  =  j/3,  etc. 
sind.  Wir  werden  die  so  dargestellte  Fläche  weiterhin  (§  35  f.) 
in  allgemeinerer  Form  als  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bezeichnen 
und  studieren.  Man  constatiert  nach  der  Methode  des  Textes  leicht, 
dass  sie  nur  hyperbolische  Punkte  besitzt. 

29.  Das  im  Vorigen  (§  27)  entwickelte  Grundgesetz  der 
Tangentialebene  lässt  eine  Ausnahme  zu,  die  man  so  aus- 
sprechen kann:  Wenn  durch  den  Punkt  M  der  Fläche  mit 
zwei  Tangenten  /,,  i^  derselben  eine  nicht  in  der  Ebene  der 
letzteren  gelegene  Gerade  t^  geht,  welche  in  M  auch  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  so  thut 
diess  jed  e  durch  M  gehende  Gerade  U  und  M  ist  ein  Doppel- 
punkt der  Fläche  oder  ein  konischer  Punkt  derselben. 

Denn  die  Ebene  t^ti  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve, 
welche  in  M  die  Gerade  tj  berührt  und  auch  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  t^t^  und    i^U  in  zwei  in  M  zu-  Fig.  63. 

sammenf allenden  Punkten  trifft;  also  schnei-         \      i 
det  jede  durch  M  gehende  Ebene  die  Fläche  \  11/ 

in  einer  Curve,    die  in   M   einen    Doppel-  ^rCsV 

punkt  hat.   (Fig.  63.)    Im  Allgemeinen  hat         V^/ ^^^N 
jede  dieser  Curven  in  M  zwei  reelle  und  ver-      yi\_\2^^^\. 
schiedene,  oder  vereinigte,  oder  zwei  nicht    /(j^  ..V----^' 
reelle  Tangenten,  welche  in  M  drei  auf  ein-    ^^^^f^T^^'^^ 
ander  folgende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  1 ' 
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haben;  die  Fläche  hat  also  iu  einem  solchen  Punkte  M  un- 
endlich viele  Paare  von  Infiexionstaugenten  und  diese  bilden 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  und  Classe,  da  ihrer 
nicht  mehr  als  zwei  in  einer  Ebene  liegen.  Jede  Ebene,  die 
diesen  Eegel  berührt,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Garve  mit 
Rfickkehrpunkt  in  M  und  mit  der  zugehörigen  Erzeugenden  des 
Kegels  als  Rückkehrtangente. 

In  analoger  Weise  wie  der  doppelte  oder  zweifache  kann 
ein  p-facher  Punkt  der  Fläche  definiert  werden.  Jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  hat  in  ihm  p  vereinigte  Punkte  mit 
der  Fläche  gemein^  jeder  durch  ihn  geführte  ebene  Schnitt 
hat  in  ihm  einen  p- fachen  Punkt,  d.  h.  die  Schnittcurve  geht 
j7-mal  durch  ihn  hindurch  und  hat  in  ihm  p  im  Allgemeinen 
von  einander  verschiedene  Tangenten;  diese  Tangenten  haben 
in  dem  gedachten  Punkte  (p  +  1)  vereinigte  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  und  bilden,  weil  in  jeder  den  Punkt  enthal- 
tenden Ebene  nicht  mehr  als  p  von  ihnen  liegen,  einen  Kegel 
von  der  Ordnung  p  als  eigentlichen  Tangentenkegel  der 
Fläche. 

1}  Hat  eine  Fläche  von  der  Ordnung  m  einen  m- fachen  Punkt 
in  J/,  so  liegt  jede  Gerade,  welche  von  diesem  nach  einem  andern 
Punkte  der  Fläche  geht,  ganz  in  derselben,  weil  sie  Punkte  in  der 
Zahl  (;7i  4~  1)9  also  alle  ihre  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat. 
Somit  ist  die  Fläche  eine  Kegelfläche  m^^  Ordnung.  Die  Kegel 
zweiter  Ordnung  sind  die  einzigen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt. 

2)  Eine  developpable  Fläche  en'thält  in  ihrer  Doppelcurve  un- 
endlich viele  Doppelpunkte;  für  jeden  derselben  zerfällt  der  Kegel 
der  Inflexionstangenten  in  das  Paar  der  bezüglichen  Tangential- 
ebenen der  Fläche. 

3)  Die  Rttckkehrkante  der  developpabeln  Fläche  ist  der  Ort 
von  Doppelpunkten  derselben;  für  welche  der  Kegel  der  Inflexions- 
tangenten ein  in  der  entsprechenden  Schmiegungsebene  vereinigtes 
Ebenenpaar  ist. 

4)  In  analoger  Weise  wie  die  developpabeln  Flächen  kann  auch 
eine  krumme  Fläche  eine  doppelte  oder  mehrfache  Curve,  speciell 
ROckkehrcurve^  enthalten. 

*)  Ihre  Ordnungszahl  kann  ohne  Zerfallen  der  Fläche  auch  im 
ersten  Falle  nicht  grösser  sein  als  \{fn  —  1)  (^  —  2);  weil  eine 
einfache  ebene  Curve  m^^^  Ordnung  nicht  mehr  als  so  viel  Dop- 
pelpunkte haben  kann.  (Vergl.  §  1^4.)  Man  zeige,  dass  diess  Gesetz 
durch  die  Doppel-  und  Rückkehrcurven  der  untersuchten  develop- 
pabeln Flächen  erfüllt  ist. 


^ 
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30.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  heisst  jede  Fläche^ 
welche  mit  einer  Geraden  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  sie  ganz  zu  enthalten.  Eine  solche  Fläche 
wird  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  geschnitten. 

Fallen  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der 
Fläche  in  einen  Punkt  P  zusammen,  so  ist  die  Gerade  eine 
Tangente  der  Fläche  in  P.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  zwei 
Tangenten  /, ,  ^2  ^^  ^^^  Fläche ;  so  bestimmen  dieselben  mit 
einander  die  Tangentialebene  T  der  Fläche  im  Punkte  P^ 
und  diese  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt  in  P^  deren  beide  Tangenten  in  diesem  Punkte 
die  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  P  sind ;  dieselben  können 
reell  und  verschieden^  oder  vereinigt  oder  nicht  reell  sein.  Sie 
sind  im  Falle  ihrer  Realität  identisch  mit  dem  Paar  sich  in  P 
schneidender  Geraden;  welche  den  in  der  Tangentialebene  ent- 
stehenden Kegelschnitt  mit  Doppelpunkt  in  P  bilden.  Und  da 
jede  von  ihnen  drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  gemein  hat,  so  liegen  sie  ganz  in  der  Fläche. 
(§  27;  8.)  Man  hat  also  den  Satz:  Durch  jeden  Punkt  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  zwei  reelle  und  ver- 
schiedene oder  zwei  vereinigte  oder  zwei  nicht 
reelle  Gerade,  welche  ganz  in  der  Fläche  liegen. 

Denken  wir  die  Inflexionstangenten  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  im  Punkte  P  als  reell  und  verschieden  und  bezeichnen 
sie  durch  g  und  /;  so  gehen  durch  jeden  andern  Punkt  P^ 
derselben  Fläche  zwei  Ebenen  P^g  und  P^l,  von  denen  die 
erste  die  Fläche  in  einer  weiteren  durch  P^  gehenden  Geraden 
/j  und  die  zweite  sie  in  einer  ebenfalls  durch  P^  gehenden  Ge- 
raden gy  schneidet.  Diese  zwei  Geraden  g^^  l^  bestimmen  mit 
einander  die  Tangentialebene  T^  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  Py,  Man  erhält  also  die  Sätze:  Alle  Punkte  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  sind  hyperbolisch,  wenn 
ein  einziger  Punkt  derselben  hyperbolisch  ist. 
Durch  jeden  Punkt  P  einer  solchen  Fläche  zweiter 
Ordnung  gehen  zwei  reelle  und  verschiedene  Ge* 
rade  g^  und  /,,  die  ganz  in  ihr  liegen.  Alle  Geraden 
g  auf  der  Fläche  schneiden  jede  Gerade  /  und  keine 
zwei  Geraden  g  schneiden  einander;   alle  Geraden  / 
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schneiden  jede  Gerade  g  und  keine  zwei  /  einander. 
Die  Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade  g  mit  je 
einer  Geraden  /  bestimmt  werden,  sind  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  in  den  Punkten  von  g^  in 
denen  die  bezüglichen  /  ihr  begegnen. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punkten 
enthalten  somit  zwei  Schaaren  von  unendlich  vielen  Geraden; 
sie  heissen  daher  die  Begelf lachen  zweiter  Ordnung 
und  jede  wird  als  Vereinigung  von  zwei  Eegelschaaren  — 
nämlich  der  der  g  und  der  der  /  —  betrachtet,  die  die  ganze 
Fläche  in  windschiefe  Vierecke  zerlegen. 

Weil,  wie  wir  sahen,  ein  hyperbolischer  Punkt  in  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  lauter  hyperbolische  Punkte  derselben 
bedingt,  so  folgt  umgekehrt,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
in  der  ein  einziger  Punkt  elliptisch  ist,  nur  elliptische  Punkte 
enthält.  Wir  müssen  wie  vorher  schliessen,  dass  durch  jeden 
reellen  Punkt  P  der  Fläche  zwei  in  ihr  liegende  nicht  reelle 
Gerade  g  und  /  gehen,  die  in  seiner  Tangentialebene  T  liegen. 
Wenn  durch  eine  derselben  z.  B.  g  eine  von  der  Verbindungs- 
ebene beider  verschiedene,  daher  nothwendig  nicht  reelle  Ebene 
gelegt  wird,  so  schneidet  sie  aus  der  Fläche  eine  zweite  nicht 
reelle  Gerade  Z^,  welche  mit  jener  einen  nicht  reellen  Punkt 
gemein  haben  wird,  der  der  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Fläche  ist;  etc.  Man  sieht,  dass  vorläufig  diese  Deductionen 
nar  logischen  aber  nicht  anschaulichen  Inhalt  haben  und 
dass  sie  den  letzteren  erst  erlangen  werden,  wenn  wir  nach 
hinreichenden  Erfahrungen  über  ihr  Vorkonamen  und  ihre  Be- 
deutung zu  einer  constructiven  Theorie  der  imaginären 
Raumelemente  gelangt  sind;  wir  dürfen  diess  bis  auf  den 
dritten  Band  dieses  Werkes  verschieben,  wo  wir  zugleich  die 
Identität  der  so  erlangten  Bestimmungen  mit  dem  algebraisch 
Imaginären  in  Form  der  gewohnlichen  complexen  Grossen  nach- 
weisen können..  Hier  begnügen  wir  uns  mit  der  erkannten 
Nothwendigkeit  der  Eintheilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
in  hyperbolische  oder  Regelflächen  und  elliptische 
oder  Nichtregelflächen,  zu  denen  natürlich  eine  (parabo- 
lische) Uebergangsform  tritt,  die  wir  als  entwickelbar  oder 
als  die  Kegelflächen  zweiten  Grades  erkennen. 

1)  Wir  erinnern,  dass  das  Linienpaar  oder  die  Curve  zweiter 
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Ordnang  mit  Doppelpunkt  aus  perspectivischen  und  aus  concen- 
trischen  projeetivischen  Strahlenbüscheln  in  derselben  Ebene  ent- 
steht; im  ersten  Falle  immer  das  reelle  Linienpaar,  im  zweiten 
nach  einfachen  Relationen  der  Lage  ein  reelles  getrenntes,  ein  con- 
jugiert  imaginäres  und  ein  reelles  vereinigtes  Linienpaar.  (Vergl. 
I,  §  25;  §  28,11;  §  29,1.) 

2)  Wenn  die  Inflexionstangenten  g  und  /  in  einem  Punkte  P 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  zusammenfallen,  so  berührt  die  Tan- 
gentialebene der  Fläche  \vl  P  —  die  dann  durch  eine  weitere  Tan- 
gente der  Fläche  in  P  zu  bestimmen  ist  —  dieselbe  in  allen  Punkten 
von  gl  oder  e  —  denn  alle  diese  Punkte  sind  doppelte  Punkte  in 
ihr«m  Schnitt  mit  der  Fläche. 

3)  In  demselben  Falle  ist  die  Fläche  eine  Kegel-  oder  Cjlin- 
derfläche  zweiten  Grades;  denn  jeder  Punkt  P,  der  Fläche  bestimmt 
mit  den  zusammenfallenden  Inflexionstangenten  von  P  zwei  ver- 
einigte Ebenen,  die  die  Fläche  in  den  somit  auch  zusammenfallenden 
Inflexionstangenten  g^ ,  l^  oder  in  der  Mantellinie  e^  von  P^  schnei- 
den. Die  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  sind  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  parabolischen  Punkten. 

4)  Soll  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Doppellinie  haben,  so 
muss  diese  gerade  sein:  Ebenenpaar.  (Bückkehrkante:  Doppelebene.) 

31.  Die  vorher  gewonnene  Unterscheidung  ist  uns  aber 
in  specieller  Form,  nämlich  für  Rotationsflächen,  und  nach 
einer  besonderen  Methode,  der  Methode  der  Cyklographie,  schon 
früher  bekannt  geworden,  nämlich  in  Bd.  I,  §(36^)  für  die 
entsprechenden  krummen  Flächen  und  in  Bd.  I,  §  (7)  für  die 
zugehörigen  Kegel. 

Indem  wir  dies  etwas  weiter  ausführen,  thun  wir  es  im 
Sinne  eines  vorbereitenden  Beispiels;  die  weiterhin  folgende 
allgemeine  Theorie  der  reellen  Flächen  zweiten  Grades  lässt 
sich  ja  überall  auf  diese  besonderen  Fälle  anwenden. 

Wir  haben  a.  a.  0.  gefunden,  dass  die  zweifach  unend- 
liehe  Gesammtheit  derjenigen  Kreise  der  Tafelebene,  welche 
einen  festen  reellen  Kreis  in  derselben  rechtwinklig  schneiden, 
die  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  einer  krummen  Oberfläche 
repräsentiert,  welche  erzeugt  wird  durch  Rotation  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  in 
jenem  festen  Kreise  als  Scheiteln  und  der  in  seinem  Mittel- 
punkte auf  der  Tlafel  errichteten  Normalen  als  Nebenaice  um 
diese  ihre  Nebenaxe;  eine  Oberfläche,  die  wir  als  das  einfache 
gleichseitige  Rotationshyperboloid  bezeichneten  luid 
bei  der  bezeichneten  Lage  zur  Tafel  auch  als  einfaches  Netz- 
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hyperboloid  benennen  konnten.  Wir  fanden  dagegen,  dass 
die  zweifach  unendliche  Gesammtheit  der  Kreise  der  Tafel, 
welche  einen  festen  Kreis  derselben  mit  rein  im^inärem  Radius 
rechtwinklig  oder  seinen  Sjmmetriekreis  (vergl,  I,  §  34,  6) 
in  den  Endpunkten  je  eines  Durchmessers  oder  diametral  schnei- 
den, die  Punkte  der  krummen  Oberfläche  repräsentiert,  welche 
die  Rotation  einer  gleichseitigen  Hyperbel  um  die  im  Mittel- 
punkte jenes  festen  Kreises  auf  der  Tafel  errichtete  Normale 
als  ihre  Hauptaxe  dann  hervorbringt,  wenn  jener  Mittelpunkt 
auch  ihr  Mittelpunkt  und  der  Durchmesser  jenes  Symmetrie- 
kreises ihrer  Hauptaxenlänge  gleich  ist;  das  zweifache 
gleichseitige  Rotations-  oder  das  zweifache  Netzhy- 
perboloid. Wir  nannten  jene  Normale  die  Axe  der  Fläche, 
die  Tafel  selbst  ihre  Hauptebene;  die  Lagen  der  erzeugenden 
gleichseitigen  Hyperbel  werden  als  Meridiane  M  der  Fläche 
benannt.  Im  Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  haben  sie  alle 
die  nämlichen  beiden  Punkte  zu  Scheiteln,  die  durch  jenen  Sym- 
metriekreis reell  dargestellt  werden ;  und  insofern  man  jene  beiden 
Punkte  die  Scheitel  der  Fläche  nennt,  kann  dieser  Kreis  als 
Seh  eitel  kreis  der  Fläche  bezeichnet  werden;  er  ist  auch  der 
Hauptkreis  einer  Kugel,  die  die  Fläche  in  ihren  beiden  Scheitel- 
punkten berührt,  d.  h.  nicht  nur  durch  diese  Punkte  geht, 
sondern  auch  in  ihnen  dieselben  Tangentialebenen  mit  der 
Fläche  hat,  nach  §  27  die  Normalebenen  zur  Axe. 

Im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  haben  die  Meridiane 
ihre  Scheitel  in  dem  festen  Orthogonalkreise  in  der  Tafel;  die 
durch  die  zugehörigen  Tangenten  desselben  gehenden  zu  seiner 
Ebene  normalen  Ebenen  sind  nach  der  Construction  von  §  27 
die  Tangentialebenen  des  Hyperboloides;  ihre  Gesammtheit  für 
alle  Punkte  des  besagten  Kreises  bildet  den  Rotationscylinder 
über  demselben  und  man  sieht,  dass  kein  Punkt  der  Fläche 
innerhalb  desselben  liegen  kann,  dass  derselbe  also  für  die 
Orthogonalprojection  der  Fläche  auf  die  Tafel  zugleich  der 
Umrisscylinder  und  der  Orthogonalkreis  zugleich  die  Um - 
risscurve  auf  der  Fläche  und  in  der  Tafel  ist.  Er  ist  zugleich 
Hauptkreis  einer  Kugel,  die  mit  der  Fläche  in  allen  seinen 
Punkten  je  die  nämliche  Tangentialebene  hat. 

Weil  bei  der  Rotation  um  eine  Axe  jeder  Punkt  einen 
Kreis    in   der  durch  ihn  gehenden  Normalebene  zur  Axe  mit 
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ihrem  Fusspunkte  als  Mittelpunkt  und  der  Distanz  von  ihm  als 
Radius  beschreibt;  so  ist  jeder  zur  Axe  normale  Querschnitt 
einer  Botationsfläche  ein  Kreis  P^  Parallelkreis  genannt; 
und  weil  bei  einer  Hyperbel  die  Hauptaxe  die  kürzeste  Sehne 
ihrer  Richtung  ist,  während  die  zu  ihr  rechtwinkligen  Sehnen 
alle  Längen  von  Null  (Tangenten  in  den  Scheiteln)  bis  Unendlich 
haben,  so  ergiebt  sich,  dass  von  den  Parallelkreisen  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloids  der  Orthogonalkreis  in  der  Haupt- 
ebene der  kleinste  ist  —  man  nennt  ihn  desshalb  seinen  Kehl- 
kreis —  oder  dass,  während  die  Orthogonalprojection  der 
Parallelkreise  in  der  Richtung  der  Axe  im  Falle  des  zweifachen 
Rotationshyperboloides  das  ganze  concentrische  System  um 
ihren  Fusspunkt  liefert^  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides 
nur  die  den  Kehlkreis  umschliessenden  Kreise  desselben  erbalten 
werden. 

Pig.  64. 


Endlich  ergab  sich  aus  der  cyklographischen  Entstehung 
mit  gleicher  Evidenz  die  Eigenschaft  des  einfachen  Netzhyper- 
boloides,  zwei  Systeme  g  und  /  von  zur  Tafel  unter  45^  ge- 
neigten und  in  den  Kehlkreistangenten  paarweis  orthogonal 
projicierten  geraden  Linien  zu  enthalten,  wie  für  das  zweifache 
Hyperboloid  die  Unmöglichkeit  reeller  Geraden.  Jene  Paare 
sind  die  Querschnitte  der  zur  Tafel  normalen  Tangentialebenen 
der  Fläche  mit  ihr,  die  Berührungspunkte  im  Kehlkreise  sind 
ihre  Doppelpunkte.  Denken  wir  irgend  zwei  dieser  Ebenen 
(Fig.  64  a),  so  ist  der  Schnittpunkt  ihrer  Spuren  in  der  Tafel 
zugleich  die  Orthogonalprojection  P^  des  Schnittpunktes  P,  den 
das  g  in  der  einen  mit  dem  /  in  der  andern  bildet,  weil  für 
die  gleiche  Neigung  zur  Tafel  den   gleichen  Tangentenlängen 
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als  Orthogonalprojectionen  die  gleiche  Höhe  d.  h.  das  Zusam- 
menfallen der  im  Schnittpunkte  projicierten  Punkte  sieh  ergiebt. 
Wir  haben  also  den  Satz:  Jede  Gerade  der  einen  Schaar 
schneidet  alle  Geraden  der  andern.  Und  insbesondere  ist  die 
Hohe  des  Schnittpunktes  über  der  Tafel  gleich  der  Länge  der 
von  seiner  Orthogonalprojection  ausgehenden  Eehlkreistangenten 
—  mit  andern  Worten^  sein  Bildkreis  schneidet  den  Eehlkreis 
orthogonal,  wie  wir  schon  wissen.  Für  die  g  und  /  in  den  zur 
Tafel  normalen  Tangentialebenen  mit  parallelen  Spuren  oder 
an  den  Enden  desselben  Eehlkreisdurchmessers  ergiebt  sich 
damit  der  Parallelismus,  die  unendlich  ferne  Lage  ihres  Schnitt- 
punktes^ die  Berührung  ihrer  Ebene  mit  der  Fläche  in 
unendlicher  FemC;  d.  h.  ihr  Charakter  als  asymptotische 
Ebene.  Wir  sehen^  dass  jede  solche  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kehlkreises  geht  und  unter  45^  zur  Tafel  geneigt  ist; 
dass  also  die  Gesammtheit  der  asymptotischen  Ebenen  den 
gleichseitigen  Rotationskegel  aus  jenem  Mittelpunkte  und  um 
die  Axe  der  Fläche  bildet.  In  jeder  asymptotischen  Ebene  ist 
die  Mittellinie  zwischen  ihrem  g  und  ihrem  /  die  Berührungs- 
mant^llinie  mit  dem  besagten  Eegel.  Weil  zu  dem  Schnitt- 
punkt irgend  zweier  Geraden  gi  und  /jt  über  der  Eehlkreisebene 
immer  ein  Schnittpunkt  der  parallelen  Geraden  ^{*und  /jt*  gleich- 
viel unter  der  Eehlkreisebene  gehört  und  die  Verbindungs- 
gerade  solcher  zwei  Punkte  den  Mittelpunkt  des  Eehlkreises 
zu  ihrer  Mitte  zwischen  jenen  hat,  so  nennt  man  den  Mittel- 
punkt des  Eehlkreises  auch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
und  die  durch  ihn  gehenden  Geraden  Durchmesser  der  Fläche 
und  darf  nun  sagen ,  dass  die  unendlich  langen  Durchmesser 
derselben  zugleich  die  Mantellinien  ihres  asymptotischen 
Kegels  sind. 

Man  sieht  sofort^  dass  der  Mittelpunkt  der  um  ihre  Haupt- 
axe  gedrehten  gleichseitigen  Hyperbel  auch  der  Mittelpunkt 
des  entstehenden  zweifachen  Hyperboloides  ist,  dass  die  Durch- 
messer jener  Hyperbel  in  allen  ihren  Lagen  Durchmesser  der 
Fläche  sind  und  dass  die  unendlich  langen  unter  ihnen ,  die 
Asymptoten,  im  Sinne  der  vorigen  Entwickelung  den  Asymp- 
totenkegel der  Fläche  hervorbringen;  jede  Tangentialebene  des 
Asymptotenkegels  berührt  die  Fläche  im  unendlich  fernen 
Punkte  seiner  zugehörigen  Mantellinie. 


206      n.  Curven  and  Flächen:  6)  Flächen  zweiten  Grades.    31. 

Ist  dann  P,  die  Orthogonalprojection  eines  Punktes  der 
Fläche  (Fig.  64  b),  so  ist  der  Abstand  derselben  von  der  Haupt- 
ebene  der  Radius  Pi(P)  des  um  P^  beschriebenen  Kreises,  der 
den  Schnitt-  oder  Symmetriekreis  in  Endpunkten  I,  1*  des- 
selben Durchmessers  schneidet.  £s  bleibt  übrig,  die  Tangen- 
tialebene der  Fläche  in  P  zu  bestimmen^  was  natürlich  durch 
Angabe  ihrer  Spur  s'^  in  der  Hauptschnittebene  geschieht. 
Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Spur  die  Polare  von  P^  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kreis  ist,  welchen  der  Scheitelkreis  als  sein 
Symmetriekreis  vertritt,  so  dass  für  beide  Netzhyperboloide 
das  gleiche  Gesetz  ihrer  Construction  gilt:  Die  Spur  der 
Tangentialebene  in  der  Hauptebene  ist  die  Polare 
von  der  Orthogonalprojection  des  Berührungs- 
punktes in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis.  Zum  Be- 
weise führt  sofort  die  Anwendung  der  Centralprojection  auf  die 
Darstellung  der  Fläche,  die  wir  ohnediess,  nachdem  die  bis- 
herigen ErorteruDgen  sich  in  den  Vorstellungen  der  Ortho- 
gonalprojection bewegten,  nun  zu  betrachten  haben.  Wir 
denken  den  Kehl-  resp.  Scheitel-  oder  Symmetriekreis  als  Di- 
stanzkreis, so  dass  der  Kehl-  resp.  Scheitelkreis  zugleich  die 
Fluchtlinie  des  Asymptotenkegels  der  Fläche,  sowie  jedes  andern 
gleichseitigen  Botationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  ist, 
also  auch  das  Bild  des  gemeinsamen  unendlich  fernen  Quer- 
schnittes, den  alle  Netzhyperboloide  derselben  oder  parallelen 
Hauptebenen  enthalten.  Wir  bemerken,  dass  die  Tangential- 
ebene T  als  die  Ebene  der  Tangenten  an  den  Parallelkreis  und 
an  den  Meridian  ihres  Berührungspunktes  P  normal  zum 
Meridian  ist  und  dass,  weil  dieser  selbst  zur  Tafel  normal  ist, 
ihre  Spur  in  der  Tafel  normal  zu  der  seinen  im  Durchstoss- 
punkte  S  der  Meridiantangente  des  Punktes  P  sein  muss,  so 
dass  nur  dieser  Durchstosspunkt  S  zu  bestimmen  bleibt,  um 
auch  im  Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  die  Tangential- 
ebene zu  erhalten.  Die  Meridiauhyperbel  des  zweifachen  Hy- 
perboloides in  der  Ebene  CC^PP^  (in  der  Fig.  64  ist  für  C 
als  Umlegung  mit  ihr  fi  eingetragen  wie  sonst  immer)  kann, 
wie  wir  aus  I,  §  (36)  und  (36**)  wissen  und  nach  den  Entwicke- 
lungen  des  vorigen  Abschnittes  sofort  auch  erkennen,  ange- 
sehen werden  als  die  Durchdringung  von  zwei  gleichseitigeu 
Rotationskegelu  mit  zur  Tafel  normalen  Axeu,  deren  Mittel- 
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punkte  die  Endpunkte  des  zu  C^P^  normalen  Durchmessers 
66*  im  Distanzkreis  sind  ~  ihre  in  der  Ebene  CC^(§,  selbst 
gelegenen  Mantellinien  liefern  die  Scheitel  der  Hyperbel,  das 
Projectionscentrum  und  den  zu  ihm  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
ebene orthogonal  symmetrischen  Punkt  C*]  sie  kann  auch  an- 
gesehen werden  als  der  Querschnitt  eines  dieser  Kegel  mit  der 
Meridianebene.  Wir  wählen  den  Kegel  vom  Mittelpunkt  6  und 
denken  seine  Mantellinie  6/^,  deren  Orthogonalprojection  6/^, 
ist;  so  dass  die  dazu  Parallele  durch  C^  im  Distanzkreis  der 
Fluchtpunkt  Q'  ihrer  Centralprojection  und  somit  in  6{>'  diese 
selbst  liefert.  (Dieselbe  muss  {P)  enthalten  und  giebt  P'  an, 
die  Centralprojection  von  P,)  Die  zu  C^Q'  also  auch  zu  (§,P^ 
normale  Tangente  des  Distanzkreises  in  Q'  ist  daher  die  Flucht- 
linie g  und  ihre  Parallele  durch  den  Durchstosspunkt  6  der 
Mantellinie  oder  das  Perpendikel  von  6  auf  (SP^  also  die  Spur 
der  Tangentialebene  des  Kegels  in  P,  deren  Schnitt  mit  C^P^ 
den  Fusspunkt  der  Meridiantangente  und  damit  die  Spur  s  ^ 
der  Tangentialebene  in  P  liefert.  Wir  sagen:  Der  Fusspunkt 
der  Tangente  und  der  Normale  vom  Berührungspunkte  in  der 
Nebenaxe  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  mit  jedem  ihrer 
Scheitel  einen  rechten  Winkel.  Dann  ist  aber  s^  die  Polare 
von  jP,  in  Bezug  auf  den  rein  imaginären  Kreis ;  dessen  Sym- 
metriekreis der  Distanz-  und  Scheitelkreis  ist.  (Vergl.  I^  §  34,6.) 

Die  Yorsteheude  Entwickelung  ist  typisch  für  den  engen 
Zusammenhang  zwischen  der  centralen  und  der  orthogonalen 
Projection  auf  die  Tafel  und  der  cyklographischen  Darstellung; 
ein  anderes  Beispiel  zu  denselben  geben  wir  unter  5)  f. 

Zu  diesen  Elementen  der  constructiven  Behandlung  unserer 
Flächen  wollen  wir  in  den  Beispielen  naheliegendes  Altes  und 
Neues  zusammenstellen. 

1)  Gleichseitige  Rotationshyperboloide  von  der  nämlichen  Axe 
und  einerlei  Mittelpunkt  berühren  einander  längs  ihres  unendlich 
fernen  Querschnittes  —  denn  sie  haben  denselben  Asymp  toten - 
kegel.  Jener  bildet,  doppelt  gezählt,  ihre  vollständige  Durchdrin- 
gung, weil  sie  eine  Curve  vierter  Ordnung  sein  muss.  Sie  sind 
durch  ihre  Radien,  d.  h.  die  Radien  ihrer  Orthogonal-  resp.  Sym- 
metriekreise vollkommen  bestimmt. 

2)  Gleichseitige  Rotationsbyperboloide  von  parallelen  Axen 
haben  ihren  unendlich  fernen  Querschnitt  zur  einen  Hälfte  ihrer 
Durchdringung ;  die  andere  Hälfte  derselben,  als  die  Curve  vierter 
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Ordnung  completierend,  ist  ein  Kegelschnitt;  seine  Ebene  ist  normal 
zur  Yerbindungsebene  der  Axen  der  Flächen  und  enthält  die  Po- 
tenzlinie aller  der  Paare  von  Parallelkreisen,  welche  je  in  einerlei 
Normalebene  zu  den  Axen  liegen.  (Vergl.  weiterhin  §  32,  7;  die 
cyklographischen  Beweise  für  diesen  Satz  findet  man  in  I,  §  (36^).) 
Wenn  die  Axen  zusammcniallen ,  so  ist  der  endliche  Theil  der 
Durchdringung  ein  gemeinsamer  Parallelkreis.  Wenn  die  Haupt- 
ebenen bei  parallelen  Axen  vereinigt  sind,  so  ist  die  in  s  Endliche 
gehende  Durchdringung  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Ebene 
den  Axen  parallel  durch  die  Potenzlinie  der  Orthogonalkreise  der 
zugehörigen  Netze  geht.  (Im  Sinne  von  I,  §  (36^),  3.) 

3)  Für  die  Kugel  ist  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende 
Ebene  eine  Hauptebene  und  der  zu  ihr  normale  Durchmesser  die 
zugehörige  Axe.  Der  Schnitt  mit  der  Hauptebene  ist  der  ortho- 
gonale ümriss  der  Kugel  auf  derselben.  Für  einen  im  Innern  des- 
selben gelegenen  Punkt  P^  als  Orthogonalprojection  eines  Punktes 
der  Kugel  ist  die  Hälfte  der  kleinsten  durch  ihn  gehenden  Sehne 
im  Umrisskreis  die  Höhe  der  zugehörigen  Punkte  P  und  P*  der 
Kugel;  der  damit  um  P^  beschriebene  vom  ümriss  diametral  ge- 
schnittene Kreis  ist  der  Bildkreis  derselben.  (Vergl.  I,  §  (36**) 
Beisp.)  Die  Polare  von  i\  in  Bezug  auf  den  ümrisskreis 
ist  die  Spur  s^  der  in  P  und  P*  die  Kugel  berührenden 
Ebenen. 

4)  Der  projicierende  Strahl  CP'  nach  einem  bestimmten  Punkte 
der  Tafel  schneidet  das  einfache  Netzhyperboloid  mit  dem  Distanz- 
kreis als  Kehlkreise  in  zwei  Punkten  P  und  7^*,  welche  beide  im 
Endlichen  liegen,  wenn  nicht  P'  dem  Distanzkreise  angehört,  in 
welchem  Falle  der  eine  mit  dem  Bilde  P'  zusammenfällt  und  der 
andere  unendlich  fem  liegt.  Im  Falle  des  zweifachen  Netzhyper- 
boloides mit  dem  Distanz-  als  Scheitelkreise  hat  der  Strahl  CP' 
seinen  ersten  Schnittpunkt  mit  der  Fläche  in  C  und  schneidet  sie 
daher  noch  einmal  in  P,  welcher  Punkt  stets  reell  ist  und  im  End- 
lichen liegt,  so  lange  P'  nicht  dem  Distanzkreis  angehört,  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  hat  also  das  zweifache  Netzhyper- 
boloid auch  keinen  centralprojectivischen  wie  keinen  orthogonal- 
projectivischen  Ümriss,  sein  Bild  bedeckt  die  ganze  Tafel.  Das  ein- 
fache Netzhyperboloid  hat  einen  Ümriss,  seiner  centralen,  wie  seiner 
orthogonalen  Projection ;  derselbe  ist  ein  Parallelkreis  auf  der  Fläche 
und  in  unserem  Falle  ein  zum  Distanzkreise  concentrischer  Kreis  in 
der  Tafel,  der  Ort  der  Durchstosspunkte  derjenigen  projicierenden 
Strahlen,  welche  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden  d.  h.  berühren.  Mit  der  Construction  jener  Schnittpunkte 
P,  P*  von  CP'  werden  wir  also  auch  zur  Bestimmung  des  Um- 
risses gelangen. 

5)  Wir  denken  die  Meridianhyperbel  in  der  Ebene  CC^  P' 
sammt  der  Geraden  CP'  in  die  Tafel  umgelegt  und  bemerken;  dass 
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siok  die  Schnitte  beider  Dicbt  findem,  wenn  wir  sie  aus  der  Um- 
legim^  zusammen  wieder  aufrichten,  statt  in  die  Normalebene  durcb 
die  Hauptoze  in  die  durcb  die  Nebenaxe  der  Hyperbel,  so  dasB 
nun  (Fig.  65)  ibr  Schnitt  mit  der  Nebenaxe  ihr  Durch stosspoukt 
S  und  weil  (^  das  zugehörige  umgelegte  oder  Caltineatioascentrum 
P{)'  ihr  Parallelstrahl  in  der  Umlegung  und  0'  ihr  Durchstoss- 
punkt  ist.  Nun  können  wir  unsere  gleichseitige  Hyperbel  als  Quer- 
schnitt des  gleichseitigen  Rotati onskegels  vom  Mittelpaukt  M  und 
dem  Flucbtkreis  im  Distanzkreise  mit  der  Ebene  CC^S  der  Geraden 
betrachten  und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel 
als  ihre  Scbnittpunkte  mit  dem  Kegel  construieren  —  nach  den 
Regeln  Yon  §  ^ ,  c).  Wir  legen  die  Ebene  von  M  nach  h,  deren 
Spar  MS  und  deren  Fluchtlinie  die  dazu  durch  Q'  gezogene  Pa- 
rallele ist;  diese  Fluchtlinie  schneidet  den  Fluchtkreis  des  Kegels 
in  den  Fluchtpunkten  £),'  und  (>,'  der  die  gesuchten  Schnittpunkte 

Fiff.  86. 


enthaltenden  Mantellinien  MQi',  MQ^  (vom  Durchstosspunkte  Jf), 
so  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  SQ'  die  Centralpro- 
jcctionen  derselben  sind.  Um  die  Pusspunkte  der  von  ihnen  aus- 
gehenden Perpendikel  zur  Tafel  zu  finden,  ziehen  wir  diese  Per- 
pendikel in  C^S  als  vom  Fluchtpunkt  C,  und  erhalten  jene  als 
Scbnittpunkte  /*»,  P^  dieser  Geraden  mit  den  durch  M  zu  C,  ()|', 
resp.  C|  Q^  gezogenen  Parallelen.  Die  dort  auf  C,  S  errichteten  Per- 
pendikel schneiden  (^)  in  der  Hyperbel  und  die  von  dort  nach 
MC^C  gefällten  liefern  die  Orthogonal projectjonen  P,,  /*,*  der 
Scbnittpunkte  des  projiciereuden  Strahles  CP'  mit  der  Flache  und 
ihre  fiildkreise.  Dass  diese  D  orthogonal  schneiden,  sowie  die  aus 
P  resp.  P*  durch  {F)  und  (P*)  beschriebenen  es  diametral  (also 
in  M  und  <5)  thun,  ist  nur  anzumerken.  Man  wende  die  Con- 
stmction  auf  den  besonderen  Fall  der  zur  Nebenaxe  normalen  Ge- 
raden an.    Wie  verf&hrt  man  fOr  die  mit  ihr  parallelen? 

Firiller,  dsnlellcnd«  Ucometrie.  II.  3.  AdD.  '^ 
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6)  um  nun  die  Umrisse  zu  erhalten,  lassen  wir  die  45^ Linie 
0\  O'i  Q  ^^^  Distanz-  und  Fluchtkreis  berühren  (im  Punkte  Ox^\ 
markieren  das  zugehörige  Q'  und  ziehen  zu  seinen  Verbindungs- 
linien mit  (S  oder  M  durch  S  die  Parallelen  —  die  projicierenden 
Strahlen,  die  in  dem  betrachteten  Meridian  dem  Umrisskegel  an- 
gehören ;  ihre  Schnittpunkte  mit  M  C^  @.  sind  zwei  Punkte  des  per- 
spcctivischen  ümrisskreises  U\  Da  endlich  die  Parallele  aus  M 
zu  0^^x0x2  ^^^  Gerade  C^S  auf  dem  Distanzkreise  trifft,  so  ist 
die  dort  an  denselben  gezogene  Tangente  die  ümlegung  des  im 
betrachteten  Meridian  liegenden  Durchmessers  vom  Umrissparallel- 
kreis  und  ^,  dessen  Orthogonalprojection.  Man  findet  leicht,  dass  ü' 
dem  dem  Distanzkreis  eingeschriebenen  Quadrat  eingeschrieben  und 
dass  2/|  dem  ihm  umgeschriebenen  Quadrat  umgeschrieben  ist. 

7)  Ofifenbar  gilt  die  in  5)  entwickelte  Betrachtung  für  jede 
beliebige  (und  nicht  nur  für  durch  S  gehende)  Gerade  und  wir 
haben  damit  eine  neue  Zirkolconstruction  (wie  man  sieht^  mit 
dem  einen  festen  Kreise,  dem  Distanzkreise)  zur  Bestimmung  der 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  einer 
durch  ihre  Scheitel  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel. 

Daher  enthält  die  Construction  noch  folgendes  allgemeine  Re- 
sultat. Weil  im  Dreieck  Q^  Cx  Q^  dio  Winkel  bei  ß,'  und  Q2  gleich 
sind,  so  sind  es  auch  die  bei  M  von  MP  und  M  P^  mit  MS  ge- 
bildeten und  da  diese  die  Winkel  der  aus  P;  P*  und  S  durch  M 
gehenden  Kreise  messen,  der  Bildkreise  der  zu  ihnen  gehörenden 
Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbel,  und  4^  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt;  also  der  aus  ihm  durch  M  beschriebene  Eireis  der  innere 
Potenzkreis  der  beiden  andern  ist,  so  sehen  wir,  dass  der  innere 
Potenzkreis  zweier  Kreise  den  Winkel  derselben  hal- 
biert. Wir  erhalten  auch  durch  Vertauschung  von  (/^)  mit  dem 
zu  ihm  in  Bezug  auf  die  Nebenaxe  der  Hyperbel  symmetrischen 
Punkte,  weil  als  Durchstosspunkt  der  Geraden  nun  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  ihrer  Bildkreise  erscheint,  den  analogen  Satz 
für  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis,  also  die  Orthogonalität  der 
beiden  Potenzkreise  unter  einander.    (Vergl.  I,  §  (36^),  4.) 

Aber  wir  wissen  schon  aus  I,  §  (36^)  wie  die  Theorie  der 
reciproken  Eadien  diese  Sätze  umfasst,  und  wissen  auch  von 
dort,  dass  ihre  Wahrheit  gar  nicht  an  die  Realität  der  Schnitt- 
punkte M  und  (S  der  betrachteten  beiden  Kreise  geknüpft  ist. 

8)  Wir  bemerken  aber  wegen  weiterer  Verwendung  zwei 
andere  im  Sinne  dieser  Betrachtungen  naheliegende  Resultate:  Der 
über  der  Strecke  zwischen  den  Aehnlichkeitspunkten  zweier  Kreise 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  —  der  Aehnlichkeitskreis 
der  beiden  —  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  wo  aus  beide  Ejreise 
unter  gleichen  Winkeln  geseh^^  werden.  Und  die  Sehnen  beider 
Kreise,  die  in  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  von  einer 
Tangente  des  einen  und   einer  Tangente  des   andern   aus   einem 


Wechsel-Sehnen  und  -Schnitte  zweier  Kreise.   31.  211 

Punkte  ihres  Aehnlichkeitskreises  liegen,  sind  gleich  lang.  Man 
nennt  diese  Sehnen  Wechselsehnen  und  bezeichnet  darnach  den 
Aehnlichkeitskreis  als  den  Ort  der  Wechselsehnenschnitte. 

Denn  die  Aehnlichkeitsp unkte  E  und  J  zweier  Kreise  (Fig.  66) 
theilen  die  Strecke  zwischen  ihren  Mittelpunkten  0,  und  Oj  innen 
und  aussen  nach  dem  Yerhältniss  der  Badien  r^  und  r^  und  das 
Strahlenbüschel  aus  einem  Punkte  P  des  Aehnlichkeitskreises  über 
^•i  *^;  ^i;  ^2  ^^^  daher  ein  harmonisches  mit  einem  rechtwinkligen 
conjugierten  Paar;  PE^  PJ  sind  die  Halbierungslinien  der  Winkel 
zwischen  PO^  und  PO^^,  daher  sind  die  Entfernungen  des  Punktes 
von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  gleichfalls  ihren  Badien  propor- 
tional und  wenn  von  ihm  reelle  Tangenten  PP^  und  PP^  an  beide 
gezogen  werden  können ,  so  muss  der  Winkel  zwischen  den  Tan- 
genten des  einen  dem  Winkel  zwischen  den  Tangenten  des  andern 

Fig.  66. 


gleich  sein.  Seien  die  Längen  jener  Tangenten  /],  t^  und  ü^^  ü-y 
die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  T^  J^  ^i^  den  respectiven 
Kreisen,  sowie  V^,  V^  die  Mitten  der  Sehnen  T^U^  =2^,  und 
T^U^  ^  2  s^,  so  hat  man  wegen  LO^PT^^  L  O^PT^  auch 
Tf  :  r^  =  /j  :  ^2  ^^d  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  PST^  und 
PS  7*2  mit  S  als  Fusspunkt  des  Perpendikels  von  P  auf  T^  T^  ist 

5j  :  r,  _  sin  T^  0^  F,        sin  ST^  P       h_r^ 

s^:r^  ~  sin  T^O^V^  ""  sin  ST^P'^  /,  ~  r,  ^1—^2- 

9)  Wenn  man  in  7)  (Fig.  65)  die  zu  den  Schnittpunkten  P 
und  P*  gehörigen  Mantellinien  des  Hyperboloids  verzeichnet,  so 
sind  ihre  Orthogonalprojectionen  die  von  P^  und  Py*  resp.  an  den 
orthogonalen  Umriss  gehenden  Tangenten  mit  ihren  Berührungs- 
punkten als  Durchstosspunkten.  Da  aber  jedes  g  von  jedem  /  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  nothwendig  jeweilen  die  Geraden  ^j,  h 
und  /|*,  A,  /,  und  g^*  in  einer  Ebene  oder,  wie  die  Figur  be- 
stätigt; ihre  Durchstosspunkte  in  einer  Geraden:  also  P'  mit  den 
Paaren  der  erwähnten  Berührungspunkte  in  s  resp.  s*.  Die  so  er- 
haltenen Ebenen  berühren  das  Hjrperboloid  in  den  Schnittpunkten  J, 
T*  von  g,  l*  und  ^,  /  respcctive,  deren  Orthogonalprojection  7*, , 

14* 
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7"]*  die  Figur  enthält.  Man  hat  also  die  Aufgaben  gleichzeitig 
gelöst:  Die  in  einer  gegebenen  Geraden  h  liegenden 
Punkte  und  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen 
eines  einfachen  Netzhyperboloides  zu  bestimmen  — 
zunächst  wie  es  scheint  nur  in  einem  speciellen  Fall,  nämlich  für 
Gerade,  welche  die  Axe  der  Fläche  schneiden.  Im  Falle  der  Figur, 
wo  dieser  Schnittpunkt  das  Projectionscentrum  ist,  kennen  wir 
auch  den  zugehörigen  Umriss  der  Fläche,  sowohl  in  Orthogonal- 
projection  ü^  als  in  Centralprojection  V]  und  weil  die  durch  h 
gehenden  Tangentialebenen  unter  den  durch  einen  seiner  Punkte  € 
gehenden  sich  finden  müssen,  so  liegen  nothwendig  T^  und  T^*  in 
Ui  und  ihre  Centralprojectionen  in  U']  sie  sind  natürlich  auch  die 
Berührungspunkte  der  Spuren  s  und  s*  der  projicierenden  Tan- 
gentialebenen mit  dem  perspectivischen  ümriss.  Die  Gerade  T'  T*' 
ist  die  Polare  von  P'  in  Bezug  auf  den  perspectivischen  ümriss. 

Alles  üebrige  ist  ersichtlich  allgemein.  Für  eine  beliebige 
Gerade  g  können  Schnittpunkte  und  Tangentialebenen  mit  der  Fläche 
bestimmt  werden^  wenn  man  die  Hyperbel  (resp.  ihre  Scheitel)  be- 
stimmt, in  welcher  ihre  orthogonal-projicierende  Ebene  die  Fläche 
schneidet;  denn  dann  erhält  man  jene  und  mittelst  der  durch  sie  geb- 
enden Mantellinien  diese.  Wir  kommen  im  nächsten  §  darauf  zurück. 

10)  Für  das  zweifache  Hyperboloid  kommen  wir  zu  anderen 
Resultaten.  Die  Schnittpunkte  P,  P*  einer  Geraden  h  mit  dem- 
selben würde  man  aus  der  Hyperbel  erhalten,  nach  welcher  ihre 
orihogonal-projicierende  Ebene  die  Fläche  schneidet.  Denkt  man 
dann  in  diesen  die  Tangentialebenen  der  Fläche  und  die  nicht 
reellen  Geraden,  welche  dieselben  aus  der  Fläche  schneiden^  so  be- 
gegnen sich  die  Geraden  ^,  /  der  einen  zwar  mit  den  Geraden 
/^,  g*  der  andern  resp.,  aber  nothwendig  in  nicht  reellen  Punkten 
—  weil  sonst  sie  selbst  als  Verbindungslinien  von  je  zwei  reellen 
Punkten  reell  sein  müssten  —  und  die  Ebenen,  welche  von  h  nach 
ihnen  gehen,  können  daher  nicht  reell  sein.  Wir  sehen  also,  dass 
für  das  zweifache  Hyperboloid  eine  Gorade  mit  reellen 
Schnittpunkten  keine  reellen  Tangentialebenen  ent- 
hält. Und  offenbar  ist  auch  das  Umgekehrte  wahr:  Dass  auf  einer 
Geraden  mit  reellen  Tangentialebenen  keine  reellen  Schnittpunkte 
liegen  können.  Auch  auf  die  Bestimmung  der  Tangentialebenen  in 
diesem  Falle  kommen  wir  zurück. 

11)  Wir  haben  es  in  I,  §  (36*^)  wichtig  gefunden,  die  Netz- 
hyperboloide nicht  nur  in  Bezug  auf  die  zugehörige  Hauptebene, 
sondern  für  eine  beliebige  Parallelkreisebene  als  Tafel  zu  betrachten ; 
desshalb  ist  ihre  Darstellung  für  diesen  Fall,  wir  wollen  sogleich 
auch  betreffs  der  centralen  annehmen  für  beliebige  Lage  des  Cen- 
trums, kurz  zu  besprechen.  Die  Fläche  ist  bestimmt,  wie  wir  sahen, 
durch  ihren  Eehlkreis  im  einen,  durch  ihren  Scheitelkreis  im  an- 
deren Falle.    Wenn  wir  also  die  Orthogonalprojection  dieses  Kreises 
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auf  die  Tafel  und  die  Höhe  seines  Mittelpunktes  über  derselben  — 
z.  B.  eingetragen  in  der  Umlegung  einer  der  Meridianebenen  in  die 
Tafel  —  angeben,  wenn  wir  die  Centralprojection  des  Flächen- 
mittelpnnktes  in  der  der  Axe  (Fluchtpunkt  C^)  verzeichnen  und 
den  Radius  des  Kreises  geben,  so  «ist  die  Fläche  jeweilen  graphisch 
bestimmt.  Man  erörtere,  wie  die  Darstellung  ihrer  Punkte  in  be- 
liebigen projicierenden  Strahlen  und  der  zugehörigen  Tangential- 
ebenen nach  dem  Vorigen  zu  leisten  ist. 

12)  Zur  Erinnerung  an  die  cyklographische  Bedeutung 
des  Entwickelten  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Netze  mit 
centrischen  Orthogonalkreisen  haben  nur  die  Bildkreise  unendlich 
femer  Punkte  in  45^  Richtung  d.  h.  die  Durchmesser  dieser  Kreise 
gemein  (1).  Zwei  Netze  in  derselben  Ebene  haben  ein  Büschel  von 
Kreisen  gemein.  (2.  zum  Theil;  man  spreche  das  übrige  cyklo- 
graphisch  aus.)  In  einer  gegebenen  linearen  Reihe  von  Kreisen 
giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Kreise,  die  einen  gegebenen  reellen 
oder  rein  imaginären  Kreis  ihrer  Ebene  orthogonal  resp.  diametral 
schneiden  (5,7);  ebenso  zwei  Kreise^  die  einen  gegebenen  reellen 
oder  rein  imaginären  Kreis  unter  einem  Winkel  von  gegebenem 
Gosinuswerth  schneiden.  [11;  vergl.  I,  §(36^).]  Die  Kreise  des 
NetzeS;  welche  einer  gegebenen  linearen  Reihe  ange- 
hören, entsprechen  einander  in  derjenigen  Abbildung 
nach  reciproken  Radien,  für  welche  der  aus  ihrem 
Aehnlichkeitspunkt  beschriebene  Kreis  desselben 
Netzes  der  Directrixkreis  ist.  [Vergl.  I,  §  (36*).]  Das  Netz 
enthält  zweifach  unendlich  viele  derartige  Paare  für  dieselbe  Di- 
rectrix,  unter  ihnen  einfach  unendlich  viele  zusammenfallende  d.  h. 
zu  ihr  orthogonale,  die  ein  Büschel  bilden.    (§  32.) 

32.  Die  Untersuchungen  des  vorigen  §  haben  mehrfach 
auf  den  ebenen  Querschnitt  der  betrachteten  Flächen  geführt, 
und  was  vom  Umriss  ihrer  Bilder  gesagt  ward,  ist  ein  Special- 
fall  von  der  Bestimmung  des  Tangentenkegels  der  Fläche  aus 
einem  Punkte.  Wir  wissen  bereits  aus  I,  §  (36*^),  dass  der  ebene 
Querschnitt  eines  gleichseitigen  Hyperboloides  zugleich  seine 
Durchdringung  mit  unendlich  vielen  andern  gleichseitigen  Hy- 
perboloiden von  parallelen  Axen  ist,  und  wir  werden  betreffs 
der  Systeme  gemeinsamer  Tangentialebenen  von  zwei  solchen 
Flächen  weiterhin  ähnliche  Resultate  finden ,  wie  die  darin 
enthaltenen  betreffs  ihrer  gemeinsamen  Punkte.  Aber  wir  wollen 
hier  die  cyklographische  Lehre  von  Querschnitt  und  Durch- 
dringung nach  ihrem  Zusammenhang  mit  Orthogonal-  und 
Centralprojection  untersuchen.  Wir  dürfen  das  Centrum  in  der 
Axe   der  Fläche  denken  und  haben  dann  den  Abstand  ihrer 
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Hauptebene  von  der  Tafel  und  dem  Radius  ihres  Kehl-  resi). 
Scheitelkreises  zu  geben,  beides  wie  vorher  durch  Umlegung 
einer  ihrer  Meridianebeneu  in  die  Tafel;  die  Schnittebene  kann 
als  normal  zu  diesem  Meridiai^  durch  ihre  Spur  s  in  der  Tafel 
und  ihre  Fluchtlinie  oder  durch  ihren  Schnitt  mit  dieser  Me- 
ridianebene bestimmt  werden,  (t'ig.  67  ^  die  Hauptebene  ist 
die  Tafel  selbst.)    Der  Querschnitt  wird  orthogonal  projiciert 

Fig.  67. 


als  der  Ort  der  Gentra  derjenigen  Kreise,  welche  einen  festen 
Kreis,  den  Schnitt  des  Hyperboloides  in  der  Tafel,  und  eine 
feste  Gerade,  die  Spur  der  Ebene,  unter  vorgeschriebenen 
Winkeln  schneiden;  ein  Kegelschnitt,  der  den  Umriss  des  Hy- 
perboloides doppelt  berührt,  in  beiden  Formen.  Zu  seiner  Gon- 
struction  führt  in  jedem  Falle  einmal  die  Benutzung  der 
Parallelkreise  F,  das  anderemal  die  der  Meridianebenen  M  der 
Fläche;  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides,  den  die  Figur 
darstellt;    können    aber   auch    die  im    Kehlkreis   berührenden 
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Ebenen  mit  Vortheil  zur  Construction  verwendet  werden.  Wir 
wollen  alle  drei  Methoden  kurz  besprechen.  Jede  Ebene,  die 
mit  der  Fläche  einen  reellen  Parallelkreis  P  und  mit  der  Ebene 
eine  Gerade  gemeiu  hat  (Fig.  67),  die  denselben  reell  trifft, 
liefert  in  den  Schnittpunkten  zwei  Punkte  P, ,  Pj  ^^^  Quer- 
schnittes; man  erhält  auch  seine  Tangenten  in  denselben  als 
die  Schnittlinien  der  Ebene  mit  den  zugehörigen  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides.  Man  construiert  den  Kegelschnitt  so 
als  Ort  der  Centra  seiner  Bildkreispaare  von  gleichem  Radius. 

Jede  Meridianebene  H  (Fig.  67)  liefert  uns  ebenso  zwei 
Punkte  M^j  M^  als  die  Schnittpunkte  der  in  ihr  liegenden 
gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  Geraden  h^  in  welcher  sie  die 
Schnittebene  schneidet.  Man  construiert  hier  den  Kegelschnitt 
als  den  Ort  der  Centra  derjenigen  Paare  seiner  Bildkreise, 
welche  zu  den  linearen  Reihen  mit  einem  gemeinsamen 
Kreis,  dem  Bildkreis  des  Schnittpunktes  mit  der  Axe,  gehören. 
Zur  Bestimmung  jener  Schnittpunkte  des  Meridians  mit  der 
Ebene  dient  das  Constructionsverfahren  von  Fig.  65,  Beisp.  5  f. 
des  vorigen  §.  Man  denkt  den  betrachteten  Meridian  mit 
seiner  Schnittlinie  in  der  Ebene  durch  Drehung  um  die  Aze 
mit  dem  umgelegten  Meridian  vereinigt;  ist  dann  {h)  diese  nlft 
umgelegte  Schnittlinie  und  C^(^  die  Hauptaxe  der  Meridian- 
hyperbel, so  hat  man  S  als  den  Durchschnitt  ihrer  Nebenaxe 
mit  (Ä)  zu  nehmen  und  {P\  {P*),  hier  also  (^i),  (^^2)»  sowie 
daraus  J/, ,  A/j  resp.  M^',  M./  (denn  beide  fallen  nicht  zu- 
sammen, weil  S  nicht  das  Projectionscentrum  ist)  zu  ermitteln. 
Die  Centralprojection,  die  in  der  Figur  fehlt,  ist  leicht  hinzu- 
zufügen. Der  zur  Schnittebene  normale  Meridian  enthält  und 
bestimmt  die  eine  Hauptaxe  AB  des  Querschnittes,  der  zu  ihm 
wie  die  Fläche  und  die  Querschnittsebene  selbst  orthogonal 
symmetrisch  sein  muss;  also  mit  horizontalen  Tangenten  in 
den  zugehörigen  Scheiteln  falls  diese  reell  sind.  Ebenso  liefert 
nach  der  Methode  der  Parallelkreise  der  Kehlkreis  als  Umriss- 
kreis für  die  Orthogonalprojection  zwei  in  Fig.  67  nicht  relle 
Punkte,  in  denen  er  mit  dem  Querschnitt  dieselbe  Tangente 
hat.  Sonst  liefert  die  Parallelkreismethode  zu  jedem  auf  einem 
Meridian  gefundenen  Punktepaar  die  beiden  zu  ihm  orthogonal- 
symmetrischen in  Bezug  auf  den  zur  Spur  der  Schnittebene 
normalen  Spurkreisdurchmesser. 
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Nach  der  Methode  der  im  Eehlkreis  berührenden  Hilfs- 
ebenen T  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  erhalten  wir 
die  Punkte  des  Schnittes  auf  den  Schnittlinien  d  dieser  Hilfs- 
ebenen  in  der  Querschnittsebene  in  Paaren  als  Schnittpunkte 
mit  den  zugehörigen  Paaren  g,  l  der  Geraden  in  der  Fläche 
—  natürlich  mittelst  der  Umlegung  der  Hilfsebene  in  die  Tafel. 
Ist  daher ^  wie  in  der  Figur,  die  Eehlkreisebene  zugleich  die 
Tafel;  so  liefert  das  Paar  der  Mantellinien  des  Hyperboloides 
in  einer  der  Hilfsebenen  zwei  einander  in  ihrem  gemein- 
samen Durchstosspunkt  (dem  Berührungspunkte  der  Hilfsebene 
mit  der  Fläche)  berührende  Bildkreise  der  zugehörigen 
Kegelschnittpunkte  —  wie  K^,  K^  in  Fig.  67.  Der  Eehlkreis 
ist  also  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte  und  wird  von  den 
Bildkreisen  orthogonal  geschnitten.  Es  ist  nicht  schwierig, 
den  Kegelschnitt  hiermit  durch  solche  Bildkreise  darzustellen, 
von  denen  jeder  von  seinen  beiden  nächsten  Nachbarn  berührt 
wird;  nach  der  ersten  Hilfsebene  dient  als  zweite  jede  der 
beiden,  deren  Berührungspunkte  mit  dem  Kehlkreise  in  den 
äusseren  Schnittpunkten  der  Bildkreise  der  durch  jene  gefun- 
denen Punkte  mit  dem  Kehlkreise  liegen.  Um  das  Schliess- 
imgsproblem  zu  lösen,  welches  dabei  entspringt,  kann  man 
die  Transformation   durch    reciproke  Radien    verwenden. 

Der  entstehende  Schnitt  ist  elliptisch,  hyperbolisch,  para- 
bolisch, je  nach  der  Lage  der  Ebene.  Die  Methode  der  Meri- 
diane führt  sofort  zu  dem  Unterscheidungsmerkmal.  So  oft 
die  Schnittlinie  eines  Meridians  mit  der  Schnittebene  unter 
45**  zur  Axe  und  zur  Tafel  geneigt  ist,  so  oft  liegt  einer  der 
beiden  bezüglichen  Punkte  des  Querschnittes  unendlich  fern  in 
in  der  zugehörigen  gleichseitigen  Meridianhyperbel.  Da  nun 
eine  Ebene,  deren  Neigungswinkel  zur  Tafel  45^  nicht  erreicht, 
keine  45^-Linien  enthält,  so  schneidet  sie  jedes  unserer  Hyper- 
boloide elliptisch ;  für  eine  Ebene  unter  45^  sind  die  45^-Linien 
ihre  Falllinien  zur  Tafel  und  sie  wird  daher  nur  von  dem 
Meridian  der  zu  ibl*  normalen  Meridianebene  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  getroffen,  so  dass  der  bezügliche  Schnitt  para- 
bolisch ist;  der  im  Endlichen  liegende  Schnittpunkt  des  be- 
sagten Meridians  ist  der  Scheitel  der  Parabel. 

Uebersteigt  die  Tafelneigung  der  Ebene  45^,  so  enthält 
dieselbe  zwei  Systeme  von  45^-Linien  und  ihr  Schnitt  ist  hy- 


Gleichseitige  Rotationshyperboloide:  Durchdringung.    32.        217 

perbolisch;  der  Bildkreis  des  Schnittpunktes  der  Ebene  mit 
der  Axe  der  Fläche  schneidet  ihre  Spur  in  der  Tafel  in  Punkten 
der  beiden  Meridiane,  welche  die  unendlich  fernen  Punkte 
liefern.  Die  Tangentialebenen  des  Hyperboloides  in  den  un- 
endlich fernen  Punkten,  d.  h.  zugleich  die  Tangentialebenen 
seines  Asymptotenkegels  in  seinen  nach  ihnen  hingehenden 
Mantellinien;  schneiden  die  Schnittebene  in  den  Asymptoten 
des  Querschnittes;  natürlich  werden  diese  beiden  Mantellinien 
durch  die  den  Mittelpunkt  enthaltende  Parallelebene  der  Quer- 
schnittebene aus  demselben  ausgeschnitten,  und  wir  sehen,  dass 
der  Schnitt  einer  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  elliptisch,  para- 
bolisch oder  hyperbolisch  ist,  je  nachdem  die  zu  ihr  parallele 
Ebene  durch  den  Mittelpunkt  den  Asymptotenkegel  desselben 
nicht  weiter  trifft,  berührt  oder  in  zwei  reellen  Mantellinien 
schneidet.  Wir  sehen  damit  auch,  dass  die  Schnitte  der- 
selben Ebene  und  somit  auch  die  paralleler  Ebenen 
mit  dem  Hyperboloid  und  seinem  Asymptotenkegel 
ähnliche   und   ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind. 

Wenn  die  betrachtete  Ebene  normal  zur  Tafel  ist,  so 
wird  ihr  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Axen  die 
Schnittlinien  der  Ebene  mit  der  zu  ihr  normalen  Meridian- 
ebene und  mit  der  Hauptebene  des  Hyperboloides  sind.  Im 
Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  liegt  die  Hauptaxe  der- 
selben stets  in  der  zuerst  bezeichneten  Geraden  und  die  Scheitel 
sind  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Meridianhyperbel.  Bei  einem 
einfachen  Hyperboloid  ist  dasselbe  der  Fall,  wenn  die  Ebene 
den  Kehlkreis  nicht  reell  schneidet;  geschieht  diess,  so  sind 
die  Schnittpunkte  mit  ihm  die  Scheitel  der  Schnitthyperbel. 

Die  besondere  Erörterung  der  centralprojectivischen  Dar- 
stellung des  Schnittes  überlassen  wir  dem  Leser  und  wenden 
uns  zu  den  Consequenzen,  welche  die  Auffassung  des  Schnittes 
als  Durchdringung  unendlich  vieler  gleichseitiger  parallelaxiger 
Hyperboloide  darbietet;  die  andere  Hälfte  der  Durchdringung 
ist  der  gemeinsame  unendlich  ferne  Kreis,  so  dass  die  Gesaromt- 
durchdringung  im  Falle  der  Hyperbel  zwei  reelle  und  im  Falle 
der  Ellipse  zwei  imaginäre  Doppelpunkte  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Schnittebene  hat,  die  im  Falle  der  Parabel 
einander  unendlich  nahe  liegen.  (Vergl.  §  21.)  Wir  kennen  aus 
I,  (§  36"")  diese  Gesammtheit  im  Allgemeinen  als  ein  Büschel. 


218      If*   Curvcu  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.    32. 

Sie  ist  durch  zwei  der  Hyperboloide  bestimmt,  die  Mittelpunkte 
aller  ihr  angefaorigen  Hyperboloide  und  Kegel  liegen  in  einer 
geraden  Linie;  eine  zur  Richtung  ihrer  Axen  normale  Ebene 
schneidet  aus  dieser  den  Mittelpunkt  desjenigen  Hyperboloides 
im  Büschel  aus,  welches  in  ihr  seinen  Hauptschnitt  hat  Die- 
selbe Ebene  oder  Tafel  wird  von  allen  andern  Hyperboloiden 
in  einem  Büschel  von  Spurkreisen  geschnitten,  welches  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Durchdringungskegelschnitt  zu  Grund- 
puukten  hat.  Wenn  zwei  reelle  Kegel  im  Büschel  (in  der 
Figur  67  sind  {G)f  {H)  die  Mittelpunkte  der  Kegel)  sind,  d.  h. 
wenn  die  in  der  gemeinsamen  Meridianebene  aller  seiner  Flächen 
liegende  Gerade  der  Ebene  jenes  Kegelschnittes  eine  Axe  mit 
reellen  Scheiteln  für  denselben  ist,  so  ist  der  Hauptkreis  des 
Hyperboloides,  das  seinen  Mittelpunkt  in  der  Tafel  hat,  der 
Potenzkreis  der  Spurkreise  dieser  Kegel,  der  dem  Durchstoss- 
punkt  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  als  Aehnlichkeitspunkt 
entspricht.  Das  Bildkreissystem  der  Punkte  des  Kegelschnittes 
berührt  diese  Kreise ;  es  ist  orthogonal  resp.  diametral  zu  diesem 
Poteuzkreis,  je  nachdem  er  ein  Kehl-  oder  Scheitelkreis  ist, 
und  es  schneidet  jeden  andern  Kreis  des  Spurenbüschels  unter 
einem  constanteu  Winkel,  dessen  cos.  mit  der  cotan.  des  Win« 
kels  übereinstimmt,  unter  welchem  das  zugehörige  Hyperboloid 
die  Tafel  schneidet,  der  also  reell  ist  für  die  einfachen  und 
nicht  reell  für  die  zweifachen  Hyperboloide  im  Büschel.  Die 
Kegel  im  Büschel  trennen,  wie  wir  sahen,  jene  von  diesen  und 
wenn  sie  nicht  reell  sind,  so  besteht  das  ganze  Büschel  nur 
aus  einfachen  resp.  nur  aus  zweifachen  Hyperboloiden.  Da  die 
Ebene  des  Kegelschnittes  selbst  zusammen  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  als  dasjenige  Hyperboloid  des  Büschels  anzusehen 
ist,  dessen  Mittelpunkt  unendlich  fern  liegt,  und  da  eine  Ebene 
mit  einer  45^  übersteigenden  Tafelneigung  zu  den  einfachen, 
mit  Tafelneigung  unter  45^  zu  den  zweifachen  Hyperboloiden 
gehört,  so  haben  wir  in  jenem  Falle  das  Büschel  aus  lauter 
einfachen  Hyperboloiden  mit  a  >  45^  und  hätten  das  aus  lauter 
zweifachen  mit  a  <  45^.  Wenn  wir  aber  die  gemeinsamen 
Meridianhyperbeln  solcher  zwei  Hyperboloide  denken,  die  also 
dieselben  zu  einander  rechtwinkligen  Asymptotenrichtungen 
haben,  ohne  sich  im  Endlichen  reell  zu  schneiden,  so  dass  sie 
auf  der  Spur  der  Kegelschnittebene  im  Meridian  die  nämliche 
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elliptische  Involution  bestimmen,  so  ist  zwar  zulässig,  beide 
Paare  ihrer  parallelen  Hauptazen  nacheinander  als  Axen  der 
zugehörigen  Hyperboloide  zu  denken,  d.  h.  diese  als  einfache 
oder  als  zweifache  Hyperboloide  voraussetzen;  aber  man  sieht 
auch  sogleich,  dass  dieselben  nur  als  einfache  Hyperboloide, 
nicht  aber  als  zweifache,  eine  reelle  Durchdringung  im  End- 
lichen liefern,  wie  denn  in  der  That  der  reelle  elliptische  Schnitt 
und  ebenso,  a  «>  45^  entsprechend,  der  parabolische,  in  keiner 
seiner  Hauptaxen  imaginäre  Scheitel  haben  kann.  Und  somit 
ist  das  Büschel  ohne  reelle  Kegel  ein  Büschel  einfacher  Hy- 
perboloide mit  einer  Hyperbel  als  Durchdringung,  deren  Neben- 
aze  dem  gemeinsamen  Meridian  angehört.  In  den  Büscheln 
mit  reellen  Kegeln  erscheinen  ebensowohl  einfache  als  zweifache 
Hyperboloide,  die  Mittelpunkte  der  einen  liegen  in  der  end- 
lichen durch  die  Kegelspitzen  begrenzten  Strecke  der  Mittel- 
punktsgeraden, die  der  anderen  in  den  beiden  unendlichen 
Strecken  derselben;  für  «  >  45^  oder  hyperbolische  Durch- 
dringang  (mit  der  Hauptaze  im  gemeinsamen  Meridian)  ist  der 
unendlich  ferne  Punkt  Mittelpunkt  eines  einfachen  Hyper- 
boloides und  die  innere  Strecke  also  der  Ort  der  Mittelpunkte 
der  zweifachen  Hyperboloide;  für  «  <  45®  oder  elliptische 
Durchdringung  gehört  die  Kegelschnittebene  zu  den  zweifachen 
Hyperboloiden  und  die  innere  Strecke  der  Mittelpunktsgeraden 
enthält  daher  die  Mittelpunkte  der  einfachen  Hyperboloide 
im  zugehörigen  Büschel.  Wir  sehen  damit,  dass  in  unserem 
Büschel  immer  unendlich  viele  einfache  Hyperboloide  auftreten 
und  wollen  den  Durchdringungskegelschnitt  zweier  einfacher 
Hyperboloide  daher  noch  rücksichtlich  der  orthogonal-projec- 
tivischen  Darstellung  näher  betrachten.  Wir  erinnern  dazu  an 
den  in  I,  §  (36<^),  3  bewiesenen  Satz,  dass  für  die  Projectionen 
der  Paukte  des  Durchdringungskegelschnittes  zwischen  ihren 
Hauptebenen  die  Summe  und  für  die  der  Punkte  desselben 
ausserhalb  der  Hauptebenen  die  Differenz  der  Längen 
der  Tangenten  bis  zu  den  Projectionen  ihrer  Kehlkreise  con- 
stant,  nämlich  gleich  dem  Abstände  der  Kehlkreisebenen  ist;  und 
den  einfachen  Beweis  desselben  durch  Betrachtung  der  sich 
in  jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  begegnenden  geraden  Man- 
tellinien beider  Hyperboloide,  die  sich  als  Kegelkreistangenten 
wegen  ihrer  Neigung  so  projicieren,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte 
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also  auch  für  ihren  Schnittpunkt  der  Abstand  von  der  Kehl- 
kreisebene der  Länge  der  Tangente  von  seiner  Projection  bis 
zum  Berührungspunkte  gleich  ist.  Welcher  Beweis  auch  zeigt, 
dass  der  Uebergang  von  der  Summe  zur  Differenz  in  den  Be- 
rührungspunkten des  Kegelschnittes  mit  den  Kehlkreisen  statt- 
findet, wo  die  eine  beider  Längen  durch  ihren  Nullwerth  hin- 
durchgeht, so  dass  wenn  jene  nicht  reell  berühren  für  alle 
Punkte  des  Kegelschnittes  entweder  die  constante  Summe  oder 
die  constante  Differenz  stattfindet.  Wir  haben  damit  die  Ent- 
stehung aller  reellen  Kegelschnitte  aus  zwei  dop- 
pelt berührenden  Kreisen,  deren  Üentra  in  derselben 
Axe  liegen,  und  jener  constanten  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  Tangentenlängen;  indess  die  Entstehung  aus 
doppelt  berührenden  nicht  reellen  Kreisen  ihre  Erklärung  aus 
der  Durchdringung  mit  zweifachen  Hyperboloiden  ebenso  finden 
wird,  da  wir  wissen^  dass  als  Tangentenlänge  oder  Radius  des 
orthogonal  schneidenden  Kreises  aus  einem  reellen  Punkte  an 
einen  rein  imaginären  Kreis  der  Radius  des  Kreises  aus  diesem 
anzusehen  ist,  der  den  Symmetriekreis  von  jenem  diametral 
schneidet  Wir  wollen  in  einer  Reihe  von  Beispielen  (7  und  f.) 
Gonsequenzen  dieser  Auffassung  entwickeln  und  nur  noch  be- 
merken, dass  für  einen  Kegelschnitt,  einen  ihn  dop- 
pelt berührenden  Kreis  und  die  Berührungssehne 
für  alle  Punkte  des  ersten  das  Yerhältniss  der  Tan- 
gentenlänge zu  jenem  und  des  Abstandes  von  dieser 
constant  ist:  Die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  ent- 
sprechenden Durchdringungsebene  zur  Tafel. 

1)  Dem  Büschel  von  einfachen  Hyperboloiden  ohne  reelle  Kegel 
entspricht  in  der  Tafel  ein  Spurenbüschel  mit  reellen  Grundpankten 
und  somit  nur  reellen  Kreisen.  Das  Bildkreissystem  des  gemein- 
samen Kegelschnittes  schneidet  alle  Kreise  dieses  Büschels  unter 
reellen  Winkeln  und  berührt  keinen  von  ihnen. 

Das  Büschel  von  zweifachen  Hyperboloiden  ohne  reelle  Kegel 
hat  ein  Spurenbüschcl  mit  nicht  reellen  Orundpunkten.  Das  Bild- 
kreissystem des  gemeinsamen  Kegelschnittes  mOsste  alle  Kreide 
dieses  Büschels,  die  reellen  wie  die  nicht  reellen,  unter  imaginären 
Winkeln  schneiden  und  kann  keinen  derselben  berühren;  diess  ist 
wie  wir  gesehen  haben  unmöglich. 

2)  Wenn  man  in  einem  Büschel  mit  zwei  reellen  Kegeln  diese 
und  eines  seiner  einfachen  Hyperboloide  hervorhebt,  so  dass  der 
Hanptkreis   des  letzteren  die  Orthogonalprojection  des  Durchdrin- 
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Fig.  68. 


gangskegelschnittes  auf  die  Hauptebene  in   seinen  Schnittpunkten 
mit  ihr  und  zugleich  den  Schnittpunkten  der  Spurkreise  der  Kegel 

doppelt  berührt,  so  erhält  man  aus 
den  Relationen  zwischen  den  Radien 
und  der  Centraldistanz  zweier  Kreise 
zu  den  Radien  und  Centraldistanzen 
ihrer  Potenzkreise  eine  Reihe  wich- 
tiger metrischer  Sätze  über  die  Ke- 
gelschnitte (Fig.  68).  Man  hat  für 
—  r,  und  Tj  als  die  Radion  der  Spur- 
kreise beider  Kegel  in  der  betrach- 
teten Ebene  und  2  c  als  ihre  Cen< 
traldistanz  oder  den  Abstand  der 
beiden  Kegelaxen,  also  c  als  die 
lineare  Exccntricität  der  Orthogonalprojection,  für  den  inneren  Po- 
tenzkreis die  Distanzen  f , ,  i^  seines  Mittelpunktes  J  von  den  Mit- 
telpunkten (7|,  C.^  der  ersteren  Kreise  und  dem  Radius  r,-  durch 
die  Relationen  verbunden 


oder 


2  CTi  2  er 


Tj  :  I2 


'1  =  ^  ■  : '  h 


r    47V'     *^^^     '«  +  I2  =  2C, 


2; 


I,l2  = 


4  c^r^r^ 


Femer  ist  die  Potenz  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 

Pi  =  n'  «=  (r,  +  ^1)  (^2 ""'2)  =  ''i''2  ~  ^^2)  weil  i^r^  —  i^r^  =0 
ist,  und  somit 


4c'r,  r^ 


r,r^ 


oder  da  r,  -|-  Tj  =  2ä,  der  Hauptaxe  der  Ellipse,    ist, 

{c\^  a^  —  c^ 

I,  :  fj  =  r,  :  r^y     i^i^  =  (^-j  r^rj,     r<'  =  — ^  -  r,r2; 

und  mit  a*  —  c^  =  !^^,   dem  Quadrate  der  halben  Nebenaxe  und 
c  :  a  sss  £,  der  numerischen  Excentricität, 

'"''  ""  (  a)  ^*  '*2     ^*n^     'i  «2  =  «*''i  '•2  ;     n-^  =  (1  -  f ')  ^'1  '-2 1 
also  auch 

woraus  noch  folgt 
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Auch  erh&lt  man  nach  der  Formel 


i«=//- 


s(s  —  a) 
cos  ' ■"      ^ 


bc 

fdr  den  durch  die  Normale  halbierten  Winkel  zwischen  den  Radien- 
vectoren  eines  Punktes  P  in  der  Ellipse  aus  dem  Dreieck  ^|  P  C\ 


-  th ,  r,)  -  /'^'  +  ''  +  'tf'  +  ■•■  ---" 


/ 


ia  +  c)  {a  —  c)  b  b^ 


Ebenso  sind  für  den  ämsseren  Potenzkreis  die  Distanzen  e^,  e.^ 
seines  Mittelpunktes  von  den  Mittelpunkten  der  gegebenen  Kreise 
und  sein  Radius  r«  verbunden  durch 

(r,  —  Tj)  :  2  c  =  Tj  :  e,  «s»  r^  :  e^ 
oder 

ß  —- !_      ^  -3 ^       also    e,  —  ^2  =  2  r, 

^1  •  ^2  **  ''i  •  ''2 »     ^1  ^2  —  /^         y.  \2  5 
sodann 

Pb  =  re^  =  (et  —  r,)  (^2  +  ^2)  =  ^1  ^2  —  ''i  ''2>  weil  e^r^  =  e ,  r^ 
und  somit 

und  da  r,  —  r2=  2a',  der  Hauptaxe  der  Hyperbel,  ist 

r^*  =a  r,  Tj ?2 —     oder  für    «  =»  c  :  a' 

^i  •  ^2  "^  ''1  •  '"2  >     ^1  ^2  *^*  *  ^1  ^2  7     ^1  ^2  "^  ^*  ^*  ''1  ''2 } 

r«^  =  («^  —  1) Ti Tj ,     (€* — 1)^,^2■"**'■«^     r,  :e,=r2:^2  =  ^  =^- 

Da  der  durch  die  Normale  halbierte  Winkel  a  der  Radien- 
vectoren  von  P  in  diesem  Falle  der  Nebenwinkel  des  Winkels 
C^PC2  ist,  so  erhält  man  für  den  cos.  seiner  Hälfte  nach  der 
Formel  für  den  sinus  des  halben  Dreieckswinkels 

\f         ^      T/s  —  b.s  —  c       7/(^2— r, +2c)r(r,  — Tj-j-Sr) 
wie  oben,  wenn  c*  —  a'*  durch  J'*  ersetzt  wird. 
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Die  Constante  c  :  a  oder  die  numerische  Excentricität  ist  die 
Tangente  des  Winkels,  den  die  Verbind ungslinie  der  Kegelmittel- 
punkte mit  ihren  Axen  bildet.  Und  die  Formeln  enthalten  fUr  beide 
Fälle,  Ellipse  und  Hyperbel  folgende  Sätze:  In  jedem  Kegel- 
schnitt theilt  die  Normale  die  Strecke  zwischen  den 
Brennpunkten  in  zwei  Abschnitte,  die  sich  verhalten 
wie  die  Badienvectorun  ihres  FusspunkteS;  und  deren 
Product  zu  dem  Product  der  Radienvectoren  in  einem 
Constanten  Yerhältniss,  dem  Quadrate  des  Verhält- 
nisses eines  jeden  zum  benachbarlen  Badiusvector, 
steht;  die  Normale  halbiert  also  den  Winkel  zwischen  den  Ba- 
dienvectoren  und  die  beiden  Kegelschnitte  aus  denselben  Kreisen 
durchschneiden  einander  rechtwinklig.  Sodann  :DasQuadratdes 
auf  der  Normale  zwischen  ihrem  Fusspunkt  und  der 
Hauptaxe  gelegenen  Abschnittes  ist  ein  constantes 
Vielfaches  vom  Product  der  Badienvectoren  ihres 
Fusspunktes  —  diese  Constante  ist  die  Differenz  der 
vorigen  von  der  Einheit.  Also  auch:  Das  Quadrat  der 
Normale  ist  zum  Product  der  Distanzen  ihres  Axen- 
Schnittpunktes  von  den  Brennpunkten  in  constantem 
Verhältnisse  dem  Verhältniss  der  zweiten  und  ersten 
Constanten;  u.  s.  w. 

3)  Man  zeige  die  für  den  Fall  der  Parabel  eintretenden  Modifi- 
cationen,  sowie  die  mit  c^  =  2  eintretenden  Specialitäten  der  gleich- 
seitigen Hyperbel;  unter  den  Ellipsen  ist  analog  ausgezeichnet  die 
mit  €^  »a  ^  —  man  entwickele  ihre  besonderen  Eigenschaften. 

4)  Für  M  als  den  Mittelpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  und 
/i  resp.  E^  als  die  Schnittpunkte  der  Normalen  in  P  mit  der 
Nebenaxe  erhält  man   leicht  aus  ähnlichen  Dreiecken  die  Werthe 

MJ=c-,      EM  =  c-,,      PJ'^     l/rTF,,       EP=    yi^,; 
b'       b        .  _       a    / a 


Dieselben  liefern  eine  Fülle  von  Belationen  und  Sätzen,  z.  B. 

PJxJyP^V^x  0?,     EP :  PE^  =  V^ :  d^ .    (Vergl.  I,  §  36, 8.) 

5)  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen  K^,  K^  in  der  Tafel  den  Ort 
der  Centra  derjenigen  Kreise  zu  bestimmen,  die  sie  unter  vorge- 
schriebenen durch  ihre  Cosinuswerthe  cos  <^]  =  ^t ,  cos  o^  =»  Cs^ 
gegebenen  Winkeln  schneiden,  heisst  die  Orthogonalprojection  des- 
jenigen Kegelschnittes  zeichnen^  in  welchem  sich  zwei  gleichseitige 
Botationshyperboloide  durchdringen,  welche  K^ ,  K^  zu  Parallel  kreis- 
schnitten haben  und  deren  Hauptebenen  und  Badien  nach  I,  (36*') 
Fig.  83  bestimmt  werden.     Die  Ebene  des  Kegelschnittes  hat  zur 
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Spur  in  der  Tafel  die  Potenzlinie  von  K^  und  A'j  (I,  §  (360,  3) 
und  zu  ihrer  Bestimmung  wird  man  ihre  Spur  in  der  gemeinsamen 
Meridianebene  der  Flächen  bestimmen;  vergl.  5).  Schneidet  die- 
selbe die  zugehörigen  Meridianhjperbeln  in  reellen  Punkten,  so 
liefern  die  45^-Linien  durch  diese  in  der  Meridianebene  die  Mittel- 
punkte der  Kegel  des  Büschels  und  in  den  zugehörigen  Spurkreisen 
diejenigen  Kreise  des  Spurenbüschels  in  der  Tafel,  welche  von  dem 
Bildkreissystem  berührt  werden;  man  kann  die  Orthogonalprojection 
des  Kegelschnittes  als  die  der  Durchdringung  dieser  Kegel  nach 
I,  §  (36*)  oder  auch  als  die  des  Querschnittes  der  Ebene  mit 
einem  von  ihnen  nach  I,  §  (36)  construieren. 

Schneidet  die  Spur  in  der  gemeinsamen  Meridianebene  die 
Meridiane  nicht  reell,  so  dass  keine  reellen  Kegel  im  Büschel  exi- 
stieren^ so  wird  die  Projection  des  Kegelschnittes  nach  den  Me* 
thoden  des  Textes  als  die  vom  Querschnitt  der  Ebene  mit  einem 
Hyperboloide  erhalten. 

Da  man  über  jedem  der  Kreise  K^ , ' K^  zwei  zur  Tafel  für  ein- 
ander orthogonal-symmetxische  Hyperboloide  Hj^  H|*  und  resp.  Hj, 
Hj*  mittelst  Cy ,  c^  erhält;  so  entstehen  vier  Durchdriugungskegel- 
schnitte  H, ,  H^;  H,*,  Hj*;  Hj,  'B.^\  H|*,  H2;  von  denen  die 
beiden  ersten  wie  die  beiden  letzten  als  orthogonal  -  symmetrisch 
zu  einander  für  die  Tafel  dieselbe  Projection  haben.  Man  erhält 
also  zwei  Kegelschnitte  und  ihre  Bildkreissysteme  als 
Lösungen. 

Die  unterscheidende  Behandlung  der  Fälle  von  reellen  oder 
rein  imaginären  Kreisen  K^  oder  K^  oder  if,  und  K^^  und  von 
reellen  oder  rein  imaginären  Winkeln  Q^  oder  a^  ^^^^  ^1  ^^^  ^2 
(cos  CT  =  cot  an  a  giebt  für  jeden  Werth  von  cos  0  reelles  a)  in  allen 
ihren  Combinationen  bietet  nach  unserer  Theorie  keine  Schwierigkeit 
dar.    Aber  zu  ihrer  Ausführung  fehlt  hier  Raum  und  Anlass. 

6)  Zu  drei  Kreisen  if|,  K^^  K^  derselben  Ebene  sollen  die- 
jenigen neuen  Kreise  bestimmt  werden,  welche  sie  unter  vorge- 
schriebenen durch  ihre  Cosinus werthe  ^, ,  Cj,  C3  rcsp.  gegebenen 
Winkeln  durchschneiden.  Man  bildet  die  Paare  der  zu  A^, ,  c, ,  etc. 
gehörigen  Hyperboloide  H, ,  H,*;  Hj,  H^*;  H3,  H3*  und  con- 
struiert  die  Bildkreise  der  Punkte,  welche  ihre  Durchdringungen 
zu  dreien  sind.  Um  z.  B.  die  gemeinsamen  Punkte  von  H, ,  H,, 
H3  zu  bestimmen ;  verzeichnet  man  die  Ebenen  Ej.^  und  Ej)  der 
Durchdringungskegelschnitte  der  Paare  HjHj  resp.  HjHj  und  die 
Punkte,  in  welchen  ihre  Durchschnittslinie  h  das  Hyperboloid  H^ 
durchschneidet.  Auf  Grund  von  5)  kommt  daher  diese  Constrnction 
auf  die  Benutzung  von  §  31,5,7  zurück.  Jede  der  Combinationen 
HiHjHj,  Hi^HjHs,  HiHj^n,,  YL^B^VL^  wird  zu  zwei  anderen 
Lösungen  führen.  Die  Unterscheidungen  nach  der  Realität  gehen 
ohne  Weiteres  hierauf  über. 

Die  graphische  Ausführung  gestaltet  sich  in   diesem   wie  im 
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vorigen  Falle  am  einfachsten,  wenn  man  die  Spur  des  Asymptoten- 
kegels von  einem  der  drei  Hyperboloide  als  Distanzkreis  d.  h. 
seinen  Mittelpunkt  zum  Projeetionscentrum  wählt.  Sind  die  ^^  =  i^ 
80  gehen  die  Hyperboloide  in  gleichseitige  Botationskegel  über  und 
ihre  Durchdringung  liefert  die  acht  Kreise,  welche  die  drei  Orand- 
kreise  gleichzeitig  berühren^  nach  der  Construction  des  §  (36^),  4 
in  I.  Im  Falle  der  jetzigen  allgemeinsten  Aufgabe  des  Bereichs 
treten  die  Spurkreise  der  Hyperboloide  neben  den  Spurkreisen  ihrer 
Asymptotenkegel  auf. 

7)  Für  die  Bestimmung  der  Spur  der  Ebene  des  Durchdrin- 
gungskegelschnittes in  der  gemeinsamen  Meridianebene  sind  fol- 
gende Ueberlegungen  zu  machen.  Die  gemeinsamen  Meridiane  sind 
durch  ihre  Mittelpunkte  in  ihren  parallelen  Axen,  ihre  parallelen 
Asymptoten  und  durch  je  einen  Scheitel  gegeben  gedacht  —  diese 
um  den  Badius  vom  Mittelpunkt  entfernt  in  der  Axe  beim  zwei- 
fachen, rechtwinklig  zur  Axe  beim  einfachen  Hyperboloid.  Wir 
construieren  daher  jene  Gerade  nach  der  Regel  von  I,  §  29,  c): 
Sind  die  Kegelschnitte  durch  die  gemeinsamen  Punkte  P^^  P^  und 
die  Punkte  /^g ,  P^ ,  P^  des  ersten  resp.  P*^  P^*,  P^*  des  zweiten 
bestimmt,  so  ist  sie  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  der 
projectivischen  Reihen  im  ersten  Kegelschnitt^  welche  die  Strahlen- 
paare der  Büschel  />,  .  P^*P*P^*  ...  und  />^  .  P^*P*P*  .  .  . 
bestimmen.  Die  Anwendung*  auf  unsem  Fall,  wo  Pj ,  P2  die 
Asymptotenrichtungen  sind  und  P4,  P^*  als  mit  P,  und  P^,  -P5* 
als  mit  P2  zusammenfallend  gedacht  werden  können,  während  P^^ 
P^*  die  bestimmenden  Scheitel  sind^  führt  zu  folgender  einfacherer 
Regel:  Sind  2'  und  3  die  Asymptotenrichtungen,  2  und  3'  die 
Schnitte  der  zugehörigen  Asymptoten  der  zweiten  Hyperbel  mit  der 
ersten^  und  nennen  wir  1,  1'  ebenso  die  Schnitte  der  zu  ihnen 
Parallelen  durch  den  Scheitel  der  zweiten  Hyperbel  mit  der  ersten, 
so  liefern  die  Linienpaare  12',  V2;  13',  1'3  und  2  3',  2' 3  als 
ihre  Schnittpunkte  drei  Punkte  der  fraglichen  Geraden.  Nun  ist 
2'  3  unendlich  fem  und  somit  2  3'  der  gesuchten  Geraden  parallel ; 
einer  der  beiden  andern  Pankte  genügt  zu  ihrer  Bestimmung.  Denkt 
man  sich  aber  die  Richtung  bekannt,  so  bedarf  man  keines  dieser 
Punkte,  weil  die  Spur  der  Ebene  in  der  Tafel,  die  Potenzlinie 
der  Spurkreise  der  Hyperboloide,  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  dem 
gemeinsamen  Meridian  d.  h.  mit  der  Centrale  der  Spurkreise  schon 
einen  Punkt  unserer  Geraden  liefert.  Und  damit  ist  uns  eine  noch 
einfachere  Bestimmung  gewiesen,  da  eben  diese  Richtung  einfacher 
erhalten  werden  kann.  Denn  sie  ist  die  Richtung  der  nicht  durch 
die  Mittelpunkte  gehenden  aber  im  Endlichen  liegenden  Diagonale 
des  Asymptotenvierseits.  Denkt  man  nämlich  die  von  der  ersten 
Hyperbel  und  der  Verbindungslinie  23'  ihrer  Schnittpunkte  mit 
den  Asymptoten  der  zweiten  gebildete  Figur  für  den  Mittelpunkt 
der  ersten  als  Aehnlichkeitspunkt  stetig  verkleinert,  so  bleibt  2  3' 
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sich  selbst  parallel  und  fällt  in  der  Grenze  in  die  Diagonale  des 
Rechtecks  der  Asymptoten;  und  wenn  auch  dieses  BQchteck  gleich- 
zietig  mit  dem  Badius  der  ersten  Hyperbel  unendlich  klein  ge- 
worden ist,  so  hat  doch  nach  dem  Gesetze  der  Aehnlichkeit  die 
bezeichnete  Diagonale  ihre  Richtung  nicht  geändert,  womit  der  Satz 
bewiesen  ist.  Wir  haben  so  für  die  Spur  der  Durchdringungsebene 
im  gemeinsamen  Meridian^  unabhängig  von  der  Realität  der  Schnitt- 
punkte der  Meridianhjperbeln  überdies,  eine  höchst  einfache  Con- 
struction  erhalten:  Die  Potenzlinie  der  Spurkreise  der  Hyperboloide 
in  der  Tafel  giebt  einen  Punkt  von  ihr  und  die  Diagonale  des 
Rechtecks  der  Asymptoten  ihre  Richtung.  Eine  wichtige  Consequenz 
derselben  zeigen  wir  weiterhin.  Aber  hier  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  die  stereometrische  Auffassung  mit  dem  Satze  des  Textes  von 
den  parallelen  Schnitten  der  Fläche  und  des  Asymptotenkegels  eine 
ganz  unmittelbare  Evidenz  unserer  Construction  giebt,  weil  die 
Asymptoten  der  Meridiane  die  in  seiner  Ebene  liegenden  Kanten 
der  Asymptotenkegel  sind. 

8)  Man  construiere  einen  Kegelschnitt,  von  welchem  drei  Punkte 
und  ein  doppelt  berührender  Kreis  gegeben  sind.  Wir  betrachten 
den  doppelt  berührenden  Kreis,  wenn  er  als  reell  gilt,  als  den  Kehl- 
kreis eines  einfachen,  und  wenn  er  als  rein  imaginär  anzusehen  ist, 
als  den  Scheitel-  oder  Symmetriekreis  eines  zweifachen  Netzhyper- 
boloides; dann  sind  die  Bildkreise  der  drei  Punkte  im  ersten  Falle 
die  um  sie  beschriebenen  den  Kehlkreis  orthogonal  schneidenden 
Kreise^  im  zweiten  Falle  ebenso  die  um  sie  beschriebenen  den  Sjm- 
metriekreis  diametral  schneidenden  Kreise.  Nach  I,  §  (7)  sind  die 
vier  Aehnlichkeitsaxen  dieser  drei  Kreise  in  jedem  Falle  die  Spuren 
der  vier  schiefen  Ebenen,  welche  diejenigen  drei  Paare  tafelsym* 
metrischer  Punkte  des  Hyperboloides  mit  einander  bestimmen,  die 
die  gegebenen  Punkte  der  Tafel  zu  Projectionen  haben.  Die  Schnitte 
dieser  Ebenen  mit  dem  Hyperboloid  liefern  die  gesuchten  Kegel* 
schnitte ;  man  bestimmt  sofort  ihre  Tangenten  in  den  drei  gegebenen 
Punkten.  Dieselben  sind  aber  auch  planimetrisch  unmittelbar  be- 
stimmt, weil  die  Spuren  die  Sehnen  ihrer  doppelten  Berührung* 
mit  dem  gegebenen  Kreise  sind,  weil  also  die  von  diesem  in  ihnen 
bestimmten  Polinvolutionen  und  ihre  Pole  in  ihm  zu  den  drei  ge- 
meinsamen Punkten  noch  je  zwei  Punkte  und  Tangenten  des  ge- 
suchten Kegelschnittes  liefern.  Als  speciellen  Fall  erhält  man  die 
Construction  der  Kegelschnitte  aus  drei  Punkten  und  einem  Brenn- 
punkte von  I,  §  (36*),  2. 

9)  Es  ist  von  Nutzen,  dem  Vorigen  die  allgemein  projectivische 
Behandlung  des  Problems  zur  Seite  zu  stellen:  Gegeben  ein 
Kegelschnitt  ^  und  drei  Punkte  1,  2,  3;  man  ver zeichne 
die  Kegelschnitte  durch  diese,  welche  jenen  doppelt 
berühren.  Man  bilde  auf  den  Geraden  12  und  23  die  dem 
Kegelschnitt  K  zugehörigen  Involutionen  harmonischer  Pole  und 
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bestimme  ihre  zu  1  und  2  resp.  2  und  3  conjugiert  harmonischen 
Paare  X,  X^  und  Y,  F^;  die  Geraden  XY,  XY^,  X^Yy  X^Y^ 
sind  die  vier  Sehnen  der  doppelten  Berührung  der  gesuchten  Kegel- 
schnitte mit  den  gegebenen.  Denn  jeder  Punkt  in  der  Sehne  einer 
solchen  Doppelberühnmg  hat  nothwendig  in  beiden  Kegelschnitten 
dieselbe  Polare  ^  da  sie  durch  ihren  Pol  und  den  doppelt  conju- 
gierten  in  der  Sehne  vollständig  bestimmt  ist.  Man  zeige,  dass 
die  Construction  in  8)  mit  der  vorigen  übereinstimmt. 

10)  Durch  zwei  Punkte  1,  2  gehen  einfach  unendlich 
viele  Kegelschnit'te,  welche  einen  gegebenen  R  dop- 
pelt berühren.  Dieselben  theilen  sich  in  zwei  Systeme,  von 
denen  die  Sehnen  des  einen  durch  X|  und  die  des  andern  durch 
X  gehen,  wenn  JT,  X^  das  zu  1  und  2  conjugiert  harmonische 
Paar  der  Involution  harmonischer  Pole  ist,  welche  auf  der  Geraden 
12  durch  X  hervorgebracht  wird.  Für  1  und  2  als  die  unendlich 
fernen  imaginären  Kreispunkte  sind  X  und  X^  die  Richtungen  der 
Axen,  die  Berührungssehnen  des  Kegelschnittes  mit  den  doppelt 
berührenden  Kreisen  laufen  den  Axen  parallel.  Für  X  als  Kreis 
sind  X  und  X^  die  Aehnlichkeitspunkte  der  zu  ihm  orthogonalen 
Kreise  aus  den  Mittelpunkten  1  und  2,  die  einfachste  Form  der 
Ausführung  der  angegebenen  Construction.  Nach  I^  §  32^  11^  12  und 
§  34;  5,  6  ist  auch  die  Unterscheidung  der  Fälle  von  X  als  reell 
und  als  imaginär  in  der  projectivisch  allgemeinen  Behandlung  die- 
selbe wie  in  der  metrisch  speciellen  cyklographischen. 

Da  die  projectivisch  allgemeinen  Constructionen  hier  und  in 
9)  dualistisch  übersetzbar  sind^  so  hat  man  auch  die  Construction 
der  Probleme:  Die  Kegelschnitte  zu  drei  Tangenten,  welche  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  resp.  die  Systeme  der 
Kegelschnitte  zu  zwei  Tangenten  und  einem  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt  zu  construieren. 

Weil  vierpunktige  Berührung  als  das  unendlich  nahe  Zusam- 
menfallen zweier  zweipunktigen  angesehen  werden  darf^  so  erhält 
man  auch  die  vier  Lösungen  der  Aufgabe:  Construiere  den  Kegel- 
schnitt durch  zwei  Punkte  (an  zwei  Gerade),  die  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  vierpunktig  berühren. 

11)  Man  zeichne  die  Kegelschnitte  durch  einen  Punkt, 
welche  zwei  gegebene  Kreise  doppelt  berühren.  Die 
Radien  der  zu  den  gegebenen  Kreisen  orthogonalen  um  den  Punkt 
sind  die  Abstände  der  Hauptebenen  der  zugehörigen  Hyperboloide 
von  dem  Punkte;  nach  der  Entwickelung  im  Text  ist  also  entweder 
die  Summe  oder  die  Differenz  dieser  Radien  der  Abstand  ihrer  beiden 
Bauptebenen  von  einander;  nehmen  wir  die  Tafel  als  die  eine  der 
Hanptebenen,  so  ist  durch  diese  Summe  resp.  Differenz  die  Lage  der 
Hauptebenen  zweier  anderen  Hyperboloide  bestimmt,  welche  sich  mit 
dem  ersten  in  Kegelschnitten  durchdringen^  deren  Orthogonalpro- 
jectionen   auf   die   Tafel  die    gesuchten  Kegelschnitte    sind.     Man 
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bestimmt  die  Elemente  der  Berührung  mit  den  Kreisen  und  die 
Tangenten  im  gegebenen  Punkte  für  beide  sofort. 

Im  Falle  der  Realität  beider  Kreise  hat  man  die  Durchdringung 
von  zwei  einfachen  Hyperboloiden;  wenn  sie  nicht  reell  sind  und 
wenn  einer  von  ihnen  nicht  reell  ist  resp.  die  Durchdringung  von 
zwei  zweifachen  Hyperboloiden  und  von  einem  einfachen  mit  einem 
zweifachen  Hyperboloid.  Dann  ist  auch  der  Abstand  des  Punktes 
von  der  Hauptebene  der  Radius  des  Kreises,  der  den  Symmetrie- 
kreis diametral  schneidet.  Haben  die  Kreise  den  Radius  Null,  so 
erhält  man  die  confocalen  Kegelschnitte  durch  den  Punkt.  Ein 
Punkt,  eine  Tangente  und  ein  doppelt  berührender  Kreis  bestimmen 
zwei  Parabeln;  etc. 

Dieprojectivisch  allgemeinen  Relationen,  welche  diesen  metrischen 
entsprechen  und  die  Einsicht  in  die  Systeme  der  Kegelschnitte, 
welche  zwei  gegebene  doppelt  berühren,  bahnen  wir  durch  die  fol- 
genden Beispiele  an.  Ihr  Bezug  auf  das  gemeinsame  Tripel  der 
Kegelschnitte  (I;  §  32,  a)  darf  nach  den  projectivischen  Formen 
von  9)  und  10)  schon  erwartet  werden. 

12)  Wenn  von  zwei  Hyperboloiden  die  Orthogonalprojectionen 
der  Kehl-  resp.  Scheitelkreise  und  der  Abstand  d  der  Hauptebenen 
gegeben  sind^  so  ist  auch  die  Projection  ihres  Durchdringungs- 
kegelschnittes  bestimmt.  Wir  denken  für  die  Tafel  als  Hauptebene 
des  einen  die  gemeinsame  Meridianebene,  die  durch  die  Centrale 
der  Kreise  gehende  Normalebene  zur  Tafel  in  diese  umgelegt  und 
mittelst  des  Abstandes  d  den  Mittelpunkt  des  zweiten  in  dieser 
Umlegung  eingetragen ;  dazu  auch  die  Asymptoten  beider  Meridian- 
hyperbeln. Dann  ist  die  Potenzlinie  der  Spurkreise  beider  Hyper- 
boloide in  der  Tafel^  also  des  Hauptkreises  im  einen  und  des  der 
Tafel  angehörigen  Parallelkreises  im  andern ;  den  man  leicht  be- 
stimmt, die  Spur  der  Ebene  des  Durchdringungskegelschnittes  in 
der  Tafel ;  und  die  Parallele  aus  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  Cen- 
trale zu  der  Diagonale  des  vorher  gezeichneten  Asymptotenvierseits, 
welche  die  Mittelpunkte  nicht  enthält  und  im  Endlichen  liegt^  ist 
die  Spur  derselben  in  der  gemeinsamen  Meridianebene.  Man  kann 
also  die  Projection  des  Durchdingungskegelschnittes  als  eines  ebenen 
Querschnittes  construieren.  Aber  man  wird  es  nach  dem  Vorigen 
vorzuziehen  haben,  wenn  man  seine  Berührungssehnen  mit  den  ge- 
gebenen Kreisen  finden  kann  und  diess  ist  sehr  einfach  möglich; 
man  hat  dazu  nur  die  Potenzlinien  zwischen  dem  Hauptkreise  des 
einen  Hyperboloides  und  dem  in  derselben  Ebene  liegenden  Parallel 
des  andern  anzugeben,  so  dass  also  die  vorher  benutzte  Potenzlinie 
schon  die  Sehne  der  doppelten  Berührung  für  den  in  der  Tafel 
gedachten  Hauptkreis  ist.  Die  Wiederholung  desselben  Verfahrens 
für  den  zweiten  Hauptkreis  liefert  auch  die  zu  ihm  gehörige  Sehne 
und  damit  zugleich  die  Ebene  der  Durchdringung. 

Für  rechtwinklige  Cartesische   Coordinaten  mit  der  Centarale 
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der  Kreise  von  den  Badien  r^ ,  r^  und  der  Centraldistanz  2  c  als 
Axe  der  x  und  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpunkten  als  An- 
fangspunkt  sind  die  beiden  bezeichneten  Paare  von  Kreisen  —  je- 
weilen  Kehlkreisprojectiou  des  einen  und  Projeciion  des  in  derselben 
Ebene  liegenden  Parallelkreises  des  anderen  Hyperboloides  —  aus- 
gedrückt durch 


und 


{x  +  cY  +  y' 
{x  —  cy  +  y 


2  


1     9 


2    > 


(X  -  c)^  +  y*  =  (rj»  +  d*) ; 
(X  +  cf  +  y*  =  (r,J  +  cP) . 


Ihre  Potenzlinien  sind  resp. 


4cx 


—  r^  ~  tf%     4  ca;  =  r^  —  r^  +  tf^ 


symmetrisch  zur  Potenzlinie  der  Kehlkreisprojectionen 

4ca;  =  r^  —  r^^; 

und  die  Schnittpunkte  des  ersten  Paares  von  Kreisen  liegen  mit 
denen  des  zweiten  Paares  auf  dem  um  die  Mitte  der  Centrale  be- 
schriebenen Kreise,  dessen  Gleichung 

2  (x^  +  y2  +  o')  =  r,2  J^r^J^dP- 
[Radiusquadrat  W- =^  \  (r,^  +  r^  +  ^)  —  c^\ 

sowohl  die  Summe  der  Gleichungen  des  ersten  wie  die  der  Glei- 
chungen des  zweiten  Paares  ist. 


Sind  also  beide  Kreise  reell  oder  die  Hyperboloide  einfach^  so 
erhält  man  (Fig.  69  a)  den  Radius  r^  des  Parallelkreises  eines 
jeden,  den  die  Hauptebene  des  andern  aus  ihm  schneidet,  als  Hy* 
potenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks ,  welches  man  aus  seinem 
Radius  und  dem  Abstand  d  als  Katheten  bildet;  ist  aber  das  be- 
trachtete Hyperboloid  zweifach,  sein  Hauptkreis  ein  Scheitelkreis 
d.  h.  sein  Radiusquadrat  negativ,  der  doppelt  berührende  Kreis 
rein  imaginär,  so  ist  der  Radius  r^  des  fraglichen  Parallelkreises 
(Fig.  69  b)  die  zweite  Kathete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck, 
welches  d  zur  Hypotenuse  und  den  Radius  r  des  Symmetriekreises 
zur  ersten  Kathete  hat.  Man  sieht,  dass  in  diesem  Falle  r^  nur 
reell  ist,  wenn  der  Abstand  d  den  Radius  des  Symmetriekreises  r 
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übertrifft;  ist  d  <Cr,  so  wird  rp  rein  imaginär;  sein  Badiusquadrat 
negativ  und  man  erhält  den  Radius  des  Symmetriekreises  für  den 
fraglichen  Parallelkreis  als  zweite  Kathete  in  dem  Dreieck  ans  r 
als  Hypotenuse  und  d  als  erster  Kathete  (Fig.  69  c).  Man  kann 
dies  letzte  in  Form  einer  geometrischen  Deutung  der  Scheitelbe- 
rührungskugel  (§31.  Vergl.  I,  §  (36«)  p.  226)  des  zweifachen 
Hyperboloides  aussprechen:  Die  Symmetriekreise  der  imaginären 
Parallelkreise  in  den  Normalebenen  zur  Axe  zwischen  den  Scheiteln 
sind  ihre  Querschnitte  mit  der  Scheitelberührungskugel. 

Natürlich  muss  die  Construction  der  Potenzlinien  mit  Bück- 
sicht auf  die  Realität  der  betheiligten  Kreise  wie  in  I ;  §  (36^) 
ausgeführt  werden.  Man  wende  die  in  den  folgenden  Nummern 
gegebenen  Entwickelungen  auf  den  besonderen  Fall  der  confocalen 
Kegelschnitte  von  gegebener  Axenlänge  an. 

Im  Falle  reeller  Hauptkreise  wird  aus  dieser  Construction 
evident,  dass  die  derselben  Distanz  d  entsprechenden  Sehnen  der 
Doppelberührung  mit  den  Hauptkreisen  symmetrisch  liegen  zur 
Potenzlinie  der  Hauptkreise,  oder  dass  sie  ein  Büschel  involutorischer 
Parallelen  bilden  mit  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden als  Doppelstrahlen. 

Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Gesetz  auch  in  den  übrigen 
Fällen  fortbesteht;  wenn  die  Potenzlinie  nach  den  entwickelten 
Regeln  bestimmt  wird,  und  dass  daher  auf  der  Potenzlinie  durch 
die  Spur  der  Durchdringungsebene  in  der  gemeinsamen  Meridian- 
ebene immer  die  Strecke  ^c  von  der  Centrale  aus  abgeschnitten 
wird.  Nach  dem  oben  unter  7)  gefundenen  Gesetz  der  Richtungs- 
änderung jener  Spur  im  gemeinsamen  Meridian  sehen  wir  nun,  dass 
dieselbe  stets  Tangente  einer  Parabel  ist;  diese  hat  die 
Centrale  zur  Axe  und  den  Punkt  in  der  Potenzlinie  zum  Scheitel 
und  wird  mittelst  der  Spur  der  Parabelebene  als  ihrer  45®  Tan- 
gente bestimmt;  denn  die  Spur  derselben  in  der  Tafel  ist  ihre 
Directrix  und  damit  wird  als  ihr  symmetrisch  zur  Scheiteltangente 
auch  ihr  Brennpunkt  erhalten. 

13)  Im  Falle  reeller  Kreise  kann  zwischen  dem  Hauptkreise  des 
einen  und  dem  Parallelkreise  des  andern  Hyperboloides  Berührung 
stattfinden;  dann  ist  die  Potenzlinie  die  zugehörige  gemeinsame 
Tangente  und  die  beiden  entsprechenden  Berührungen  sind  benach- 
bart (siehe  oben  10),  der  bezeichnete  Hauptkreis  ist  Osculations- 
kreis  im  Scheitel  der  Kegelschnittprojection.  Wir  erhalten  also  die 
Distanz  d,  für  welche  dies  stattfindet,  indem  wir  den  Radius  eines 
zum  einen  Hauptkreis  concentrischen  und  den  andern  berührenden 
Kreises  als  Hypotenuse  mit  dem  Radius  des  ersten  Kreises  als 
Kathete  zu  einem  rechtwinkligen  Dreieck  verbinden,  nämlich  als 
die  zweite  Kathete  desselben.  Da  zu  jedem  der  beiden  Hauptkreise 
zwei  den  andern  berührende  concentrische  Kreise  existieren,  so  giebt 
es  in  dem   System  der   für  alle   Werthe   von   d  aus   den  beiden 
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Kreisen  entstehenden  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  im  Allge- 
meinen vier,  welche  einen  der  Kreise  vierpunktig  in  der  Centrale 
berühren.  Sie  sind  aber  nur  reell,  wenn  die  Radien  jener  berühr- 
enden jeweilen  den  Radius  des  concentrischen  Hauptkreises  über- 
treffen, d.  h.  wenn  die  reellen  Hauptkreise  ausser  einander  liegen. 
Wenn  sie  einander  schneiden  und  wenn  einer  den  andern  um- 
schliesst,  so  sind  nur  zwei  von  ihnen  reell,  nämlich  die  zu  den 
Susseren  Durchmesserenden  der  Centrale  gehörigen;  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  im  letzten  Falle  beide  zu  demselben  Hyperboloid 
gehören,  während  sie  sich  im  andern  auf  beide  vertheilen.  Alles 
ist  zusammen  zu  fassen  in  die  Regel:  Die  Längen  der  Tangenten, 
welche  von  den  in  der  Centrale  liegenden  Durchmesserendpunkten 
ü^  ü*  und  resp.  T,  F*  jedes  Hauptkreises  an  den  jeweiligen 
anderen  gehen,  sind  die  Distanzen  d  für  die  Constructi'on  der  Kegel- 
schnitte, welche  den  ersten  in  einem  Scheitel  vierpunktig  berühren. 
(Fig.  70  zeigt  die  Ausführung  für  U  und  ü*,) 

Fig.  70. 


Wenn  der  eine  der  Hauptkreise  rein  imaginär  ist,  so  kann 
zwischen  ihm  und  einem  zum  andern  concentrischen  Kreise  Be- 
rührung nicht  stattfinden  und  die  Zahl  der  Fälle  kommt  auf  zwei, 
wobei  für  die  Bestimmung  von  d  zu  bedenken,  dass  das  Radius- 
quadrat des  nicht  reellen  Hauptkreises  negativ  ist.  (Vergl.  12.) 
Sind  beide  Hauptkreise  imaginär,  so  kann  keiner  von  ihnen  der 
Krümmungskreis  im  reellen  Scheitel  eines  Kegelschnittes  sein.  Oder 
auch;  weil  die  in  der  Centrale  liegenden  Scheitel  des  Durchdring- 
ungskegelschnittes die  Schnittpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln 
im  gemeinsamen  Meridian  oder  die  der  einen  von  ihnen  mit  der 
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zugehörigen  Spur  der  Schnittebene  sind  und  damit  selbstverständ- 
lich: Der  imaginäre  Kehlkreis  eines  zweifachen  Hyperboloides  kann 
das  andere  Hyperboloid  resp.  die  Ebene  der  Durchdringung  nicht 
in  reellen  Punkten  treffen.  Nur  die  Schnittlinie  seiner  Ebene  mit 
der  Ebene  der  Durchdringung  ist  reell. 

Natürlich  ergiebt  sich  in  diesen  besonderen  Fällen  aus  der 
Distanz  d  die  Berührungssehne  der  Kegelschnittprojection  mit  dem- 
jenigen Hauptkreise,  welchen  sie  nicht  im  Scheitel  osculiert  — 
symmetrisch  zu  jener  berührenden  in  Bezug  auf  die  Potenzlinie  der 
Hauptkreise  nach  dem  Gesetze  von  12).  (Siehe  p^  und  p^  und 
wieder  p„*  imd  p«*  in  Pig-  70.) 

14)  Für  ^  =  0  ist  die  zur  Tafel  normale  Ebene  durch  die 
Potenzlinie  po  (Fig.  70)  der  Hauptkreise  die  Ebene  der  Durch- 
dringung; die  Orthogonalprojection  derselben  liegt  in  der  Potenz- 
linie und  das  beiden  Netzen  gemeinsame  Büschel  repräsentiert  sie 
cyklographisch.  Ist  d  der  Centraldistanz  der  Hauptkreise  gleich, 
so  liegt  der  Mittelpunkt  des  einen  Hyperboloides  im  Asymptoten- 
kegel des  andern,  beide  Asymptotenkegel  haben  längs  der  gemein- 
samen Mantellinie  zugleich  eine  gemeinsame  Tangentialebene  und 
die  Durchdringung  ist  die  einzige  Parabel  des  Systems. 

Ist  d  der  Länge  der  innern  gemeinsamen  Tangenten  /,•  beider 
Grundkreise  gleich,  so  gehört  offenbar  jede  der  45®-Linien,  welche 
durch  diese  Tangenten  gemeinsam  projiciert  werden  und  ihre  Durch- 
stosspunkte  mit  den  Kehlkreisebenen  in  den  Kehlkreisen  selbst 
haben;  der  Durchdringung  der  Flächen  an;  beide  bilden  einen  ge- 
meinsamen ebenen  Querschnitt  mit  Doppelpunkt,  welcher  letzte  im 
Durch  Schnittspunkt  der  Tangenten,  d.  h.  im  inneren  Aehnlichkeits- 
punkte  seine  Projection  hat.  Ebenso  für  die  äusseren  gemeinsamen 
Tangenten  und  d  gleich  ihrer  Länge  tc  zwischen  den  Berührungs- 
punkten. Wir  bemerken,  dass  für  diese  degenerierenden  Durch- 
dringungen die  Brennpunkte  je  in  Paaren  zusammenfallen  (im  zu- 
gehörigen Doppelpunkt),  also  resp.  im  inneren  und  im  äusseren 
Aehnlichkeitspunkte  der  Kehlkreise. 

15)  Wir  können  damit  eine  üebersicht  über  die  Wandlung 
des  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  zu  zwei  Kreisen  bei  Ver- 
änderung des  Werthes  der  Distanz  d  von  Null  bis  Unendlich  geben. 
Nehmen  wir  den  Fall  ausser  einander  liegender  reeller  Kreise  A 
und  B  von  den  Radien  a  und  b;  sei  2  c  ihre  Centraldistanz,  U  die 
Länge  der  inneren  und  tg  die  der  äusseren  gemeinsamen  Tangenten 
zwischen  den  Berührungspunkten;  seien  ferner  U  und  ü*  die  End- 
punkte des  in  der  Centrale  liegenden  Durchmessers  im  Kreise  A 
und  V,  V*  die  im  Kreise  B,  so  dass  ü^  U""^  F,  V*  in  gleichem 
Sinne  aufeinanderfolgen  und  seien  u,  u*,  v,  v*  die  Längen  der 
Tangenten,  welche  aus  ^,  U*,  V\  V*  resp.  je  an  den  andern 
Kreis  gehen;  ist  dann  a>  b,  so  folgen  die  sieben  Längen  f4,  v*, 
2  c,  fei  ii^  Vy  u*  in  abnehmender  Grösse  einander  und  bezeichnen 
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die  Grenz-  und  Uebergangsstellen  der  Form  und  Lage  im  System 
der  Kegelschnitte.  Für  wachsendes  d  erhalten  wir  folgende  üeber- 
sieht.  Für  ^  =  0  die  doppelt  zählende  Potenzlinie;  für  alle  Wertbe 
von  d  unter  der  Centraldistanz  2  c  Hyperbeln  und  für  alle  Werthe 
d>  2c  Ellipsen,  jene  von  diesen  getrennt  durch  die  Systempa- 
rabel d  =  2{?.  (Fig.  70  enthält  ihre  Berührungssehnen  mit  den 
Keblkreisen.)  Diese  ersten  Hauptzüge  gelten  für  alle  Fälle  der 
Lage  bei  reellen  Grundkreisen,  wie  auch  für  nicht  reelle  Grund- 
kreise. Die  Hyperbeln  werden  nun  aber  durch  die  degenerierten 
Durchdringungen  bei  d^=s  /^,  d  =  U  vi  drei  Gruppen  geschieden, 
falls  diese  reell  sind  —  man  sieht  sofort,  dass  in  anderen  Fällen 
der  Hauptkreise  nach  Lage  und  Art  diese  Theilung  modificiert 
werden  kann.  Für  die  erste  Gruppe  e^  =  0  bis  d  =  ti  liegt  die 
Hauptaxe  in  der  Centrale  und  von  ihren  Zweigen  umschliesst  der 
eine  den  Kreis  A,  der  andere  den  Kreis  B;  der  Mittelpunkt  rückt 
aus  der  Potenzlinie  bis  zum  inneren  Aehnliclikeitspunkt.  Bis  d  =  t^ 
berührt  die  Hyperbel  beide  Kreise  imaginär,  um  mit  u^  den  Kreis 
A  in  (7*  vierpunktig  zu  berühren,  den  sie  dann  allein  doppelt  be- 
i-ührt,  bis  d  =^  V  wird,  wo  sie  B  in  F  vierpunktig  berührt ;  von 
da  ab  berührt  sie  beide  Kreise  reell  doppelt  und  die  Berührungs- 
punkte liegen  auf  A  in  den  Bögen  von  U*  und  auf  B  von  V  bis 
zu  den  Berührungspunkten  mit  den  innern  gemeinsamen  Tangenten. 
An  diese  mit  ^  >  /<  bis  d  =^  t^  schliesst  sich  die  zweite  Gruppe 
von  Hyperbeln,  mit  der  Centrale  als  Ncbenaxe  und  den  Mittel- 
punkten in  der  Strecke  vom  inneren  zum  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkt;  beide  Kreise  von  aussen  stets  reell  doppelt  berührend,  den 
Büscheln  von  Hyperboloiden  entsprechend,  welche  keine  reellen 
Kegel  enthalten.  —  Es  folgen  die  Hyperbeln  von  den  äusseren  ge- 
meinsamen Tangenten  d  ==  tg  bis  zur  Parabel  des  Systems  d  =  2c^ 
mit  den  Hauptaxen  in  der  Centrale  und  beide  Kreise  mit  dem  einen 
Zweige  reell  doppelt  berührend,  die  Mittelpunkte  im  äusseren  un- 
begrenzten Segment  der  Centrale  auf  der  Seite  des  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunktes ;  ebenso  die  Berührungspunkte,  die  sich  denen  des 
vorigen  Systems  anschliessen ,  von  denen  der  äusseren  gemein- 
samen Tangenten  bis  zu  denen  der  Systemparabel.  Jenseits  der- 
selben beginnt  das  System  der  Ellipsen,  mit  der  Centrale  als 
Hauptaxe,  beide  Kreise  stets  umschliessend,  zuerst  auch  beide  reell 
doppelt  berührend,  bis  mit  ^  =  t;  ♦  die  reelle  doppelte  Berührung 
an  B  mit  vierpunktiger  Berührung  in  F*  schliesst,  um  bei  d^^=u 
ebenso  in  U  vierpunktig  berührend  A  zu  verlassen^  so  dass  für 
alle  Ellipsen  von  d  :=  u  bis  d  >=^  oo  alle  Berührungen  nicht  reell 
sind  —  die  Berührungsstellen  haben  beide  Kreise  vollständig  um- 
laufen —  durch  die  Coincidenz  in's  Imaginäre  übergegangen  sind. 
Die  Mittelpunkte  liegen  auf  dem  anderen  unbegrenzten  Segment 
der  Centrale  bis  zu  dem  Punkte,  der  der  Mittelpunkt  M  der  durch 
die  Berührungspunkte  der  inneren  und  der  äusseren  gemeinsamen 
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Tangenten  sowie  die  Schnittpunkte  beider  gehenden  concentrischen 
Kreise  ist.  (Siehe  16.)  Die  Strecke  von  da  bis  zum  Fus6punkte 
der  Potenzlinie  in  der  Centrale  enthält  nur  die  Mittelpunkte  von 
nicht  reellen  Kegelschnitten. 

Ist  einer  der  Kreise  B  nicht  reell,  so  bestimmt  sich  wie  vorher 
die  Parabel  des  Systems  und  die  beiden  Kegelschnitte  desselben, 
welche  den  reellen  Kreis  zum  Osculationskreis  im  Scheitel  IJ  resp. 
V^  haben;  die  Distanzen  d  für  die  Hauptebenen  bei  diesen  Durch- 
dringungen sind  die  Längen  von  V  resp.  XJ^  bis  zu  den  End- 
punkten des  zur  Centrale  senkrechten  Durchmessers  im  nicht  reellen 
Kreis.  Sind  beide  Kreise  imaginär ,  äo  sind  sie  für  keinen  Kegel- 
schnitt des  Systems  Scheitel-Osculationskreise. 

16)  Jede  Curve  des  Systems  schneidet  aus  jeder  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  Hauptkreise  eine  Länge 
aus,  welche  der  Distanz  d  der  Hauptebenen  gleich  ist, 
die  ihr  entspricht.  Denn  die  beiden  Schnittpunkte  der  durch 
die  gemeinsame  Tangente  gehenden  zur  Tafel  normalen  Ebene  mit 
irgend  einer  Curve  des  Systems  sind,  als  zu  Stande  kommend  durch 
die  Schnitte  der  beiden  Paare  von  Mantellinien  der  Hyperboloide,  die 
diese  Ebene  enthält.  Gegenecken  eines  Rechtecks  aus  45^ -Linien, 
dessen  beide  andere  Gegenecken  in  den  Hauptkreisen  liegen;  die 
Horizontalprojection  der  Distanz  jener  Gegenecken  ist  ebenso  lang 
wie  die  der  45^-Linien  zwischen  den  beiden  Hauptebenen.  Dieselbe 
Figur  macht  ersichtlich,  dass  die  Mitten  jener  Sehnen  sämmtlich 
in  der  Potenzlinie  der  Hauptkreise  liegen  müssen  und  damit  weiter, 
dass  die  Endpunkte,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  inneren  und  resp. 
äusseren  gemeinsamen  Tangenten  der  Hauptkreise  mit  irgend  einer 
Curve  des  Systems,  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittelpunkt  der 
Schnittpunkt  der  Perpendikel  ist,  die  man  auf  den  inneren  und  auf 
den  äusseren  gemeinsamen  Tangenten  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
der  Potenzlinie  der  Hauptkreise  errichtet,  d.  h.  die  Mitte  der 
Centrale.  (Vergl.  12  oben.)  Dass  die  Berührungspunkte  der  äusseren 
wie  der  inneren  gemeinsamen  Tangenten  mit  den  Hauptkreisen, 
sowie  die  Schnittpunkte  der  äusseren  mit  den  inneren  in  drei 
Kreisen  aus  demselben  Mittelpunkte  M  liegen,  ist  theils  unmittel- 
bar ersichtlich,  theils  ein  Specialfall  hiervon  (I,  §  (36*),  3),  der 
Kreis  der  letzten  Tetrade  enthält  auch  die  Mittelpunkt«  der  Haupt- 
kreise.   (Fig.  70.) 

Die  Länge  der  inneren  gemeinsamen  Tangenten  zwischen  den 
äusseren  giebt  die  Höhendifferenz  der  Kehlkreise  beider  Hyperboloide 
(vergl.  in  Fig.  70)  für  das  Paar  der  äusseren  Tangenten  als  Durch- 
dringung und  ist  daher  der  Länge  der  äusseren  Tangenten  gleich ; 
und  ebenso  die  Länge  der  äusseren  zwischen  den  inneren  die  Ent- 
fernung d  für  die  inneren  als  Durchdringung,  etc.  Man  sieht^  von 
welchem  grossen  constructiven  Gebrauch  diese  Sätze  sind.  Eine 
Menge  von  Erweiterungen  der  vorentdeckten  Eigenschaften  schliesst 
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man  noch  aus  der  Betrachtung,  dass  die  beiden  Paare  der  gemein- 
samen Tangenten  zwei  Curven  des  Systems  sind,  welche  die  Haupt- 
kreise und  alle  übrigen  Curven  des  Systems  bestimmen.  Dann 
verbinden  sich  auch  die  Sätze  aus  §  31,  8  mit  ihnen. 

17)  Man  erörtere  die  Veränderungen,  welche  in  den  vorigen 
Entwickelungen  eintreten^  falls  die  reellen  Hauptkreise  sich  äusser- 
lich  berühren,  falls  sie  sich  schneiden,  falls  der  eine  den  andern 
umschliesst,  und  endlich,  falls  sie  sich  umschliessend  berühren.  Man 
zeige  auch  die  Modificationen  an,  welche  eintreten,  wenn  der  eine 
der  Hauptkreise  ein  Sjmmetriekreis  ist  und  wenn  beide  Symmetrie- 
kreise sind.    (Vergl.   15,  16,  18.) 

Wir  wollen  dabei  nur  hervorheben,  dass  für  einen  reellen  und 
einen  rein  imaginären  Kreis  zwar  die  Aehnlichkeit^punkte  nicht 
reell  sind,  wohl  aber  ihre  Mitte  reell  bleibt,  so  dass  der  Aehn- 
lichkeitskreis  rein  imaginär  ist;  und  dass  für  zwei  rein  imaginäre 
Kreise  die  Aehnlichkeitspunkte  und  der  Aehnlichkeitskreis  dieselben 
sind;  wie  für  die  zugehörigen  Symmetriekreise.  Denn  man  hat 
nach  2)  für  die  Abstände  der  Aehnlichkeitspunkte  vom  Mittelpunkte 
des  ersten  Kreises  mit  ir^  und  fVj  dieselben  Werthe  wie  für  r^ 
und  r^,  weil  i  herausfällt;  und  der  Ausdruck  für  den  Radius  des 
Aehnlichkeitskreises  bestätigt  das  durch 

i(ö|  —  ^'i)  =  i(«2  +  ^'2)  =  r4^T2  • 

Damit  ist  man  im  Stande,  ebenso  einfach  die  beiden  Berührungs- 
lagen der  zweifachen  Hyperboloide  zu  bestimmen,  wie  die  der  ein- 
fachen im  Falle  reeller  gemeinsamer  Tangenten  der  Kehlkreise. 

Sodann,  dass  für  zwei  reelle  Kreise,  die  einander  schneiden 
oder  von  denen  der  eine  den  andern  umschliesst,  so  dass  ihre 
inneren  resp.  beide  Paare  der  gemeinsamen  Tangenten  imaginär 
sind;  die  zu  den  imaginären  Distanzen  d  zwischen  0  und  U  resp. 
/«  gehörigen  Hyperboloiddurchdringungen  in  Kugeldurchdringungen 
übergehen.    Nämlich  für  rein  imaginäre  d  und  z  werden 

{x  +  cy  +  y^  —  z^  =  ri^  und   {x  —  cf  +  y^ —(z  +  d^  =  r^'^ 

übergeführt  in 

(x  +  cf  +  y^  +  z'^^r^^   und   {x -- cf  +  y^  +  {z  +  d)^  =  r.J^ -, 

die  Durchdringungen  dieser  Kugeln  inclusive  ihrer  Berührungen 
liefern  die  von  den  Kreisen 

(a;  +  cy  +  f  =  r,2,     (x  -  c)»  +  y*  =  r,» 

umschliessend  doppelt  berührten  Ellipsen  als  ihre  Projectionen. 
Man  zeige,  welche  Formen  die  Fundamentaleigenschaften  des  Textes 
von  der  Tangentensumme  und  von  der  numerischen  Excentricität 
für  dieselben  annehmen.  Auch  sind  die  Elemente  ihrer  Doppelbe- 
rührungen mit  den  Kreisen;  ihre  Scheitel  und  die  vierpunktig  be- 


236      n.  Curven  und  Fl&chen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   32. 

rührenden  unter  ihnen  nach  den  Regeln  der  darstellenden  Geometrie 
zn  bestimmen. 

18)  Eine  letzte  Reihe  von  Bemerkungen  erfordern  die  Brenn- 
punkte des  Systems  der  Orthogonalprojectionen  unserer  Durch* 
dringnngen.  Dieselben  sind,  insofern  sie  in  der  Centrale  der  Haupt- 
kreise liegen,  die  Projectionen  der  Kegelmittelpunkte  der  jeweiligen 
Durchdringung;  von  diesen  scheiden  sich  also  nur  die  Brennpunkte 
der  zweiten  Gruppe  von  Hyperbeln  in  der  Uebersicht  unter  15), 
der  Hyperbeln  also,  die  den  Distanzen  zwischen  U  und  U  ent* 
sprechen,  zwischen  den  inneren  und  den  äusseren  Tangenten  der 
Kreise  den  Uebergang  bilden  und  ihre  Mittelpunkte  in  dem  endlichen 
Segment  zwischen  den  Aehnlichkeitspunkten  haben,  deren  Brenn- 
punkte also  in  Perpendikeln  zur  Centrale  durch  diese  und 
äquidistant  von  ihr  liegen  müssen.  Zu  den  Brennpunkten  als  Or- 
thogonalprojectionen  der  Kegelspitzen  führt  folgender  Construc- 
tionszusammenhang.  Wir  wissen,  dass  die  Spuren  der  Durchdring- 
ungsebenen im  gemeinsamen  Meridian  eine  Parabel  umhüllen,  die 
die  Potenzlinie  der  Hauptkreise  auf  deren  Centrale  in  ihrem  Scheitel 
berührt  und  zu  ihrer  45®- Tangente  die  betreffende  Spur  der  Ebene 
der  Parabel  des  Systems  hat.  Die  Schnittpunkte  der  Tangenten 
dieser  Parabel  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel;  welche  der  Meridian 
,  des  ruhenden  Hyperboloides  —  wir  wollen  denken  vom  Kehlkreis 
A  in  der  Tafel  —  ist,  sind  die  Scheitel  der  in  der  Falllinie  seiner 
Ebene  liegenden  Axe  des  Kegelschnittes,  und  die  durch  sie  gehenden 
45^-Linien  im  Meridian  liefern  als  die  neuen  Ecken  des  von  ihnen 
gebildeten  Rechtecks  die  Mittelpunkte  der  Kegel  im  Büschel  mit 
dieser  Durchdringung  und  durcJi  ihre  Orthogonalprojectionen  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  in  dem  System,  das  sie  liefert.  Die 
Brennpunkte  in  der  Centrale  bilden  also  ein  einfach  unendliches 
System  von  Paaren ,  die  durch  Lineal-  und  Zirkel-Constructionen 
gefunden  werden  und,  wie  die  Construction  auch  zeigt,  sich  ver- 
tauschbar entsprechend,  d.  h.  eine  Involution.  Die  Aehnlich- 
keitspunkte  sind  die  Doppelpunkte  derselben,  weil  sie  die  jeweilen 
vereinigten  Brennpunkte  der  beiden  Linienpaare  des  Kegelschnitt- 
systems sind;  der  Mittelpunkt  zwischen  ihnen  wird  der  endlich 
entfernte  Brennpunkt  der  Parabel  im  System  sein  und  die  Brenn- 
punkte irgend  eines  Kegelschnittes  im  System  in  der  Centrale  (also 
die  zweite  Gruppe  der  Hyperbeln  ausgenommen)  liegen  also  so, 
dass  sie  mit  den  Aehnlichkeitspunkten  eine  harmonische  Gruppe 
bilden  und  von  dem  Mittelpunkte  ihrer  Strecke  constantes  positives 
Prodnct  der  Entfernungen  haben  (gleich  dem  Quadrat  seines  Ab- 
standes  von  einem  der  Aehnlichkeitspunkte).  Man  bestimmt  daher 
aus  einem  Brennpunkt  den  andern  und  damit  auch  den  Mittelpunkt 
des  betreffenden  Kegelschnittes ;  und  man  bestimmt  aus  dem  Mittel- 
punkte beide  Brennpunkte,  als  das  gemeinsame  Paar  der  beschrie- 
benen Involution  mit  der  durch  den   angenommenen   Mittelpunkt 
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als  Doppelpunkt  im  Endlichen  bestimmten  symmetrischen  Invo- 
lution. Man  sieht  sofort,  dass  für  die  Mittelpunkte  zwischen  den 
Aehnlichkeitspunkten  die  Brennpunkte  in  der  Centrale  nicht  reell 
sein  können  —  weil  beide  Involutionen  reelle  Doppelpunkte  haben 
und  diese  einander  trennen  —  und  erhält  nach  den  Gesetzen  des 
Zusammenhanges  zwischen  den  reellen  und  imagin&ren  Brenn- 
punkten desselben  Kegelschnittes  (vergl.  I,  §  36,  4)  die  reellen 
Brennpunkte  in  den  Punkten  des  Aehnlichkeitskreises  ^  welche  in 
der  Senkrechten  zur  Centrale  durch  den  Mittelpunkt  liegen.  Dies 
wird  bestätigt  durch  die  im  Geiste  der  Methode  liegende  Con- 
struction  des  gemeinsamen  Paares  im  Falle  der  Eealität,  wonach 
es  durch  den  um  den  gewählten  Mittelpunkt  beschriebenen  Ortho- 
gonalkreis des  Aehnlichkeitskreises  aus  der  Centrale  ausgeschnitten 
wird.  Jetzt  sind  sie  die  Schnittpunkte  des  vom  Aehnlichkeitskreis 
diametral  geschnittenen  Kreises  um  jenen  Mittelpunkt. 

Natürlich  können  daraus  auch  die  übrigen  Elemente  des  be- 
treffenden Systemkegelschnittes  bestimmt  werden.  Weil  die  Aehn- 
lichkeitspunkte  nicht  reell  sind,  sobald  der  eine  der  Hauptkreise 
ein  Symmetriekreis  ist,  so  existiert  dann  zu  jedem  Mittelpunkte 
ein  reelles  Paar  von  Brennpunkten  in  der  Centrale  und  die  zweite 
Gruppe  der  Hyperbeln  im  System  existiert  nicht  mehr,  wie  der 
Aehnlichkeitskreis,  von  dem  jedoch  der  Mittelpunkt,  der  Brennpunkt 
der  Systemparabel,  reell  bleibt.  Wir  wollen  anmerken,  dass  die 
Kegelschnitte  des  Systems,  welche  ihre  Mittelpunkte  zwischen  dem 
vorher  (16)  erwähnten  Mittelpunkte  M  und  dem  JPusspunkte  der 
Potenzlinie  haben  ^  obwohl  sie  selbst  nicht  reell  sind  (15),  doch 
reelle  Brennpunkte  in  der  Centrale  liefern,  wie  dies  auch  schon 
durch  die  Theorie  der  Brennpunkte  in  I,  §  36  im  Zusammenhang 
mit  I,  §  32,  12  und  §  34^  4  f.  zu  erwarten  stand.  Wir  empfehlen 
die  Discussion  der  Brennpunktsbestimmung  für  den  Specialfall  der 
confocalen  Kegelschnitte. 

19)  Einen  directen  Beweis  der  vorstehenden  Ergebnisse  er- 
halten wir  in  den  folgenden  elementaren  Bechnungen. 

Für  das  Coordinatensystem  wie  in  12)  oder  die  Gleichungen 
der  Kehlkreisprojectionen  K^^  K^ 

(^  +  ^)'  +  y'~^i'  =  0,     {x-cf-^y'^  —  r^  =  (^ 

und  den  Kreis  K  durch  ihre  Berührungspunkte  mit  einem  Kegel- 
schnitt des  Systems  (vergl.  12) 

a;2  +  y*  -  Ä'  =  0 

werden  die  Kreise  der  Büschel  K^^  K  durch  C^  und  K^^  K  durch 
C^  ausgedrückt  durch 

(a:2+y2)(c^-Ä2^ri2)+2ca;(c2— Ä2)-fc2(c2-Ä2— ri2)=o, 
(a;2+y2)(c2  — Ä2-fr22)  — 2ca:(c2  — ä2)  +  c2(c2  — ^2  — r22)=o, 
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und   liefern   die  Potenzlinie  oder  die  Mittelpunktsabscisse  des   be- 
trachteten Kegelschnittes  mit 

^ gCn^-^2^) g(n^  — ^2^) 

weil  nach  12)  ist 

2Ä2  =  r,2  +  rj^  +  J2  _  2  c^ 

Dieselbe  Linie  ist  aber  auch  die  Potenzlinie  jedes  dieser  Kreise 
mit  dem  A^ehnlichkeitskreise  von  IT^  und  IC^^  welcher  den  Radius 
und  die  Mittelpunktsabscisse  resp.  gleich 

2cr^r^  r^  +  r^ 


c 


r,^  —  r^^ '        Tj^  ^  r^ 
und  somit  die  Gleichung  hat 

a:'  +  y»  -  2ca;  ^V^2  +  0^-05 

d.  h.  jene  beiden  Kreise  schneiden  sich  stets  auf  dem  Aehnlich- 
keitskreise  oder  sie  bilden  mit  ihm  ein  Büschel. 

20)  Aber  wir  haben  endlich  die  schon  in  11)  nach  dem  Vorgänge 
von  9)  und  10)  in's  Auge  gefasste  projectivische  Erweiterung 
der  gefundenen  Resultate  zu  erläutern.  In  dem  System  der  doppelt 
berührenden  Kegelschnitte  zu  zwei  Kreisen,  welches  wir  aus  der 
Durchdringung  der  gleichseitigen  Hyperboloide  ableiteten ,  haben 
wir  den  dort  angeregten  Erwartungen  entsprechend  eine  Gerade 
von  einerlei  Pol  in  beiden  Kreisen,  nämlich  ihre  Centrale,  und 
eben  diesen  Pol,  die  Richtung  der  dazu  Normalen,  als  ausgezeich- 
nete Elemente  gefunden.  Für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  ist 
jene  Gerade  und  dieser  Punkt  Polare  und  Pol ;  für  alle  gehen  auch 
die  Paare  der  Berührungssehnen  mit  den  gegebenen  Kreisen  durch 
jenen  Pol  und  sind  also  jener  Polare  conjugiert;  dieselben  bilden 
eine  Involution^  welche  die  beiden  reellen  sich  in  jenem  Pol  schnei- 
denden gemeinsamen  Sehnen  der  gegebenen  Kreise  zu  Doppel- 
strahlen hat,  oder  sie  werden  je  durch  diese  harmonisch  getrennt. 
Wir  haben  nun  zu  bemerken,  dasQ  die  Hauptkreise  im  Allgemeinen 
drei  Pole  besitzen,  von  denen  jeder  in  Bezug  auf  sie  dieselbe  Polare 
hat,  nämlich  die  Verbindungslinie  der  jeweiligen  beiden  andern. 
Die  beiden  bis  jetzt  nicht  hervorgehobenen  liegen  in  der  Centrale 
und  sind  sowohl  von  den  Durchmesserendpunkten  üy  (P  im  Kreise 
A,  wie  von  denen  im  Kreise  B,  also  T,  F*,  harmonisch  getrennt, 
d.  h.  sie  sind  das  gemeinsame  Paar  der  durch  jene  und  durch  diese 
resp.  bestimmten  Involutionen  oder  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution, welcher  beide  als  Paare  angehören.  Bei  reellen  Hauptkreisen 
sind  sie  also  reell,  wenn  diese  ganz  aussereinander  liegen  (in 
diesem  Falle  sind  sie  auch  Diagonalpunkte  des  von  den  gemein- 
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samen  Tangenten  gebildeten  vollständigen  Yierseits)  oder  der  eine 
den  andern  umschliesst;  nicht  reell,  wenn  sie  sich  schneiden.  Im 
Falle  der  Berührung  zwischen  den  Kreisen  fallen  sie  im  Berührungs- 
punkte zusammen.  Ist  einer  der  Hauptkreise  rein  imaginär,  oder 
sind  es  beide,  so  sind  sie  stets  reell  als  gemeinsames  Paar  von 
zwei  Involutionen,  von  denen  eine  elliptisch  ist  oder  welche  dies 
beide  sind.  Im  Geiste  der  entwickelten  Methode  sagen  wir,  sie  sind 
die  Orundpunkte  des  Büschels  von  Kreisen,  das  zu  dem  durch  die 
beiden  Hauptkreise  bestimmten  Büschel  conjugiert  ist  oder  die 
Grenzpunkte  und  Nullkreise  des  Büschels  der  gegebenen  Kreise. 
[Vergl.  I,  §  (36»»)  und  §  (36^).] 

Wir  wollen  bemerken,  dass  für  den  Fall  der  imaginären  Haupt- 
kreise nach  den  Grundlagen  der  Centralprojection  in  I,  §  10  und 
§  34,  5 f.  zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe  enthalten  ist:  Man  soll 
die  entsprechenden  trirectangulären  Ecken  oder  Recht- 
winkeltripel  in  den  projicierenden  Bündeln  desselben 
ebenen  Systems  aus  zwei  beliebigen  Centren  im  Räume 
Gonstruieren.  Dieselben  sind,  wie  die  entsprechenden  Recht- 
winkelpaare in  perspectivischen  Büscheln,  stets  reell. 

21)  Benennen  wir  nun  den  in  den  vorigen  Entwickelungen 
ans  den  Hyperboloiden  hervorgetretenen  Pol  mit  X  und  seine 
Polare,  die  Centrale,  mit  x^  sowie  femer  die  beiden  in  der  Centrale 
liegenden  Pole  als  Y  und  Z  und  die  durch  sie  nach  X  gehenden 
Polaren  von  Z  resp.  Y  mit  z  und  y y  so  entsprechen  auch  den 
Polen  Y  und  Z  mit  ihren  resp.  Polaren  y  und  z  Systeme  von 
einfach  unendlich  vielen  die  gegebenen  Kreise  doppelt  berührenden 
Kegelschnitten.  Für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  Y  resp.  Z  sind 
die  Gerade  y{z)  und  der  Punkt  Y{Z)  Polare  und  Pol;  ihre  Be- 
rührungssehnen mit  den  Kreisen  gehen  durch  Y{Z)  und  sind  die 
Paare  einer  Involution,  welche  die  beiden  durch  Y[Z)  gehenden 
gemeinschaftlichen  Sehnen  derselben  zu  Doppelstrahlen  hat;  und 
da  diese  letzten  die  nach  den  Kreispunkten  im  Unendlichen  ge- 
henden Geraden  sind,  so  ist  die  Involution  irectangulär  und  die 
Paare  der  Berührungssehnen  zwischen  Kegelschnitien  des  Systems 
und  den  gegebenen  Kreisen  sind  rechtwinklig  zu  einander.  Von 
den  Azen  eines  solchen  Kegelschnittes  geht  die  eine  durch  den 
Mittelpunkt  A  und  die  andere  durch  den  Mittelpunkt  B  und  der 
Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  daher  die  Peripherie  des  über  AB  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises;  und  jeder  Punkt  dieses  Kreises 
ist  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  von  jedem  der  beiden  Systeme, 
zweier  Kegelschnitte  mit  vereinigten  Axen.  Der  Ort  der  Brenn- 
punkte jedes  der  beiden  Systeme  besteht  aus  zwei  Kreisen,  welche 
zu  den  gegebenen  Hauptkreisen  concentrisch  sind  und  welche  ent- 
weder einander  rechtwinklig  schneiden,  oder  von  denen  der  eine 
den  andern  im  Durchmesser  schneidet.  Geht  die  Hauptaxc  einer 
Cnrve  des  Systems  Y  durch  A  oder  B^  so  liegen  ihre  Brennpunkte 
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resp.  im  Kreise  um  den  Mittelpunkt  B  oder  den  Mittelpunkt  A, 
Das  Bechteck  unter  den  Abständen  jedes  Paares  Brennpunkte  vom 
Punkte  Ä  sowohl  als  vom  Punkte  B  ist  constant  und  zwar  dem 
Quadrate  des  Badius  des  zugehörigen  Kreises  um  A  oder  um  B 
resp.  gleich.    Ebenso  für  das  System  Z, 

und  da  diese  Eigenschaften  sich  auf  das  gemeinsame  Tripel 
harmonischer  Pole  und  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangenten 
der  Hauptkreise  beziehen,  so  sind  sie  im  Wesentlichen  projectivisch 
allgemein,  d.  h.  übertragbar  auf  die  Theorie  der  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  zu  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  in  derselben  Ebene. 
Nur  wird  die  Zahl  der  zu  unterscheidenden  Lagen  der  Hauptkegel- 
schnitte um  zwei  vermehrt,  diejenigen  nämlich,  wo  sie  vier  reelle 
gemeinsame  Punkte  und  Kreise  oder  vier  gemeinsame  reelle  Tan- 
genten besitzen.  Und  so  bildet  die  ganze  Entwickelung  ein  um- 
fassendes Beispiel  von  der  Anwendung  räumlicher  Anschauungen 
und  Constructionen  auf  die  Geometrie  der  Ebene  (in  den  nachfol- 
genden Beispielen  in  umgekehrtem  Sinne)  und  von  dem  Zusammen- 
hange der  metrischen  mit  der  projectivischen  Geometrie. 

22)  Wenn  man  die  in  der  Tafelebene  entstandene  Figur  der 
vorigen  Entwickelungen  um  die  Centrale  der  Grundkreise  als  Axe 
dreht,  so  entstehen  zwei  Kugeln  und  die  sie  längs  zweier  Kreise 
in  zur  Centrale  normalen  Ebenen  berührenden  Botationsflächen 
zweiten  Grades  um  ihre  Centrale  als  Axe.  Man  sieht,  dass  unter 
denselben  im  Allgemeinen  zwei  Kegel  auftreten,  welche  die  Hyper- 
boloide des  Systems  in  drei  Gruppen  sondern,  während  dieselben 
von  den  EUipsoiden  durch  ein  Botationsparaboloid  geschieden 
werden;  von  jenen  drei  Gruppen  bestehen  die  erste  und  die  letzte 
aus  zweifachen  und  die  mittlere  aus  einfachen  Hyperboloiden. 
Während  die  Brennpunkte  von  jenen  in  den  Ellipsoiden  die  ganze 
Hauptaxe  erfüllen,  besitzen  die  einfachen  Hyperboloide  des  Systems 
BrennkreisO;  deren  Gesammtheit  die  Aehnlichkeitskugel  der  beiden 
gegebenen  Kugeln  erfüllt. 

Wir  lenken  damit  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Entwickelung 
der  analogen  Sätze  in  der  Geometrie  der  Flächen  zweiten  Grades, 
zunächst  der  Botationsflächen;  insbesondere  auch  in  Betreff  der 
Bealität  der  eingeschriebenen  Kugeln. 

Die  Gesammtheit  der  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  festen 
Kugeln,  welche  zwischen  den  Berührungspunkten  eine  vorgeschrie- 
bene Länge  haben,  erfüllt  ein  einfaches  Botationsbyperboloid ;  für 
alle  Punkte  desselben  ist  die  Summe  resp.  die  Differenz  der  Längen 
der  Tangenten  aus  ihnen  an  diese  Kugeln  jener  Länge  gleich. 
Zwischen  welchen  Grenzen  muss  diese  constante  Länge  liegen? 
Unter  welchen  Bedingungen  kann  das  entstehende  Hyperboloid 
gleichseitig  werden? 

33.  Wir  haben  in  §  91^  3  erinnert^  dass  die  Kugel  an 
Einfachheit  den  gleichseitigen  Botationshyperboloiden  voraus- 
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geht,  weil  jede  ihrer  Diameiralebenen  die  analoge  Bedentang 
hat,  die  in  diesen  nur  der  einzigen  Hauptebene  zukommt;  und 
wir  wissen  y  dass  dies  darin  seinen  eigentlichen  Grund  hat, 
dass  die* Kugel  im  Räume  wie  der  Kreis  in  der  Ebene  die 
vollständige  anschauliche  Ausdrucksform  des  Principes  der  Ro- 
tation ist.  (Vei^l.  I,  Schlussüberblick,  p.  349  f.)  Deshalb  ist 
sie  schon  im  ersten  Bande  rücksichtlich  der  darstellend  geo- 
metrischen Elementaraufgaben  mit  behandelt  wordeu,  und  eben 
darum  erscheint  es  am  Platze ,  sie  hier  einer  weiterführenden 
Betrachtung  zu  unterwerfen.  Wir  knüpfen  an  jene  Elementar- 
behandlung an,  indem  wir  zugleich  unter  den  Beispielen  in 
Form  der  Centralprojection  die  Probleme  vom  ebenen  Schnitt 
und  Tangentenkegel  wiederholen  (1). 

Ist  K  ein  Kreis  vom  Radius  r  um  den  Mittelpunkt  M<t  P 
ein  Punkt  in  seiner  Ebene  und  p  seine  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kreis ;  so  bildet  man  durch  Rotation  der  so  gebildeten 
Figur  um  den  Durchmesser  PM  aus  dem  Kreise  die  Kugel  und 
aus  der  Polare  p  die  Polarebeue  F  von  P  in  Bezug  auf  die- 
selbe; der  Pol  P  und  die  Polarabene  F  werden  auf  allen  Strahlen 
aus  P  und  an  allen  Strahlen  in  F  durch  die  Kugel  y  nämlich 
durch  ihre  Punkte  in  jenen  resp.  ihre  Tangentialebenen  aus 
diesen ,  harmonisch  getrennt.  Wenn  p  den  Kreis  K  in  zwei 
Punkten,  also  F  die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet,  so  ent- 
steht durch  dieselbe  Rotation  aus  den  Verbindungslinien  jener 
Punkte  mit  P  der  projicierende  Kegel  dieses  Kreises  aus  P^ 
der  Tangentenkegel  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  P,  (I, 
§  33,  13.) 

Bildet  man  zum  Kreise  K  (Fig.  71  bei  2),  für  einen  seiner 
Punkte  als  Centrum  (^  der  Collineatiou^  den  zur  zugehörigen 
Tangente  parallelen  Durchmesser  als  Vereinigung  der  Gegenaxen 
q  und  r  und  somit  seine  parallele  zweite  Tangente  als  Collinea- 
tionsaxe  s^  die  (involutorische)  CoUinearfigur^  so  ist  dieselbe  die 
gleichseitige  Hyperbel^  welche  den  Kreis  in  ihren  Scheiteln  in 
(i  und  in  s  berührt  und  seine  zum  Durchmesser  von  (S  unter 
4ö^  geneigten  Durchmesser  zu  ihren  Asymptoten  hat.  Aus  ihrer 
Rotation  um  denselben  Durchmesser  €  M  entsteht  das  zweifache 
gleichseitige  Rotationshyperboloid  ^  welches  die  aus  K  entste- 
hende Kugel  zu  seiner  Scheitelberührungskugel  hat  und  welches 
offenbar  die  centrisch  involutorische  Raumfigur  zur  Kugel  ist, 
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für  (S  als  Centrum  und  die  aus  q  r  resp.  s  bei  der  Rotation 
um  ^.M  entstehenden  Ebenen  Q,B  uud  S  als  Gegenebene 
und  als  Collineationsebene.  Auf  diese  Relation  wollen  wir  hier 
nicht  näher  eingehen,  weil  wir  schon  wissen,  dass  aus  der 
Kugel,  wie  aus  dem  zweifachen  gleichseitigen  Rotationshyper- 
boloid alle  Flächen  zweiten  Grades  von  der  elliptischen  Art 
durch  centrisch  collineare  Umformung  abgeleitet  werden  können 
und  wir  daher  weiterhin  im  Laufe  der  allgemeinen  Unter- 
suchung mit  mehr  Erfolg  darauf  zurückkommen  wollen;  wir 
widmen  nur  dem  speciellen  Fall  noch  unten  ein  Beispiel.  Aber 
wir  stehen  mit  demselben  zugleich  im  Gedankenkreis  der  Gyklo- 
graphie  und  am  natürlichen  Ausgangspunkt  ihrer  Erweiterung 
auf  den  Raum,  von  einer  Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene 
zur  darstellenden  Geometrie  der  Kugeln  und  zur  dar- 
stellenden Geometrie  derKreiseaufderKugel.  Wir  kennen 
die  gleichseitige  Hyperbel  als  die  Darstellung  der  beiden  conju- 
gierten  Büschel  von  Kreisen,  welche  ihre  Hauptaxe  resp.  ihre 
Nebenaxe  zur  Centrale  haben^  so  dass  für  jeden  Punkt  der  Axe 
die  zu  ihr  senkrechte  Ordinate  der  Hyperbel  den  Radius  des  um 
ihn  zu  beschreibenden  Kreises  im  zugehörigen  Büschel  liefert 
[vergl  I,  §  (Se"»)  und  für  das  Folgende  §  (36')].  Wir  wissen  auch, 
in  welcher  einfachen  Beziehung  die  Theorie  der  reciproken Radien 
zu  dieser  Darstellung  der  Kreisbüschel  durch  die  gleichseitige 
Hyperbel  steht.  Denken  wir  nun  die  Kreise  des  Büschels  mit 
der  Hauptaxe  der  Hyperbel  als  Centrale  mit  um  diese  Axe 
gedreht,  so  erzeugen  sie  sämmtlich  Kugeln,  für  welche  die 
Parallelkreise  des  entstehenden  gleichseitigen  zweifachen  Ro- 
tationshyperboloides ein  System  paralleler  Hauptkreise  bilden, 
und  welche  die  IScheitelberührungskugel  desselben,  die  aus  dem 
Kreise  K  entsteht,  orthogonal  durchschneiden.  Lassen  wir  die 
Kreise  des  conjugierten  Büschels  mit  der  Nebenaxe  der  Hyperbel 
als  Centrale  sich  mit  der  Hyperbel  um  diese  Axe  drehen,  so 
entsteht  gleichfalls  ein  einfach  unendliches  System  von  Kugeln, 
welche  die  Parallelkreise  des  entstehenden  gleichseitigen  ein-* 
fachen  Rotationshyperboloides  zu  einem  System  paralleler 
Bauptkreise  haben,  und  welche  die  aus  K  entstandene  Kehl- 
kreisberührungskugel  sämmtlich  in  dem  vom  Radius  M^  be- 
schriebenen Kreise  durchdringen.  Alle  jene  Kugeln  des  ersten 
Systems  haben  die  Normalebene  durch  M  zur  Hauptaxe  der 
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Hyperbel  zur  Ebene  gleicher  Potenzen  [vergl.  I,  §  (36c),  3], 
wie  alle  die  des  zweiten  Systems  die  Normalebene  durch  M 
zur  Nebenaxe ;  der  Schnitt  mit  diesen  Ebenen  ist  allen  Kugeln 
des  Büschels  gemein  oder  der  Grundkreis  desselben;  diese 
Ebenen  sind  die  Kugeln  der  Systeme  mit  unendlich  grossen 
Radien  oder  für  die  unendlich  fernen  Punkte  der  resp.  Axen 
als  Mittelpunkte.  Wir  nennen  diese  Kugelsysteme  Kugel- 
büschel und  können  sie  als  solche  mit  Orthogonalkugel 
resp.  mit  Diametralkugel  unterscheiden;  jede  Kugel  des 
einen  wird  van  allen  Kugeln  des  andern  orthogonal 
geschnitten,  weil  je.  zwei  Kugeln  sich  unter  denselben 
Winkeln  schneiden,  wie  ihre  Hauptkreise  in  derselben  Ebene; 
endlich  nennen  wir  solche  zwei  Kugelbüschel,  wie  die  hier 
betrachteten,  einander  couju giert.  Da  nun  das  erste  Kugel- 
büschel zu  jedem  der  Meridiane  des  zugehörigen  zweifachen 
Rotationshyperboloides  in  gleicher  Weise  gehört,  während  das 
zweite  für  jeden  andern  Meridian  ein  neues  wird  und  diese  Be- 
trachtung überdies  vom  zweiten  Büschel  ausgehend  in  gleicher 
W^eise  für  das  einfache  Hyperboloid  gilt,  so  sehen  wir,  dass  zu 
einem  Büschel  von  Kugeln  unendlich  viele  conjugierte 
oder  orthogonale  Büschel  gehören,  deren  Centralen  die 
Normalen  zu  der  seinigen  durch  seinen  Mittelpunkt  sind,  und 
die  einander  gleich  und  nur  durch  die  Lage  von  einander 
unterschieden  sind.  Die  Kugeln  von  gleichen  Radien  in  allen 
diesen  Büscheln,  die  zu  demselben  Kugelbüschel  conjugiert 
sind,  erfüllen  einen  Raum,  dessen  Grenze  eine  Kreisringfläche, 
ein  Torus  ist,  eine  Rotationsfläche,  die  wir  weiterhin  unter- 
suchen müssen. 

Hier  werden  wir  die  Gesammtheit  der  Kugeln  aller  zu 
demselben  Büschel  conjugierten  Büschel  als  ein  Kugel b und el 
bezeichnen.  Die  Kugel  aus  dem  Kreise  My  C^,  welche  allen 
seinen  Büscheln  gemeinsam  angehört  und  zu  jedem  einzelnen 
die  Diametralkugel  ist,  oder  die  Orthogonalkugel  des  zu  ihm 
'  conjugierten  Büschels  in  unserem  Falle,  hat  die  Centralen  aller 
seiner  Büschel  zu  den  Durchmessern  einer  Hauptebene.  Ist 
aber  das  conjugierte  Büschel  ein  solches  mit  Diametralkugel, 
so  ist  dieselbe  zu  allen  Büscheln  des  entstehenden  Bündels  die 
Orthogonalkugel,  hat  aber  ebenfalls  die  Centralen  aller  seiner 
Büschel  zu  Durchmessern  einer  Hauptebene,  nämlich  der  zur 
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Centrale  des  conjagierten  Büschels  normalen.  Wir  werden  somit 
Kugelbündel  mit  Diametralkugel  und  Kugelbündel 
mit  Orthogonalkugel  unterscheiden  dürfen.  Denken  wir 
endlich  zu  einer  und  derselben  Diametralkugel  die  sämmtlichen 
Bündel;  welche  einem  Büschel  ihrer  Hauptebene  entsprechen^ 
so  dass  ihre  conjugierten  Büschel  das  Bündel  bilden ,  welches 
zu  der  Hauptebene  gehört^  die  zum  gemeinsamen  Durchmesser 
jenes  Büschels  normal  ist,  so  haben  wir  alle  Kugeln  zusammen- 
gefasst,  die  eine  und  dieselbe  Kugel  zur  Diametralkugel  haben, 
und  können  diese  Gesammtheit  als  ein  Kugelnetz  mit 
Diametralkugel  bezeichnen,  und  ihr  gegenüber  stellen  das 
Kugelnetz  mit  Orthogonalkugel,  welches  in  analoger 
Weise  aus  einem  Büschel  von  Kugel  bündeln  mit  Orthogonal- 
kugel hervorgeht.  Auch  dies  kann  als  dem  zugehörigen 
Kugelbündel  coujugiert  bezeichnet  werden^  aber  man  sieht  zu- 
gleich, dass  jedes  der  beiden  Netze  in  gleicher  Art  aus  den 
sämmtlichen  Bündeln  zu  den  Ebenen  irgend  eines  Durch- 
messers entsteht  und  daher  auch  immer  zu  einem  Bündel  der 
zugehörigen  normalen  Diametralebene  conjugiert  ist.  Dem  ent- 
spricht eS;  wenn  wir  sagen^  das  Netz  mit  einer  Ortho- 
goualkugel  und  das  Netz,  welches  dieselbe  Kugel 
zur  Diametralkugel  hat,  seien  einander  conjugiert 
Es  ist  evident;  was  man  im  NetZ;  Bündel  und  Büschel 
von  Kugeln  als  seine  Hauptkugel  und  als  seinen  Mittel- 
punkt bezeichnen  kann;  auch  wird  man  bei  einem  Bündel 
von  Kugeln  von  seiner  Axe  als  der  Normale  im  Mittelpunkt 
auf  seiner  Centralebene  sprechen  und  kommt  damit  im  Büschel 
wieder  zu  seiner  Potenzebene  als  der  Normalebene  zur  Cen- 
trale im  Mittelpunkte. 

Büschel,  Bündel  und  Netze  von  Kugeln  sind  die 
einfach  unendlichen ,  zweifach  und  resp.  dreifach  unendlichen 
Systeme  von  Kugeln,  die  man  als  lineare  Systeme  be- 
zeichnen darf;  weil  jeder  Punkt  des  Baumes  nur  für  eine 
Kugel  des  Netzes  von  gegebener  Diametral-  oder  Orthogonal-' 
kugel  der  Mittelpunkt  ist;  und  ebenso  jeder  Punkt  der  Central- 
ebene des  Bündels  resp.  der  Centrallinie  des  Büschels  nur  für 
eine  des  Bündels  und  des  Büschels. 

Ein   specielles   Büschel   bilden   die   Kugeln   durch   einen 
Punkt  mit  einer  durch  ihn  gehenden  Centrale;  die  entsprech- 
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enden  Bündel  sind  gebildet  von  den  Kugeln  durch  einen 
Punkt  ihrer  Üentralebene  und  die  Netze  von  sämmtlichen 
Kugeln  durch  einen  Punkt;  die  conjugierten  zu  solchen  sind 
Yon  der  nämlichen  speciellen  Beschaffenheit.  Man  kann  solche 
Büschel  als  konisch  bezeichnen;  gegenüber  den  allgemeinen 
als  den  hyperboloidischen;  insofern  dfe  zur  Centrale  normalen 
Hauptkreise  ihrer  Kugeln  einen  gleichseitigen  Rotationskegel 
erfüllen;  man  sieht  auch,  dass  in  den  von  ihnen  gebildeten 
Bündeln  nur  Kreisringfiächen  auftreten ;  die  sich  in  jenem 
Punkte  nach  der  Axe  selbst  berühren^  etc.  Diese  Büschel, 
Bündel  und  Netze  bilden  die  Grenz-  und  Uebergangs- 
form  zwischen  denen  mit  Diametral-  und  denen  mit 
Orthogonalkugel. 

Diesen  linearen  Gesammtheiten  von  einfach;  zweifach  und 
dreifach  unendlicher  Mächtigkeit  steht  die  Gesammtheit 
aller  denkbaren  Kugeln  des  Baumes  als  vierfach  un- 
endlich an  Zahl  und  gleichfalls  linear  gegenüber. 

Es  ist  ersichtlich;  dass  zwei  Netze  von  Kugeln  ein  Bündel 
derselben;  drei  Netze  ein  Büschel  und  vier  NetzC;  immer  eine 
einzige  Kugel  gemein  haben.  Eine  Ebene  durch  die  Mittel- 
punkte beider  Netze  bestimmt  im  ersten  FallC;  mittelst  des 
conjugierten  Büschels  zu  demjenigen  der  aus  den  Hauptkugeln 
der  Netze  geschnittenen  beiden  Kreise,  eines  der  Kugelbüschel 
des  gemeinsamen  Bündels;  denn  jenes  conjugierte  Büschel  ist 
gemeinsam  den  beiden  Netzen  von  Kreisen  in  der  betrachteten 
Ebene;  welche  die  in  ihr  liegenden  Diametralschnitte  der  Kugeln 
beider  Netze  bilden.  Dass  es  für  beide  Hauptkugeln  als  Or- 
thogonal- resp.  Diametralkugeln  das  Büschel  der  Orthogonal- 
resp.  Diametralkreise  der  aus  ihnen  geschnittenen  Kreise  isl^ 
während  es  für  die  eine  Hauptkugel  als  Orthogonal-  und  die 
andere  als  Diametralkugel  auch  aus  den  Kreisen  besteht;  die 
den  Kreis  aus  jener  orthogonal  und  den  aus  dieser  diametral 
schneiden;  braucht  nur  erwähnt  zu  werden;  seine  Centrale  ist 
die  Poteuzlinie  der  Kreise  aus  den  Hauptkugeln  der  Netze  im 
Sinne  von  I;  §  (36"*),  3.  Wenn  man  im  Falle  von  drei  Netzen 
die  Schnitte  der  Hauptkugeln  in  der  Ebene  ihrer  Centra  bildet; 
so  ist  die  Centrale  des  gemeinsamen  Büschels  die  Normale  zu 
dieser  Ebene  im  Schnittpunkt  der  Potenzlinien  der  drei  Paare 
von  jenen  im  nämlichen  allgemeinen  Sinne;  wie  I,  §  (36"^);  4; 
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uDd  der  um  denselben  beschriebene  gemeinsame  Kreis  der  drei 
zugehörigen  Netze  der  Diametralschnitt  der  Hauptkugel  dieses 
Büschels.  Durch  zweimalige  Wiederholung  dieser  Operation 
bestimmt  man  im  Schnitt  der  entsprechenden  Centralen  den 
Mittelpunkt  der  gemeinsamen  Kugel  zu  vier  Netzen  und  damit 
sie  selbst.  Vier  Kugeln  von  allgemeiner  Lage  bestimmen  acht 
gemeinsame  Orthogonalkugeln,  je  nachdem  man  sie  alle  als 
reell  oder  rein  imaginär,  oder  eine  oder  zwei  von  ihnen  allein 
als  reell  ansieht;  etc. 

Aber  unsere  Methode  zeigt  sofort  auch  die  Theorie  der 
reciproken  Radien  als  jene  linearen  Gesammtheiten  be- 
herrschend und  verbindend.  Wir  wissen  aus  I,  §  (36''),  dass 
die  Potenzkreise  zu  zwei  Kreisen  Kreise  des  durch  sie  be- 
stimmten Büschels  und  Directrix-  resp.  Symmetriekreise  reci- 
proker  Badien  sind,  in  Bezug  auf  welche  die  beiden  gegebenen 
Kreise  einander  entsprechen;  sind  nämlich  A,  B  xxnA  C,  D 
die  Endpunkte  der  zur  Centrale  senkrechten  Durchmesser  in 
beiden  Kreisen,  so  denken  wir  die  durch  dieselben  bestimmte 
gleichseitige  Hyperbel  —  bei  sich  schneidenden  Kreisen  mit 
der  Centrale  als  Nebenaxe,  andernfalls  mit  derselben  als  Haupt- 
axe;  wir  markieren  die  Schnitte  der  Geraden  ACy  BD  oder  ^ 
und  ADj  BC  oder  /  in  der  Centrale,  und  die  zu  ihr  in  diesen 
Punkten  senkrechten  Ordinaten  der  Hyperbel  sind  die  Radien 
der  Potenzkreise  oder  ihre  Quadrate  die  gemeinschaftlichen 
Potenzen  beider  Kreise  in  ihrem  Aehnlichkeitspunkte.  Die  Ro- 
tation um  die  Centrale,  die  wir  vorher  vollzogen,  liefert  zu 
dem  Paare  von  Kugeln  als  die  um  die  Aehnlichkeitspunkte 
beschriebenen  Kugeln  ihres  Büschels  ihre  Potenzkugeln^ 
die  Directrix-  resp.  Symmetriekugeln  reciproker  Ra- 
dien, nach  welchen  die  gegebenen  Kugeln  einander  ent- 
sprechen. Jede  die  Centrale  des  Kugelbüschels  schneidende 
Gerade  liefert  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Centrale  und  mit 
der  der  Ebene  beider  angehorigen  Meridianhyperbel  des  zuge- 
hörigen Hyperboloides  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  des  Bü- 
schels und  die  Endpunkte  der  zur  Centrale  normalen  Durch- 
messer von  zwei  andern  Kugeln  desselben,  die  in  Bezug  auf 
jene  einander  nach  reciproken  Radien  entsprechen;  und  jene 
ist  Directrixkugel ,  wenn  die  zu  ihrem  Mittelpunkte  gehörige 
Hyperbelordinate  reell  ist;  etc.    Jede  Kugel  im  Netz  ist  daher 
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für  einfach  unendlich  viele  Paare  von  Kugeln  desselben  Netzes 
als  sich  entsprechend  Directrixkugel  reciproker  Radien  und 
unter  jenen  Paaren  ist  eines ,  welches  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Kugeln  besteht;  denn  jene  bestimmt  das  Büschel  und 
damit  die  gleichseitige  Hyperbel  im  Meridian,  deren  Transver- 
salen aus  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Hyperbel  die  be- 
sagten Paare,  deren  Tangenten  aus  ihm  das  vereinigte  Paar 
bestimmen;  dieses  letztere  ist  zur  gegebenen  üirectrixkugel 
orthogonal. 

Wir  haben  endlich  in  I,  §  (36'')  gesehen,  wie  mittelst  der- 
selben gleichseitigen  Hyperbeln  und  Hyperboloide  die  Kreise 
sich  bestimmen,  welche  einen  gegebenen  Kreis  unter  Winkeln 

von  vorgeschriebenem  Cosinuswerth  (o  l)  schneiden ;  zu  einem 

Kreise,  einem  seiner  Durchmesser  als  Centrale  und  einer  Zahl 
gehören  in  dieser  Weise  zu  einander  in  Bezug  zu  ihm  sym- 
metrische  einfach  uneudUche  Systeme  von  Kreisen,  die  man 
als  excentrische  Büschel  und  als  ein  quadratisches  einfach 
unendliches  System  von  Kreisen  bezeichnen  kann,  weil 
zu  jedem  Punkte  der  Centrale  als  Mittelpunkt  zwei  Kreise  des 
Systems  gehören.  Die  Gesammtheit  dieser  Kreise  für  einen 
Kreis  und  eine  Zahl  ward,  wie  wir  wissen,  cyklographisch  re- 
präsentier durch  die  Punkte  eines  gleichseitigen  Rotations- 
hyperboloides, welches  den  gegebenen  Kreis  zu  einem  Parallel- 
kreis und  die  Zahl  zur  Cotangente  des  Neigungswinkels  seiner 
zugehörigen  Tangentialebenen  gegen  die  Ebene  desselben  bat; 
wir  wissen  auch,  wie  im  Falle  des  gegebeneu  imaginären  Kreises 
derselbe  als  Parallelkreis  der  zugehörigen  Scheitelberührungs- 
kugel zu  behandeln  ist.  Dass  es  für  denselben  Kreis  und  die- 
selbe Zahl  zwei  zur  Kreisebene  miteinander  symmetrische  Hy- 
perboloide dieser  Construction  giebt,  deren  Ordinaten  zu  einem 
bestimmten  Punkte  in  dieser  als  Mittelpunkt  die  Radien  der 
betreffenden  Kreise  sind,  ist  offenbar.  Nehmen  wir  den  gege- 
benen Kreis  und  alle  die  so  bestimmten  Kreise  der  Tafel  als 
Diametralschnitte  von  Kugeln ;  so  wird  die  aus  dem  ersten 
entstandene  Kugel  von  den  zwei  zweifach  unendlichen  Systemen 
von  den  Kugeln  aus  den  letzteren  unter  Winkeln  von  (jener 
Cotangente)  gleichem  Cosinuswerth  geschnitten  und  diese  qua- 
dratisch zweifach  unendliche  Gesammtheit  kann,  als  aus  ein- 
fach unendlich  vielen  excentrischen  Büscheln  zusammengesetzt, 
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ein  excentrisches  Bündel  und  ein  Bündel  zweiten 
Grades  genannt  werden.  Die  zwei  dreifach  unendlichen  Ge- 
sammtheiten  aller  Kugeln  endlich,  die  eine  gegebene  Kugel  unter 
Winkeln  von  vorgeschriebenem  Cosinuswerth  schneiden,  dürfen 
wir  als  excentrisches  oder  auch  als  quadratisches  Netz, 
Netz  vom  zweiten  Grade  bezeichnen,  gegenüber  dem  vorher 
betrachteten  linearen.  Die  Mittelpunkte  der  zu  seinen  excen- 
trischen  Büscheln  gehörigen  Hyperboloidenpaare  bilden  zwei 
mit  der  Hauptkugel  concentrische  Kugeln  ^  indess  sie  beim 
linearen  Netz  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  sind.  Jene  ge- 
gebene als  Hauptkugel  und  eine  von  diesen  zu  ihr  concentrischen 
Mittelpunktskugeln  bestimmen  das  System. 

Als  Grenz  fälle  dieser  Systeme  erhalten  wir  die  Gesammt- 
heit  der  Kugeln,  welche  eine  feste  Ebene  unter  Winkeln  von 
vorgeschriebenem  Gosinuswerthe  schneiden,  eine  quadratische 
dreifach  unendliche  Gesammtheit,  welche  man  leicht  aus  ihren 
einfach  unendlichen  resp.  zweifach  unendlichen  Gesammtheiten 
zusammensetzt;  denn  eine  beliebige  Normalebene  zur  gegebenen 
liefert  in  den  zweifach  unendlich  vielen  Kreisen  in  ihr,  welche 
ihre  Durchschnittslinie  mit  jener  unter  dem  vorgegebenen 
Winkel  schneiden  (vergl.  I,  §  (7)  p.  24f.)  die  Diametralkreise 
ebenso  vieler  Kugeln  des  Systems;  und  eine  bestimmte  Nor- 
male zur  gegebenen  Ebene  schneidet  einfach  unendlich  viele 
solche  Kugeln  aus,  für  die  sie  Centrale  ist.  Wir  sehen  aus 
der  Construction  und  mit  den  angezogenen  Ergebnissen  über 
Kreise  sofort,  dass  je  zwei  Kugeln  dieses  Systems  einen  ihrer 
Äehnlichkeitspunkte,  je  drei  Kugeln  desselben  eine  ihrer 
Aehnlichkeitsaxen  und  je  vier  Kugeln  des  Systems  eine 
ihrer  Aehnlichkeitsebenen  in  der  gegebenen  Ebene  haben. 
Weil  aber  zwei  Kugeln  zwei  Äehnlichkeitspunkte,  drei  Kugeln 
vier  Aehnlichkeitsaxen  —  die  Aehnlichkeitsaxen  ihrer  Schnitir 
kreise  in  der  Ebene  der  Centra  —  und  vier  Kugeln  nach  I, 
§  45,  4  acht  Aehnlichkeitsebenen  haben,  so  sehen  wir,  dass 
vier  Kugeln  nicht  ein  solches  System,  sondern  acht  derselben 
bestimmen^  entsprechend  ihrer  Zugehörigkeit  zu  den  qua- 
dratischen und  nicht  zu  den  algebraisch  linearen  Systemen. 

Es  ward  schon  im  Zusammenhang  mit  den  reciproken 
Radien  berührt  —  und  wir  wissen  es  aus  I,  §  (36^),  p.  221  — 
dass  die  Gesammtheit  der  Kreise ;  die  zwei  gegebene  Kreise 
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einer  Ebene  gleichwinklig  schneiden,  aus  den  beiden  Systemen 
der  Orthogonalkreise  zu  ihrem  äusseren  und  resp.  ihrem  inneren 
Potenzkreis  besteht  und  cyklographisch  durch  die  beiden  zu- 
gehörigen Netzhyperboloide  repräsentiert  wird.  Denken  wir 
nun  die  gegebenen  Kreise  als  Diametralschnitte  von  Kugeln, 
so  liefert  jede  durch  ihre  Centrale  gehende  Ebene  ein  gleiches 
Paar  zweifach  unendlicher  Systeme  und  alle  so  erhaltenen  Kreise 
sind  Diametralschnitte  ebenso  vieler  Kugeln,  welche  die  Kugeln 
der  gegebenen  Kreise  gleichwinklig  schneiden  und  von  denen 
die  Kugeln  des  einen  die  äussere,  die  des  andern  die  innere 
Potenzkugel  derselben  rechtwinklig  schneiden  —  rechtwinklig 
in  dem  allgemeinen  schon  oft  berührten  Sinne,  wonach  das 
orthogonale  Schneiden  mit  einer  rein  imaginären  Kugel  durch 
das  diametrale  Schneiden  mit  ihrer  Symmetriekugel  vertreten 
wird.  Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  zwei  Ku- 
geln bilden  also  zwei  Kugelnetze  mit  den  Potenz- 
kugeln der  gegebenen  Kugeln  als  ihren  Haupt« 
kugeln  [vergl.  I,  §  (36**),  12],  nämlich  nach  der  Natur  der- 
selben als  Directrix'  resp.  Symmetriekugel  der  reciproken 
Radien,  nach  denen  jene  sich  entsprechen,  als  Orthogonal-  resp. 
Diametralkugeln  derselben.  Wir  schliessen  daraus  sofort,  dass  die 
gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  vier  Paaren 
von  Kugeln,  etc.  und  schliesslich  zu  fünf  Kugeln  als  ge- 
meinschaftlich zu  vier  Netzen  stets  zu  bestimmen  sind.  (Vergl. 
die  Beispiele.) 

Wir  haben  endlich  die  Kegelschnitte  aus  Kreissy- 
stemen entstehen  sehen  und  können  die  bezüglichen  Figuren 
demselben  Verfahren  der  Rotation  unterwerfen.  Um  an  die 
einfachste  Form  dieser  Entstehung  anzuknüpfen,  erinnern  wir 
daran,  dass  ein  Kegelschnitt  der  Ort  der  Centra  von  Kreisen 
war,  siehe  I,  §  (36*),  welche  zwei  feste  Kreise  gleichartig  oder 
ungleichartig  berühren;  es  entstehen  also  zwei  Kegelschnitte 
von  denselben  Brennpunkten,  den  Centren  der  festen  Kreise^ 
nämlich  Ellipse  und  Hyperbel  bei  Kreisen,  die  sich  schneiden, 
zwei  Hyperbeln  bei  Kreisen,  die  einander  ausschliessen ,  und 
zwei  Ellipsen,  wenn  der  eine  Kreis  den  andern  umschliesst, 
immer  resp.  von  der  Summe  und  der  Differenz  der  Radien  als 
Hauptaxen.  Denken  wir  das  System  in  jeder  der  Lagen,  die 
es  durch  Drehung  um  seine  Hauptaxe  annehmen  kann,  und  in 
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jeder  Lage  alle  Kreise  desselben  als  Diametralsehnitte  von 
Kugeln^  so  erkennen  wir  die  durch  Drehung  des  Kegelschnittes 
um  seine  Hauptaxe  entstehende  Rotationsfläche  zweiten 
Grades  als  den  Ort  der  Üentra  von  Kugeln^  welche 
zwei  gegebene  feste  Kugeln  gleichartig  resp.  un- 
gleichartig berühren:  EUipsoide,  zweifache  Hyper- 
boloide und  in  dem  Grenzfall,  wo  die  eine  der  festen  Kugeln 
in  eine  Ebene  im  Endlichen  übergeht^  elliptische  Rota- 
tionsparaboloide.  Weil  wir  aber  wissen^  dass  die  Bild- 
kreise der  Kegelschnittpunkte  jeden  Kreis  des  durch  die  gege- 
benen beiden  Kreise  bestimmten  Büschels  unter  einem  be- 
stimmten Winkel  schneiden,  und  sie  also  auch  erhalten  durch 
die  Forderung  nach  den  Kreisen,  welche  mit  zwei  gegebenen 
Kreisen  vorgeschriebene  Winkel  bilden  —  d.  h.  Winkel  von 
gegebenen  Cosinuswerthen  —  so  erweitert  sich  das  vorige  Er- 
gebniss  auf  die  Kugeln,  welche  mit  zwei  gegebenen  festen 
Kugeln  Winkel  von  gegebenen  Cosinuswerthen  bilden. 

Auch  ist  evident,  dass  alle  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
von  Kugeln  aus  Punkten  ihrer  Axe  in  allen  Punkten  je  eines 
Parallelkreises  berührt  werden.   (Vergl.  §  32,  2  f.  u.  Abseh.  C,  b.) 

Wir  wollen  bei  diesen  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Brennpunkten  hier  nicht  ausführlicher  verweilen,  son- 
dern auf  sie  und  ihre  Verwendung  zur  Lösung  einer  Reihe 
von  Aufgaben  bei  der  Untersuchung  der  Rotationsflächen 
zurückkommen. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  in  der  Entwickelung  dieser  An- 
schauungen zugleich  eine  Fülle  darstellend  geometrischer  Pro- 
bleme enthalten  ist,  aber  gleichzeitig  auch,  dass  die  Mittel  zu 
ihrer  Lösung  mit  in  denselben  liegen.  Wir  haben  nur  für  eine 
Auswahl  von  Beispielen  Raum  und  überlassen  dem  Leser  ein 
reiches  Feld  zu  solchen  nach  eigener  Ueberlegung. 

1)  Eine  Kugel  ist  durch  die  Cejitralprojection  M'  ihres  Mit- 
telpunktes M  auf  einer  ihn  enthaltenden  Geraden  SQ'  und  ihren 
Radius  r  bestimmt;  man  soll  aus  dem  durch  sein  Bild  und  eine 
durch  ihn  gehende  Gerade  bestimmten  Punkte  L  den  Tangenten- 
kegel an  sie  legen,  seine  Berührungscurve  mit  ihr  und  seinen  Schnitt 
mit  der  Tafel  oder  mit  einer  beliebigen  anderen  Ebene  E  con- 
struieren,  dabei  auch  den  ümriss  ihres  Bildes  ermitteln. 

Alles  das  kann  unabhängig  von  einander  geschehen  mittelst 
der  Involutionen  auf  den  Fluchtlinien.    Man  denke  die  projicierende 
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Ebene  der  Geraden  ^  M ^  lege  mit  ihr  mittelst  ihres  umgelegten 
Centrums  (Jp  die  Punkte  L  und  M  in  (Z)  und  (if/)  resp.  in  die 
Tafel  und  verzeichne  dort  um  (/f/)  mit  dem  Radius  r  den  Kreis 
(Af),  die  Umlegung  des  zugehörigen  Hauptkreises  der  Kngel.  Man 
zeichne  die  Polaren  /?g  und  pi,  von  6  und  L  respective  für  diesen 
Kreis  und  markiere  ihre  Durchs tosspunkte  in  der  Tafel,  d.  h.  ihre 
Schnitte  mit  M' L\  Punkte  der  Spuren  der  durch  sie  gehenden 
Norraalebenen  zu  den  Geraden  CM  und  LM  resp.,  d.  h.  der  Ebenen 
des  ümrisskrcises  U  und  des  Schattengrenzkreises  S  auf  der  Kugel; 
zugleich  sind  die  Längen  jener  Polaren  innerhalb  des  Kreises 
(Ä')  die  resp.  Durchmesser  der  Kreise  U  und  S  und  ihre  Mitten 
0  und  N  die  Mittelpunkte  derselben.  Da  nun  die  Ebene  von 
TT  normal  auf  dem  Sehsti*ahl  des  Centrums  CM  und  die  Ebene 
von  S  normal  auf  der  Geraden  S!:M  ist,  so  ist  die  Fluchtlinie  q^ 
der  ersten  die  Fluchtlinie  der  Normalebenen  für  M'  als  Flucht- 
punkt der  Normalen,  und  die  Fluchtlinie  q\  der  zweiten  die  Flucht- 
linie der  Normal  ebenen  für  (>'  von  ß  M  als  Fluchtpunkt  der  Nor- 
malen; und  damit  sind  auch,  als  ihnen  parallel  und  durch  die 
Durchstosspunkte  der  Polaren  p%  und  p^  gehend,  die  Spuren  s^ 
und  $s  bestimmt. 

Man  bestimme  nun  zu  den  Fluchtlinien  q^,  und  q  ^  die  Um- 
legungen des  Centrums  C^  also  die  Collineationscentra  (Sa  und  (?, 
und  markiere  die  Hauptfluchtpunkte  11^  und  //,,  sowie  die  Distanz- 
punkte />„,  />„*  und  /?,,  />,*  beider  Fluchtlinien;  dieselben  ge- 
nügen als  zwei  Paare  der  Involutionen  in  den  resp.  Fluchtlinien 
zur  Construction  der  Kegelschnitte  IT'  und  S',  wenn  man  die  durch 
die  Bilder  der  Mittelpunkte  0  und  N  gehenden,  zur  Spur  und 
Fluchtlinie  jeweilig  parallelen  Sehnen  verzeichnet  hat,  mit  ihren 
Endpunkten  1«',  1„'*  und  1/,  1/*.  Und  zwar  erhält  man  für  U' 
die  Endpunkte  der  zu  ^^i^  normalen  Axe  als  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden lt«'/^tt,  l„*'/^w*  und  resp.  \J  Du*  ^  \^' D»  und  dazu  die 
Geraden  lu  Hu  und  1^*' H^  als  Tangenten  in  den  Punkten  \u 
und  lu*'  resp.  Und  man  erhält  für  S'  die  Tangenten  in  1/  und 
1«^'  als  nach  Hg  gehend  und  zwei  Punkte  auf  einer  Geraden  durch 
N'  als  Schnitte  von  1/A  mit  !,*'/>,*  und  von  l,*'i>,  mit  1/A*« 
Ueberdies  berühren  sich  aber  beide  Kegelschnitte  doppelt  auf  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  IT  und  S,  die  zugleich  die  Polare  von  ^i' 
in  beiden  Kegelschnitten  ist,  und  es  ist  leicht,  diese  Berührungs- 
punkte und  damit  ihre  Tangenten  zu  bestimmen. 

Wenn  so  Umriss  und  Schattengrenze  der  Kugel  ermittelt  sind, 
so  bleibt  noch  von  der  Bestimmung  des  Schlagschattens  auf  der 
beliebigen  Ebene  5e,  ^e'  ein  Wort  zu  sagen.  Da  er  die  Central- 
projection  des  Kegelschnittes  der  Schattengrenze  aus  dem  Leucht- 
punkte L  auf  die  Ebene  £  ist^  so  können  wir  ihn  construieren, 
indem  wir  die  Involution  auf  ^/^  den  zugehörigen  Pol  A^  und  die 
Punkte  1«  und  1«*  der  durch  ihn  zu  jener  parallel  gehenden  Sehne 
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von  L  aus  auf  E  projicieren  und  die  so  erhaltene  Involution  mit 
Pol;  Polare  und  Punktepaar  auf  der  Sehne  durch  den  Pol  zur 
Construction  des  Kegelschnittes  Sjg  verwenden. 

Die  Ausführung  ist  sehr  zu  empfehlen. 

Zöge  man  (vergl.  I,  §  60,  12)  durch  S  eine  beliebige  Gerade, 
vom  Fluchtpunkt  Q/,  so  liegt  ihre  coi^jugierte  Gerade  h  in  der 
Polarebene  von  S  in  Bezug  auf  die  Kugel  und  in  der  Normalebene  zu 
ihr  selbst  durch  den  Mittelpunkt.  Wenn  g  die  Kugel  nicht  trifft, 
so  schneidet  sie  ^,  natürlich  in  S;  ihre  Schnittpunkte  mit  S  sind 
die  Berührungspunkte  der  durch  g  an  die  Kugel  gehenden  Tan- 
gentialebenen. 

2)  In  der  centrisch  involutorischen  CoUineation,  welche  zwischen 
der  gleichseitigen  Hyperbel  und  ihrem  Scheitelkreis  für  den  einen 
Scheitel  als  Centrum  (S  und  die  Tangente  im  andern  Scheitel  als 
Axe  $  besteht,  denke  man  einen  Punkt  Pf  der  Hauptaxe  der  Hyperbel 
und  seine  Polare  im  Scheitelkreis  p\  ist  dann  P^  der  Fusspunkt 
dieser  Polare  in  der  Hauptaxe  und  p*  die  auf  dieser  in  P  er- 
richtete Normale,   so  ist  immer  p  die  Polare  von  P  und  p*  die 

Polare  von  P^  auch  in  der 
^*8:-  71.  gleichseitigen  Hyperbel  und  P^ , 

,  -Pj*  sind  entsprechende  Punkte 
und  /?,  p*  entsprechende  Ge- 
rade in  der  bezeichneten  In- 
volution (Fig.  71).  Weil  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  den 
zur  Hauptaxe  parallelen  Tan- 
genten des  Kreises  entsprechen, 
und  den  andern  Durchmessern 
der  Hyperbel  Sehnen  des  Krei- 
ses von  derselben  Richtung  so- 
wie umgekehrt,  so  ent.springen 
zahlreiche  Belationen ,  welche 
in     der     Figur    71     bestehen 

müssen.    Sie  enthalten  den  Zusammenhang  zwischen  cyklischen  und 

hyperbolischen  Functionen. 

3)  Man  denke  zwei  Kugeln  durch  die  Horizontal-  und  Verti- 
calprojectionen  ihrer  Mittelpunkte  M^^  M.^  und  ihre  Radien  fx^r^ 
bestimmt;  man  construiere  ihre  Potenzebene  und  die  Kugel  ihres 
Büschels,  welche  einen  bestimmten  Punkt  M  der  Centrale  M^M^ 
zum  Centrum  hat. 

Wir  machen  durch  eine  Transformation  —  yC  in  M(M^  (I, 
§  59,  Fig.  127  f.)  —  die  Centrale  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallel  und  verzeichnen  die  Umrisskreise  der  beiden  Kugeln  in  der 
neuen  Verticalprojection,  die  Potenzlinie  derselben  und  den  Kreis 
ihres  Büschels,  welcher  ^M'*  zum  Mittelpunkte  hat;  die  Normalebene 
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durch  jene  zur  jetzigen  Verticalebeno  ist  die  fragliche  Potenzebene 
und  die  Kugel  mit  dem  BadiuB  r  von  diesem  um  M  die  gesuchte 
Kugel. 

Zur  Ermittelung  der  Potenzlinie  haben  wir  schon  eine  Reihe 
von  Wegen.  Schneiden  sich  die  beiden  reell  gedachten  Kreise  um 
|il/i"  und  ^M^*  mit  den  Radien  r,  und  Tj,  so  ist  sie  die  gemein- 
same Sehne;  schneiden  sie  sich  nicht,  so  kann  sie  als  durch  die 
Halbierungspunkte  der  Strecken  ihrer  gemeinsamen  Tangenten  zwi- 
schen den  Berührungspunkten  (also  mittelst  eines  derselben)  gehend 
bestimmt  werden;  oder  man  erhält  einen  Punkt  von  ihr  als  den 
Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Sehnen,  die  die  beiden  gegebenen 
Kreise  mit  irgend  einem  sie  schneidenden  Hilfskreis  gemein  haben. 
Ganz  allgemein  aber,  auch  die  Fälle  rein  imaginärer  Kreise  um- 
fassend, ist  die  Regel,  die  wir  in  Folgendem  entwickeln.  Ist  2c 
die  Centraldistanz  M^  M^  und  diese  Gerade  die  Axe  der  x ,  ihre 
Mitte  zwischen  M^  und  M,i  der  Anfangspunkt  rechtwinkliger  Car- 
tesischer  Coordinaten  in  der  Ebene  der  Kreise,  so  sind  deren  Glei- 
chungen und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte 
im  Endlichen,  also  der  Potenzlinie,  resp. 

(a:-|-c)^ +y^«sr,*,     (x^cf'\-y^^=^r^     und     ^cx^=^r^  —  r^ 

d.  h.  der  Abstand  des  Fusspunktes  der  Potenzlinie  in  der  Centrale, 
von  der  Mitte  derselben  gegen  das  Centrum  des  kleineren  Kreises 
hin  gemessen,  ist  die  Höhe  eines  Rechteckes  mit  der  doppelten 
Centrale  als  Basis*  welches  die  Differenz  der  Quadrate  der  Radien 
zur  Fläche  hat.  Ist  einer  der  Kreise  rein  imaginär,  so  ist  sein 
Radiusquadrat  in  dieser  Regel  als  negativ  zu  behandeln.  Die  vier 
diesen  Fällen  entsprechenden  Potenzlinien  derselben  Kreise  sind  in 
Paaren  symmetrisch  zur  Mitte  der  Centrale.  Es  ist  nicht  schwer, 
dieselbe  Regel  ohne  die  Coordinateneinkleidung  aus  der  Forderung 
abzuleiten^  dass  ein  um  diesen  Fusspunkt  als  Centrum  beschriebener 
Kreis  die  beiden  gegebenen  Kreise  oi*thogonal  resp.  ihre  Symmetrie- 
kreise diametral  schneiden  muss.  Dieser  Kreis  ist  der  Hanptkreis 
des  Büschels  und  je  nachdem  er  reell  oder  rein  imaginär  ist,  wird 
der  um  M  zu  beschreibende  Kreis  des  Büschels  zu  ihm  orthogonal 
resp.  diametral  sein  u.  s.  w. 

Wir  erwähnen,  dass  die  Potenzebene  von  zwei  Kugeln  zugleich 
ihre  Collineationsebene  sowohl  für  den  äusseren  als  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  als  Gollineationscentrum  ist. 

4)  Man  zeichnet  auch  die  Kugeln  des  Büschels,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  sowie  die,  welche  eine  gegebene 
Ebene  T  und  die,  welche  eine  gegebene  Kugel  E  berühren. 

Im  ersten  Falle  reduciert  sich  die  Construction  auf  eine  solche 
in  der  Ebene  M^M^P^  im  zweiten  auf  die  in  der  Normalebene 
durch  M^M^  zu  E  und  im  dritten  auf  die  in  der  Ebene  von  Jf,  M^ 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  K.  Man  macht  diese  Ebenen 
resp.  zu  Projectionsebenen  —  durch  ümlegung  resp.  Transformation 
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—  und  nimmt  die  Kreise  und  die  Gerade  mit^  die  sie  aus  den 
gegebenen  Kugeln,  aus  der  Kugel  K  und  der  Ebene  E  schneiden, 
im  ersten  Falle  natürlich  den  Punkt  P,  Man  hat  nun  die  Kreise 
im  Büschel  durch  einen  Punkt  P^  an  eine  Gerade  t  resp.  an  einen 
Kreis  K  zu  legen.  Die  Methode  der  Cyklographie  führt  in  allen 
drei  Fällen  leicht  zu  den  betreffenden  besten  Constructionen.  Das 
Büschel  von  Kreisen  ist  die  Darstellung  einer  gleichseitigen  zur 
Zeichnungsebene  orthogonal  symmetrischen  Hyperbel,  die  als  Durch- 
dringung von  zwei  gleichseitigen  Botationskegeln  oder  eines  Netz- 
hyperboloides mit  einer  Ebene  angesehen  werden  kann;  dazu  giebt 
der  Punkt  durch  die  ihn  enthaltenden  Kreise  einen  zur  Tafel  sym- 
metrischen gleichseitigen  Botationskegel,  die  Gerade  i  durch  die 
sie  berührenden  Kreise  eine  durch  sie  gehende  45^  Ebene  und  der 
Kreis  K  zwei  über  ihm  stehende  gleichseitige  Botationskegel.  Die 
Ebene  schneidet  die  gleichseitige  Hyperbel  des  Büschels  in  zwei 
Punkten  (vergl.  §  31, 7),  welche  die  gesuchten  Kreise  des  zweiten 
Falles  zu  ihren  Bildungskreisen  haben;  die  Kegel  durchdringen  je 
einen  Kegel  oder  das  Hyperboloid  durch  die  Büschelhyperbel  in 
einem  ebenen  Querschnitt  resp.  in  zwei  solchen  Querschnitten,  die 
aus  der  Hyperbel  die  Punkte  der  einen  und  die  der  zwei  Lösungen 
der  ersten  und  dritten  Aufgabe  ausschneiden. 

5)  Der  Mittelpunkt  eines  Netzes  hat  in  allen  Kugeln  desselben 
die  nämliche  Potenz,  nämlich  das  Badiusquadrat  der  Hauptkugel; 
diese  Potenz  ist  positiv  im  Netz  mit  Orthogonalkugel,  negativ  im 
Netz  mit  Diametralkugel;  und  Null  in  dem  Netze,  dessen  sämmt- 
liehe  Kugeln  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen.  Das  Netz  besteht 
aus  sich  selbst  entsprechenden  Kugein  in  der  Verwandtschaft  nach 
reciproken  Badien,  für  welche  seine  Hauptkugel  die  Directrix-  resp. 
Symmetriekugel  ist. 

Für  das  gemeinsame  Bündel  zu  zwei  Netzen  ist  die  Potenz- 
ebene ihrer  Hauptkugeln  die  Centralebene ;  für  das  gemeinsame 
Bündel  zu  drei  Netzen  die  Potenzlinie  ihrer  Hauptkugeln  die  Cen- 
trale in  dem  Sinne  von  2). 

6)  Die  gemeinsame  Kugel  zu  vier -Netzen  construiert  man  also 
aus  den  vier  Hauptkugeln  1,  2,  3,  4  derselben,  indem  man  den 
Schnittpunkt  der  drei  Potenzebenen  der  Paare  12,  13,  14  dieser 
Kugeln  ermittelt;  die  um  ihn  beschriebene  Kugel  des  einen  Netzes 
ist  zugleich  die  entsprechende  in  den  drei  andern  Netzen.  Die 
Bestimmung  der  Kugel  durch  vier  Punkte  (I,  §  52,  9)  ist  der  ein- 
fachste Fall  dieser  Construction ;  die  die  Strecken  12,  13,  14  hal- 
bierenden Normalebenen  sind  die  Potenzebenen  der  Kugelpaare  ftlr 
die  Badien  Null. 

Die  gefundene  Kugel  ist  die  Hauptkugel  des  Netzes,  zu  welchem 
die  vier  gegebenen  gehören;  und  bestimmt  alle  anderen  Kugeln  des- 
selben. Sie  ist  jedoch  nur  bestimmt,  wenn  die  vier  gegebenen 
Kugeln  nicht  zu  demselben  Bündel  gehören  und  ihre  Centra  nicht 
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in  derselben  Ebene  liegen  —  im  erw&hnten  Grenzfall,  wenn  die  vier 
gegebenen  Punkte  nicht  in  einer  Ebene  liegen;  andernfalls  ist  ihr 
Mittelpunkt  unendlich  fem  und  ihr  Badius  unendlich  gross. 

80  bestimmen  auch  drei  Kugeln  ein  Bündel  von  Kugeln  nur, 
wenn  sie  nicht  zum  nämlichen  Büschel  gehören  und  ihre  Centra 
nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

7)  Die  Aehnlichkeitskreise  zu  den  drei  Paaren  12,  23,  31 
von  Kreisen,  die  man  aus  drei  Kreisen  1^  2;  3  bilden  kann,  bilden 
ein  Büschel,  also  auch  die  Aehnlichkeitskugeln  zu  drei  Kugeln.  Die 
sechs  Aehnlichkeitskugeln  der  aus  vier  Kugeln  1,  2,  3,  4  gebil- 
deten Paare  12,  ....  34  gehen  durch  zwei  gemeinsame  Punkte ; 
denn  die  Aehnlichkeitskugeln  von  den  Paaren  12,  23,  31  und 
wiederum  die  von  12,  24,  41  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grund- 
kreise auf  der  Aehnlichkeitskugel  von  12  liegen  und  sich  also  in 
zwei  Punkten  schneiden.  Von  diesen  Punkten  aus  werden  die  vier 
Kugeln  durch  Rotationskegel  von  gleichem  Oeffhungswinkel  berührt. 
(Vergl.  §  31,  8.) 

8)  Die  gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  zwei 
gegebenen  sind  die  sich  selbst  entsprechenden  Kugeln  in  den 
Transformationen  durch  reciproke  Radienvectoren  für  die  äussere 
und  innere  Potenzkugel  der  gegebenen  als  Directrix-  resp.  Sjm- 
metiiekugel.  Ist  Hh  P  d&s  Badiusquadrat  der  benutzten  Potenz- 
kugel, so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  derjenigen  unter  ihnen,  die 
einen  gegebenen  endlichen  Badius  r  haben,  auf  der  zur  Potenzkugel 
concentrischen  Kugel  vom  Radiusquadrat  (r^  +  P)  5  ^^®  ^^°  ^^" 
endlich  grossem  Radius  sind  die  gemeinsamen  Tangentialebenen 
aus  dem  Aehnlichkeitspunkte,  die  vom  Radius  Null  sind  die  Punkte 
der  Potenzkugel  —  sie  fehlen,  wenn  diese  als  Sjmmetriekugel  zu 
betrachten  ist.  Zweifach  unendlich  viele  schneiden  rechtwinklig  und 
haben  ihre  Centra  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln,  und 
zweifach  unendlich  viele  berühren  in  nicht  entsprechenden  Punkten 
eines  bezüglichen  Aehnlichkeitsstrahles  und  ihre  Centra  erfüllen 
eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades;  ebenso  für  jede  andere  be- 
stimmte Grösse  des  Schnittwinkels. 

Die  zur  einen  Potenzkugel  gehörigen  Kugeln  schneiden  beide 
gegebene  Kugeln  nicht  bloss  gleichwinklig  sondern  auch  gleichartig, 
d.  h.  beide  mehr  einschliessend  oder  mehr  ausschliessend ,  die  zur 
andern  Potenzkugel  gehörigen  schneiden  sie  ungleichartig.  Die 
orthogonal  schneidenden  Kugeln,  deren  Centra  in  der  Potenzebene 
liegen,  gehören,  weil  dieser  Unterschied  beim  rechtwinkligen  Schnitt 
wegfällt,  zu  beiden  Systemen.  Die  Ortskugeln  der  Centra  gleich- 
winklig schneidender  Kugeln  von  einerlei  Radius  in  beiden  Sy- 
stemen schneiden  sich  daher  auf  der  Potenzebene  der  beiden 
Kugeln. 

9)  Sind  11*,  2  2*  zwei  Paare  von  Kugeln,  so  sind  die 
gleichwinklig  schneidenden  des  ersten  Paares  die  Kugeln  der  beiden 
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Netze  mit  den  Potenzkugeln  Ej  und  Ij  und  die  des  zweiten  Paares 
die  Kugeln  der  Netze  "E^  und  Ij  —  wenn  wir  so  die  äussere  und 
innere  Potenzkugel  der  Paare  1  und  2  bezeichnen  —  und  die 
Kugeln  der  Bündel,  welche  zweien  dieser  Netze,  einem  der  ersten 
und  einem  der  zweiten  Gruppe,  gemeinsam  sind,  schneiden  sowohl 
das  erste  Paar  als  auch  das  zweite  Paar  der  gegebenen  Kugeln 
unter  einerlei  Winkeln.  Nehmen  wir  die  Kugeln  l'^  und  2*  als 
identisch,  als  eine  Kugel  3,  so  erhalten  wir  zwar  auch  in  dieser 
Art  die  gleichwinklig  schneidenden  zu  drei  gegebenen  beliebigen 
Kugeln ;  aber  mit  wesentlicher  Specialisierung;  denn  die  Potenz- 
kugeln der  drei  Paare  aus  den  gegebenen  Kugeln  gehören  als  zu 
den  durch  sie  bestimmten  Büscheln  zu  einerlei  Bündel  und  da  sie 
ihre  Centra  zu  dreien  in  gerader  Linie  haben,  nämlich  in  einer  der 
vier  ^ehnlichkeitsaxen  der  gegebenen  Kugeln,  so  gehören  sie  zn 
solchen  dreien  einem  Büschel  an.  Die  Mittelpunkte  der  gleichwinklig 
schneidenden  zu  den  drei  Kugeln  liegen  daher  in  vier  Ebenen, 
welche  durch  die  Potenzaxe  derselben  normal  zu  je  einer  ihrer  vier 
Aehnlichkeitsaxen  gehen,  und  die  Kugeln  selbst  bilden  das  zuge- 
hörige Bündel. 

Für  drei  Paare  von  Kugeln  11*,  22*,  33*  haben  wir  die 
Paare  von  Netzen  Ej,  I|;  Ej,  I2;  E3,  I3  und  die  Kugeln  der 
Büschel,  welche  dreien  dieser  Netze,  eines  aus  jeder  Gruppe  ge- 
nommen, gemeinschaftlich  sind,  sind  die  diese  drei  Paare  gleicb- 
winklig  schneidenden.  Fallen  die  Kugeln  1*,  2*,  3*  in  eine  einzige 
Kugel  4  zusammen,  so  erhält  man  die  Büschel  der  gleichwinklig 
schneidenden  zu  den  vier  Kugeln  l,  2,  3,  4;  die  Orte  ihrer  Centra 
sind  die  Normalen  vom  Potenzccntrum  zu  den  acht  Aehnlichkeits- 
ebeuen  der  vier  Kugeln.  Man  wendet  zum  Erweis  die  vorige 
Betrachtung  auf  die  Gruppen  11*,  2  2*  und  11*,  33*  oder  2  2* 
3  3*  nach  einander  an. 

Offenbar  gehört  die  gemeinsame  Orthogonalkugel  zn  allen 
diesen  Büscheln,  und  jedes  ist  durch  sie  und  die  entsprechende 
Aehnlichkeitsebene  als  Potenzebene  bestimmt;  denn  diese  Ebenen 
sind  die  unendlich  grossen  Kugeln  des  Systems. 

Mit  vier  Paaren  von  Kugeln  11*,  .  .,  44*  kommt  man 
endlich  zu  einzelnen  Kugeln  als  sie  je  gleichwinklig  schneidend; 
dieselben  sind  die  gemeinschaftlichen  zu  vier  Netzen,  je  eines  aus 
jedem  der  Paare  Ej,  Ij;  Ej^  Ij;  E3,  I3;  E4,  I4,  also  an  Zahl 
sechszehn.  Fallen  1*,  . .  4*  in  in  eine  einzige  Kugel  5  zusammen, 
so  erhalten  wir  dieselbe  Lösung,  aber  wir  können  die  Construction 
auch  in  folgender  Art  vollziehen :  Wir  bilden  aus  den  fünf  Kugeln 
die  Quadrupel  1234  und  2345  und  verzeichnen  für  jede  derselben 
die  acht  Normalen  vom  Potenzcentrum  auf  die  acht  zugehörigen 
Aehnlichkeitsebenen;  weil  beide  Quadrupel  das  Tripel  2  34  gemein 
haben,  so  liegen  diese  Normalen  in  den  vier  Ebenen  der  Centra 
der  gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  2,  3  und  4  und  ihre  sechs- 
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zehn  Schnittpunkte  liefern  die  Mittelpunkte  dor  gesuchten  Kugeln. 
Da  aus  den  fünf  Kugeln  fünf  Quadrupel  gebildet  werden,  also  auch 
fünf  Orthogonal  kugein  und  je  acht  Aehnlichkeitsebenen  entstehen, 
deren  Schnitte  mit  den  entsprechenden  unter  jenen  auf  den  gleich- 
winklig schneidenden  Kugeln  liegen,  so  erhält  man  eine  interessante 
sphärische  Configuration:  Die  fünf  mal  acht  Kreise,  welche 
die  Orthogonal  kugeln  mit  den  Aehnlichkeitsebenen  ihrer  Gruppen 
gemein  haben,  liegen  zu  fünf  auf  sechzehn  Kugeln. 

Die  analoge  Aufgabe  in  der  Ebene  zeigt  vier  mal  vier  Paare 
von  Punkten  zu  vier  auf  acht  Kreisen  als  die  analoge  cyklische 
Configuration. 

Man  zeige,  wie  die  Construction  der  gleichwinklig  schneidenden 
zu  einem  Tripel  und  einem  Paar,  zu  einepi  Tripel  und  zwei  Paaren, 
zu  zwei  Tripeln  y  und  zu  einem  Quadrupel  und  einem  Paare  von 
Kugeln  sich  gestaltet. 

Die  Construction  der  Aehnlichkeitspunkte  von  zwei  Kugeln 
und  damit  die  der  Aehnlichkeitsaxen  und  Aehnlichkeitsebenen  von 
drei  und  vier  derselben  geschieht  immer  in  der  nämlichen  einfachen 
Weise,  durch  innere  und  äussere  Theilung  der  Centrale  M^M^ 
nach  dem  Yerhältniss  der  Radien  r,  und  r, . 

10)  Die  Transformation  durch  reciproke  Radien, 
welche  Ebenen  und  Kugeln  in  Kugeln,  Gerade  und  Kreise  in 
Kreise  und  umgekehrt  überführt,  indem  zugleich  alle  Berührungen 
und  die  Grössen  aller  Schnittwinkel  zwischen  ihnen  erhalten  bleiben, 
giebt  zum  Theil  Begründungen  des  vorigen,  zum  Theil  weiter- 
führende Resultate. 

Zwei  Kugeln  bestimmen  ein  Büschel  und  damit  zugleich  das 
Bündel  der  zu  ihm  conjugierten  Büschel  oder  der  zu  ihnen  ortho- 
gonalen Kugeln;  sie  schneiden  sich^  werde  angenommen,  in  den 
Punkten  eines  Kreises,  zu  welchem  dann  diese  orthogonal  sind,  so 
dass  für  jedes  ihrer  Büschel  zwei  diametral  gegenüber  liegende 
Punkte  dieses  Kreises  die  Kugeln  vom  Radius  Null  oder  die  Grenz- 
punkte sind.  Denken  wir  den  Anfangspunkt  reciproker  Radien  in 
einem  Punkte  jenes  Kreises,  so  verwandelt  die  betreffende  Trans- 
formation alle  Kugeln  des  ursprünglichen  Büschels  in  Ebenen  durch 
den  entsprechenden  zum  andern  Endpunkt  des  bezüglichen  Grund- 
kreisdurchmessers und  normal  zu  den  Durchmessern  der  einzelnen 
Kugeln,  die  den  Anfangspunkt  enthalten;  und  es  gehen  gleich- 
zeitig die  Kugeln  desjenigen  Büschels  der  conjugierten  oder  ortho- 
gonalen, für  welches  der  Anfangspunkt  ein  Grenzpunkt  ist,  weil 
sie  jene  orthogonal  schneiden  müssen,  in  concentrische  Kugeln  um 
jenen  entsprechenden  des  andern  Grenzpunktes  über  —  indess  die 
Übrigen  Büschel  in  Büschel  gleicher  Art  verwandelt  werden.  Diess 
geschieht  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raumes  in  der  Art,  dass 
die  durch  ihn  gehende  Kugel  des  Büschels  in  eine  Ebene  d.  h. 
also  in  die  Potenzebene    des    transformierten  Büschels  übergeht; 
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fasst  man  also  zwei  Kugeln  des  Originalbüschels  in's  Auge,  für 
welche  jene  die  Potenzkugel  ist,  welche  also  von  ihr  unter  gleichen 
Winkeln  geschnitten  werden ;  so  gehen  diese  in  solche  über;  die 
die  Potenzebene  des  transformierten  Büschels  unter  gleichen  Win- 
keln schneiden,  d.  h.  in  Kugeln  von  gleichen  Radien.  Wir  ziehen 
daraus  zunächst  den  Schluss,  dass  zwei  Kugeln  immer  entweder 
in  zwei  Ebenen  oder  in  zwei  concentrische  Kugeln  oder  endlich  in 
zwei  gleiche  Kugeln  verwandelt  werden  können.  Die  gleichwinklig 
schneidenden  zu  jenen  beiden,  unter  denen  wir  die  berührenden 
hervorheben  wollen,  gehen  im  ersten  Falle  in  die  gleichwinklig 
schneidenden  zu  zwei  Ebenen  über,  im  zweiten  in  die  gleichwinklig 
schneidenden  und  berührenden  zu  zwei  concentrischen  Kugeln ;  und 
weil  jene  die  Halbierungaebenen  der  Winkel  jener  Ebenen,  diese 
aber  zwei  andere  concentrische  Kugeln  rechtwinklig  schneiden,  so 
müssen  die  gleichwinklig  schneidenden  der  Originalkugeln  zu  zwei 
Kugeln  orthogonal  sein,  die  als  die  Potenzkugeln  E  und  I  der- 
selben durch  analoge  Schlüsse  deduciert  werden  können. 

11)  Man  verwandelt  durch  reciproke  Radien  das  Netz  mit 
Orthogonalkugel  in  das  System  der  Kugeln  aus  den  Punkten  einer 
Ebene;  und  ebenso  das  Bündel  von  Kugeln  mit  Orthogonalkreis 
in  das  System  der  Kugeln  aus  den  Punkten  einer  Geraden. 

12)  Denken  wir  drei  Kugeln  durch  reciproke  Radien  mit  einem 
ihrer  gemeinsamen  Punkte  als  Anfangspunkt  in  Ebenen  transfor- 
miert, so  erscheinen  die  gleichwinklig  schneidenden  als  von  vier 
Geraden,  den  Axen  der  berührenden  Rotationskegel  orthogonal  ge- 
schnitten;  und  dieselben  bilden  daher  im  Original  vier  leicht  näher 
zu  bestimmende  Systeme;  für  die  berührenden  liegen  die  Berühr- 
ungspunkte jedes  Systems  auf  jeder  Ebene  in  einer  Geraden  aus 
ihrem  Schnittpunkt,  die  mit  der  orthogonal  schneidenden  in  einer 
zu  jener  normalen  Ebene  liegt.  Also  liegen  die  Berührungspunkte 
der  drei  Kugeln  mit  den  sie  berührenden  für  jede  in  einem  Kreise 
und  die  durch  denselben  gehende  Orthogonalkugel  zu  jener  enthält 
auch  den  Orthogonalkreis  des  bezüglichen  Systems  und  die  gemein- 
samen Punkte  der  gegebenen  Kugeln;  etc. 

Macht  man  die  drei  Kugeln  durch  reciproke  Radien  aus  einem 
Punkte  des  Kreises  durch  ihre  Centra  (also  z.  B.  für  eine  von  ihnen 
als  Directriz)  zu  Kugeln  mit  einerlei  Centrale  ^  so  werden  die  be- 
rührenden zu  jenen  in  die  von  diesen  verwandelt  und  man  erhält 
durch  die  Construction  der  Apollonischen  Kreise  zu  ihren  Diametral- 
kreisen in  einer  beliebigen  durch  die  Centrale  gehenden  Ebene 
vollständige  Auskunft  über  das  Gesammtsystem :  Die  vier  Paare 
zur  Centrale  symmetrischer  Berührungskreise  bestimmen  durch  ihre 
Centra  die  Orte  aller  Centra,  durch  ihre  Berührungspunkte  mit 
den  Diametralkreisen  die  Orte  der  Berührungspunkte  auf  den 
Kugeln;  etc. 

Zu  drei  beliebigen  Kugeln  1;  2,  3  wird  man  also  das  System 
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der  berührenden  wie  folgt  bestimmen.  Seien  ihre  Potenzaxe  o  und 
ihre  vier  Aehnlichkeitsaxen  Sq,  ^,,  s^,  s^,  so  bestimme  man 
die   zu  0  parallelen  Polarlinien    der  letzteren  in  den  drei  Kugeln 

Po\f  Po2'  Poz'y  Pm}  P\2)  l'isf  ^^'*  ^^^  schneide  die  Kugel  Ki  durch 
die  Ebenen  op^i^  opu,  opa,  Oj^s,-;  die  entstehenden  Schnittkreise 
sind  die  Orte  der  Berührungspunkte  der  vier  den  Aehnlichkeits- 
axen Sq,  5j,  ^2;  ^3  i^csp.  entsprechenden  Systeme  der  gesuchten 
Kugeln. 

Offenbar  gehÖi*t  zu  jedem  derselben  eines  der  conjugierten 
Paare  von  Apollonischen  Kreisen,  die  in  der  Centralebene  der 
Kugeln  ^u  ihren  drei  Diametralkreisen  als  denselben  Ae*hnlichkeits- 
axen  conjugiert  gefunden  werden,  und  sie  sind  in  der  That  durch 
diese  vollständig  bestimmt,  wie  denn  auch  die  conjugierten  Geraden 
Pq^  ,  etc.  der  Aehnlichkeitsaxen  in  den  Kugeln  durch  die  Pole  der 
Aehnlichkeitsaxen  in  den  Diametralkreisen  vollständig  ersetzt  werden. 

Aus  einem  Berührungspunkte  P^  auf  der  Kugel  A^|  in  dem 
zu  Si  gehörigen  Kreise  erhält  man  den  Mittelpunkt  der  zugehörigen 
Berührungskugel  als  Schnitt  seines  Durchmessers  in  der  Normal- 
ebene zu  Si  durch  o  und  die  übrigen  zwei  Berührungspunkte  auf 
den  nach  diesem  gehenden  Durchmessern  der  beiden  andern  Kugeln 
und  in  der  Ebene  PiSi^  so  dass  überdiess  die  Verbindungslinien 
der  drei  Berührungspunkte  in  Paaren  durch  die  drei  Aehnlichkeits- 
punkte  in  dieser  Aehnlichkeitsaxe  gehen. 

13)  Damit  erhält  man  folgende  Construction  der  gemeinschaft- 
lichen Berührungskugeln  zu  vier  beliebigen  Kugeln  1^  2, 
3,  4  —  in  vollständiger  Analogie  zur  Construction  des  Apollonischen 
Problems  in  I,  §  (36*),  4:  Construiert  man  zu  einer  der  acht  Aehn- 
lichkeitsebenen  der  vier  Kugeln  die  Pole  in  denselben,  so  schneiden 
ihre  Verbindungsgeraden  mit  dem  Potenzcentrum  der  vier  Kugeln 
die  zugehörigen  einzelnen  Kugeln  in  den  Berührungspunkten  von 
zweien  der  gemeinsamen  Berührnngskugeln ;  ihre  nach  diesen  Schnitt- 
punkten gehenden  Durchmesser  begegnen  sich  zweimal  zu  vieren 
in  zwei  Punkten  auf  der  Normale  vom  Potenzcentrum  zur  benutzten 
Aehnlichkeitsebene,  als  den  Mittelpunkten  derselben.  Man  erhält 
acht  Paare  solcher  Kugeln,  jedes  mit  der  zugehörigen  Aehnlich- 
keitsebene  als  Potenz-  und  Collineationsebene  und  dem  Potenz-  als 
CoUineations- Centrum.  Es  ist  evident;  dass  sie  nicht  immer  alle 
reell  sind,  sondern  in  Paaren  imaginär  werden  können,  und  es  ist 
leicht  Kugelsjsteme  zu  bilden,  die  gar  keine  reellen  gemeinsamen 
Berührnngskugeln  gestatten ;  nichtsdestoweniger  sind  dieselben  stets 
alle  sechzehn  geometrisch  bestimmt. 

14)  um  alle  Specialfälle  zu  umfassen,  müssen  vor  die  Bestim- 
mung der  Aehnlichkeitspunkte  und  Potenzebenen  auch  für  die  Kugeln 
mit  unendlich  kleinen  oder  unendlich  grossen  Radien  ausführen 
können.  Wir  bemerken  deshalb,  dass  für  gleiche  Badien  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  die  Mitte  der   Centrale    und   der    äussere    der 
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unendlich  ferne  Punkt  derselben  ist,  während  für  einen  Radius 
Null  beide  Aehnlichkeitspunkte  in  den  zugehörigen  Mittelpunkt  zu- 
sammenfallen;  dass  für  Kugel  und  Ebene  die  Aehnlichkeitspunkte 
die  Endpunkte  des  zur  Ebene  normalen  Kugeldurcbmessers  sind, 
so  dass  eine  Kugel  mit  allen  Ebenen  von  gleicher  Stellung  die- 
selben Aehnlichkeitspunkte  hat.  Ebenso  ist  für  zwei  gleiche  Kugeln 
die  Potenzebene  die  Normalebene  zur  Centrale  durch  ihre  Mitte; 
für  Kugel  «und  Ebene  fällt  sie  immer  mit  der  Ebene  zusammen^ 
für  zwei  Ebenen  ist  jede  der  Halbierungsebenen  ihrer  Flächen- 
winkel Potenzebene. 

Auch  für  die  Bestimmung  der  gleichwinklig  schneidenden  zu 
gegebenen  Paaren,  wenn  unter  diesen  Ebenen  auftreten,  bedarf 
man  dieser  besonderen  Resultate. 

34.  Die  Transformation  durch  reciproke  Radien ;  die  sich 
aus  unserer  Methode  mit  Nothwendigkeit  ergeben  und  sieb 
im  Vorigen  für  die  Probleme  ihres  Gebietes  als  wirksames  ün- 
tersuchungsmittel  erwiesen  hat^  ist  nun  auch  insbesondere  das 
natürlichste  und  beste  Hilfsmittel  zur  Behandlung  der 
sphärischen  Geometrie,  speciell  der  Probleme  über  Kreise 
auf  derselben  Kugel. 

Erinnern  wir  uns  der  zahlreichen  Ergebnisse,  die  wir  über 
die  linearen  und  planaren  Systeme  von  Kreisen  in  einer  Ebene, 
über  die  Büschel  und  Netze  von  Kreisen,  über  die  Winkel- 
schnittsysteme derselben  in  I,  §  (7)  und  §  (36)  f.,  über  ihre 
Verbindung  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte  a.  a.  0.  und 
oben  besonders  in  §  32  gefunden  haben,  so  wird  sofort  er- 
sichtlich, welche  Mengen  von  Relationen  und  Anschauungen 
der  Sphärik  daraus  entspringen,  dass  wir  die  Ebene,  auf  der 
wir  alles  diess  construiert  denken,  als  stereographische 
Projeetion  aus  einer  Kugelfläche  ansehen  und  von  ihr 
auf  dieselbe  zurückgehen.  Kreise  und  Gerade  der  Ebene  ver- 
wandeln sich  in  Kreise  auf  der  Kugel,  die  letzteren  speciell 
in  solche,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  reciproken  Radien 
auf  derselben  gehen,  Büschel  in  Büschel  von  derselben  Art; 
die  Winkel,  welche  jene  Kreise  in  der  Ebene  mit  einander  ein- 
schliessen,  bilden  auch  die  Transformierten  auf  der  Kugel^ 
Netze  gehen  daher  in  Netze  und  Winkelschnittsysteme  nach 
irgend  einem  bestimmten  Cosinuswerth  in  eben  solche  Systeme 
nach  demselben  Cosinuswerth  über,  Berührungen  liefern  wieder 
Berührungen;  etc. 
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.  Nehmen  wir  den  Anfangspunkt  0  der  reciproken  Radien 
in  einem  ausserhalb  der  £beue  gelegenen  willkürlichen  Punkte, 
so  kann  jeder  Punkt  in  der  aus  ihm  auf  die  Ebene  geföllten 
Normale  als  Mittelpunkt  M  der  Originalkugel  gewählt  werden, 
die  dann  mit  dem  Radius  MO  beschrieben  wird;  die  Directrix- 
kugel  der  reciproken  Radien  ist  dann  die  zum  Mittelpunkt  0 
gehörige  Kugel  des  Büschels^  welches  die  Eugel  um  M  durch 
0  mit  der  gegebenen  Ebene  als  Potenzebene  bestimmt.  Nimmt 
man  insbesondere  M  als  den  Fusspunkt  der  Normale  von  0  auf  der 
Ebene,  so  ist  die  Directrixkugel  der  reciproken  Radien  die  aus 
0  beschriebene,  welche  die  um  M  im  Diametralkreise  schneidet, 
und  die  Radien  beider  Kugeln  stehen  im  Verhältniss  1  :  /  2 . 
Dann  wird  der  innerhalb  dieses  Diametralkreises  liegende  Theil 
der  Ebene  auf  der  unter  ihr  liegenden  Hälfte  der  Orthogonal- 
kugel und  der  ausserhalb  desselben  Kreises  liegende  Tbeil  der 
Ebene  auf  ihrer  oberen  Halbkugel  mit  Erhaltung  aller  Winkel- 
grössen,  also  in  den  kleinsten  Theil en  ähnlich  oder  wie 
man  sagt  conform  oder  winkeltreu,  abgebildet;  und  in 
dieser  Abbildung  übertragen  sich  unsere  planimetrischen  Con- 
structionen  in  solche  der  Sphärik. 

Dazu  betrachten  wir  die  Zeichnungsebene  selbst  als  eine 
Kugel  von  unendlich  grossem  Radius-,  die  auf  ihr  liegenden 
Kreise  und  Geraden  als  ihre  Schnitte  mit  Kugeln,  welche  sie 
orthogonal  schneiden,  resp,  mit  zu  ihr  normalen  Ebenen.  Dann 
sind  zwei  Kreise  mit  ihren  Aehnlichkeitspunkten  durch  die 
zwei  über  ihiien  als  Diametralschnitten  beschriebenen  Kugeln 
und  die  Mittelpunkte  ihrer  gemeinschaftlichen  Berührungskegel 
zu  ersetzen;  ein  Büschel  von  Kreisen  mit  Grundpunkten  durch 
die  die  Ebene  orthogonal  schneidenden  Kugeln  aus  gerader 
Centrale  und  mit  einem  zur  Tafel  orthogonal -symmetrischen 
gemeinsamen  Kreise;  etc.  Durch  die  Transformation  gehen 
alle  diese  Ebenen  und  Kugeln  in  Kugeln  über,  welche  die 
Originalkugel  überall  rechtwinklig  durchschneiden  und  dabei 
z.  B.  durch  die  entsprechenden  Punkte  oder  Kreise  gehen,  etc. 

Die  Hauptgrundlage  der  Uebertragung  ist  dann  der  Satz: 
Das  Bild  des  Poles  vom  Originalkreis  auf  der  Kugel 
ist  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Bildkreises. 
Sei  M  der  Pol  der  Originalkreisebene  in  Bezug  auf  die  Kugel, 
auf  welcher  C  den  Anfangspunkt  der  reciproken  Radien  be- 
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zeichnet,  so  denke  man  durch  die  Gerade  CM  eine  Ebene, 
welche  aus  dem  Originalkreise  den  Durchmesser  AB  und  aus 
seinem  projicierenden  Kegel  die  Mantellinien  C A^  CB  schneidet, 

welche  die  entsprechende  Ebene 

*^'«  '*•  in  A\  B'  treffen.    Dann  ist  der 

ä^       M-    J^        "    Schnitt  M'  von  MC  mit  ihr  immer 

\     "7></     V  die  Mitte  zwischen   A'  und   B\ 

\  //»*  \  \  weil  für  D  als  den  Schnittpunkt 

M\^  \     W  von  ^  ^  mit  der  Tangentialebene 

/    \"j'\  Mi\  jrVT  der  Kugel    in    C   und    somit   als 

\         /\  \  i  Pol  von  MC  im  Schnittkreis  der 

\         ^'\  \ ;  Kugel  mit  der  betrachteten  Ebene 

/  \^        \;  das  Büschel  der  Strahlen   aus  C 

monisches  ist  und  somit  in  der 
Reihe  seiner  Schnittpunkte  Ä^  ß ^  3f  auf  der  zu  CB  parallelen 
Tafelebene  M'  der  dem  unendlich  fernen  Punkte  in  Bezug  auf 
A'  und  B'  harmonisch  conjugierte  ist. 

Wir  wenden  diesen  Satz  zuerst  auf  ein  System  concen- 
trischer  Kreise  in  der  Bildebene  und  das  System  ihrer  gemein- 
samen Durchmesser  an.  Nach  ihm  ist  der  vom  Anfangspunkte 
der  reciproken  Radien  nach  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
der  Kreise  gehende  Strahl  m  der  Ort  der  Pole  der  Ebenen  der 
Bildkreise  auf  die  Kugel,  so  dass  diese  Ebenen  durch  die  in 
Bezug  auf  die  Kugel  conjugierte  Gerade  desselben  m*  hin- 
durchgehen werden,  d.  i.  durch  die  Schnittlinie  der  Tangential- 
ebene der  Kugel  im  Anfangspunkt  und  ihrer  Tangentialebene 
in  ihrem  zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  m.  Der  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Bildebene  als  dem  unendlich  grossen 
Ejreise  des  concentrischen  Systems  entspricht  der  unendlich 
kleine  Kreis  der  Kugel  in  der  Tangentialebene  im  Anfangs- 
punkt; dem  unendlich  kleinen  Kreise  des  Systems  d.  h.  dem 
Mittelpunkte  desselben  entspricht  auf  der  Kugel  der  unendlich 
kleine  Kreis  um  ihren  zweiten  Schnittpunkt  mit  m.  Dem  System 
der  gemeinschaftlichen  Durchmesser  entspricht  auf  der  Kugel 
das  System  der  Kreise,  welche  von  den  durch  m  gehenden 
Ebenen,  d.  i.  den  projicierenden  Ebenen  der  Durchmesser,  aus 
ihr  geschnitten  werden,  oder  die  Kreise  durch  zwei  feste  reelle 
Punkte  der  Kugel.    Die  durch  diese  Kreise  gehenden  Ortho- 
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gonalkugeln  der  gegebeneu  bilden  ein  Kugelbüschel  mit  der 
Centrale  m*  und  mit  einem  durch  die  Schnitte  von  m  gehenden 
Grundkreis  in  der  zu  m*  normalen  Diametralebene.  Das  Analoge 
gilt  für  das  Büschel  der  Kreise  in  den  Ebenen  durch  m*.  Die 
Kreise  des  einen  Büschels  schneiden  die  des  andern  recht- 
winklig, wie  die  concentrischen  Kreise  ihre  Durchmesser.  £s 
ist  ein  Specialfall  der  allgemeinen  Figur  der  conjugierten  oder 
orthogonalen  sphärischen  Büschel,  die  wir  nun  betrachten 
wollen. 

Von  zwei  conjugierten  Kreisbüscheln  in  der  Ebene  hat  das 
eine  die  Grundpunkte  des  andern  zu  Grenzpunkten,  und  wenn 
wir  ihre  Kreise  als  Diametralkreise  von  Kugeln  denken,  so 
gehen  die  Kugeln  des  einen  durch  zwei  feste  zur  Centrale  or- 
thogonal-symmetrische Punkte  der  Ebene,  während  die  Kugeln 
des  andern  normal  zu  ihnen  sind  und  jene,  die  Grenzpunkte, 
selbst  als  Kugeln  vom  Radius  Null  enthalten.  Den  Kreisen 
des  Büschels  mit  Grundpunkten  A,  B  entsprechen  auf  der 
Kugel  die  Kreise  durch  die  entsprechenden  A\  B'  derselben, 
die  Kreise  also,  welche  die  Ebenen  des  Büschels  von  der 
Scheitelkante  AB'  aus  der  Kugel  schneiden;  den  Kreisen  des 
conjugierten  Büschels  entsprechen,  weil  die  Grundpunkte  selbst 
als  Grenzpunkte  zu  ihnen  gehören,  die  Schnitte  der  Kugel  mit 
den  Ebenen  durch  die  Gerade,  in  denen  die  beiden  Tangential- 
ebenen m  A\  B'  einander  schneiden.  Die  Pole  der  Ebenen 
jedes  Büschels  liegen  in  der  Scheitelkante  des  andern,  die 
Scheitelkanten  sind  conjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kugel. 
Aus  der  Erhaltung  der  Winkelgrossen  bei  der  Abbildung  durch 
reciproke  Radien  folgt,  dass  die  Kreise  des  einen  Büschels 
Ton  denen  des  andern  rechtwinklig  geschnitten  werden.  Die 
Polarität  der  Scheitelkanten  in  Bezug  auf  die  Kugel 
ist  also  die  Orthogonalitat  der  zugehörigen  Kreis- 
büschel auf  derselben.  Die  speciellsten  Formen  solcher 
Büschel  bieten  die  Meridiane  einer  Kugel,  oder  ihre  Schnitte 
mit  Ebenen  durch  einen  ihrer  Durchmesser,  uud  die  zuge- 
hörigen Parallelkreise,  d.  h.  ihre  Schnitte  mit  den  zu  diesem 
Durchmesser  normalen  Ebenen  einerseits,  und  die  Schnitte  durch 
zwei  in  demselben  Punkte  berührende  und  einander  recht- 
winklig schneidende  Tangenten,  der  Kugel  anderseits;  jene 
entsprechen   dem   concentrischen   System   mit   seinen   Durch« 
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messerii;  diese  den  conjugierten  45^  Reihen  in  der  Ebene^  wie 

I,  §  (7). 

Wenn  man  in  der  vorigen  Erörterung  die  VerbinduDgs- 

ebene  des  Anfangspunktes  der  reciproken  Radien  mit  der  Cen- 
trale des  betrachteten  Büschels  in  der  Ebene  denkt,  so  schneidet 
sie  das  Büschel  der  Ebenen  der  entsprechenden  Kreise  auf  der 
Kugel  in  den  Strahlen  eines  Büschels,  deren  Schnitte  mit  der 
Kugel  die  entsprechenden  sind  zu  den  in  der  Centrale  gelegeneu 
Durchmesserendpunkten  der  Kreise  in  der  Ebene.  In  der  That, 
diese  bilden  eine  Involution  und  die  aus  dem  Anfangspunkte 
nach  ihnen  gehenden  Strahlen  bestimmen  also  eine  solche  in 
dem  zugehörigen  Querschnitt  der  Kugel,  für  die  das  erwähnte 
Strahlenbüschel  das  Sehnenbüschel  ist;  diese  Involution  ist 
elliptisch  für  das  Büschel  mit  Grundpunkten  und  hyperbolisch 
für  das  mit  Grenzpunkten,  d.  h.  der  Schnittpunkt  der  Sehnen 
liegt  für  jene  im  Innern  für  diese  nothwendig  ausserhalb  der 
Kugel.  Diess  ist  ein  Specialfall  des  allgemeinen  Verhaltens 
der  projectivischen  Gebilde  gegenüber  der  Um- 
formung durch  reciproke  Radien,  von  dem  hier  noch 
kurz  die  Rede  sein  soll.  Vier  Punkte  einer  Geraden,  vier 
Strahlen  durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  und  vier  Ebenen 
durch  eine  Gerade,  vier  Punkte  eines  Kreises  mit  allen  andern 
Punkten  und  vier  Tangenten  eines  Kreises  mit  allen  andern 
Tangenten  desselben  bestimmen  ein  festes  Doppelverhältniss, 
und  wir  bilden  darnach  projectivische  Punktreihen  und  Strahlen- 
systeme oder  Ebenen büschel  nach  I,  §  16  f.,  §  24  f.  Wenn 
nun  aus  vier  Punkten  einer  Geraden  durch  reciproke  Radien 
die  vier  entsprechenden  Punkte  ihres  Bildkreises  abgeleitet 
werden,  so  geschieht  diess  durch  Strahlen  aus  dem  auf  dem 
Bildkreise  liegenden  Anfangspunkt  und  das  Doppelverhältniss 
der  Originalreihe  ist  dem  der  Bildreihe  gleich.  Alle  Doppel- 
yerhältnissrelationen  gerader  Punktreiben ,  also  insbesondere 
auch  ihre  Involution  etc.,  werden  somit  übertragen.  Das  Analoge 
gilt  für  vier  Punkte  eines  Kreises  auf  einer  durch  den  An- 
fangspunkt gehenden  Ebene,  weil  die  Bildpunkte  auf  den  für 
den  Anfang  als  Aehnlichkeitspunkt  zum  Originalkreis  ähn- 
lichen Bildkreise  die  nicht  entsprechenden  in  den  betreffenden 
Aehnlichkeitsstrahlen  sind.  Offenbar  sind  dann  die  zugehörigen 
Tangentengruppen  in  demselben  Sinne  projectivisch.    Aus  den 
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Strahlen  eines  Büschels  erhalten  wir  Kreise  eines  Büschels  mit 
Gruudpunkten,  die  mit  einander  Winkel  von  derselben  Grösse 
einschliessen,  wie  die  entsprechenden  Geraden;  und  wenn  aus 
dem  Strahlenbüschel  durch  eine  Transversale  eine  beliebige 
Reihe  herausgeschnitten  wird,  so  geht  dieselbe  in  die  zu  ihr 
projectivische  über,  die  auch  der  Bildkreis  der  Transversale 
—  ein  Kreis  durch  einen  der  Grundpunkte  —  aus  den  Kreisen 
des  Büschels  schneidet.  Ein  Ebenenbüschel  verwandelt  sich 
in  ein  mit  ihm  gleichwinkliges  Kugelbüschel  mit  einem  durch 
den  Anfangspunkt  gehenden  Gruudkreis;  etc.  Es  ist  in  diesem 
Sinne,  dass  sich  projectivische  Eigenschaften  in  die  Umform- 
ungen durch  reciproke  Radien  übertragen. 

Bezeichnen  wir  zwei  Kreise  der  Ebene  und  zugleich  die 
über  ihnen  als  Diametralschnitte  stehenden  Kugeln  durch  A^j , 
^2  uiid  die  ihnen  entsprechenden  Kreise  auf  der  Kugel  sowie 
die  durch  sie  gehenden  Orthogonal  kugeln  derselben  mit  A^/, 
1^2  u^d  ^^^^  ^i  i  ^i^  Aehnlichkeitspunkte  dieser  Kugeln  E 
und  I  die  entsprechenden  Potenzkugeln  derselben,  so  dürfen 
wir  die  Kugeln  Af,',  K2  als  einander  für  jeden  dieser  Aehn- 
lichkeitspunkte und  die  zugehörige  Potenzkugel  als  Anfang 
und  als  Directrix  nach  reciproken  Radien  entsprechend  ansehen. 
Dann  entspricht  die  der  Ebene  entsprechende  Kugel  E,  weil  sie 
beide  orthogonal  schneidet,  in  den  nämlichen  Abbildungen 
sich  selbst,  so  dass  von  den  zwei  Schnittpunkten  eines  belie- 
bigen Aehnlichkeitsstrahles  mit  ihr  jeder  das  Bild  des  andern 
nach  der  zugehörigen  Abbildung  ist;  die  beiden  Schnittkreise  K(j 
K2  entsprechen  einander  in  denselben  auch,  d.  h.  die  projicie- 
renden  Strahlen  oder  Radien  der  Punkte  des  einen  schneiden  auch 
den  andern,  oder  beide  d.  h.  irgend  zwei  Kreise  derselben 
Kugel  liegen  zugleich  auf  zwei  Rotationskegeln  mit 
den  Aehnlichkeitspunkten  der  zugehörigen  Ortogo- 
ualkugeln  als  Mittelpunkten.  In  Folge  dessen  berührt 
jede  Ebene  aus  einem  dieser  Punkte,  welche  den  einen  der 
beiden  Kreise  K^^  K^  berührt,  auch  den  andern,  und  der 
Schnittkreis  derselben  mit  der  Kugel  K  berührt  sie  in  Punkten, 
deren  gerade  Verbindungslinie  nach  dem  zugehörigen  Kegel- 
mittelpunkte als  Aehulichkeitspunkt  geht.  Und  zwar  berühren 
die  in  dieser  Weise  auf  Ebenen  aus  E  entstehenden  Kreise  die 
gegebenen  gleichartig,  und  die  auf  Ebenen   aus  /  liegenden 
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berühren  sie  ungleichartig.  Endlich  schneiden  die  Ebenen 
durch  die  Gerade  EI,  die  Centrale  der  Orthogonalkngeln  K{, 
K^'y  die  Kugel  K  in  Kreisen,  welche  zu  den  Kreisen  Ä',',  K^ 
orthogonal  sind,  und  die  Schnittpunkte  eines  solchen  Kreises 
mit  ihnen  liegen  nothwendig  in  geraden  Linien  aus  E  und 
aus  /. 

Weil  aber  allgemein  zwei  Kreise  auf  einer  Kugel 
die  nämlichen  Winkel  mit  einander  einschliessen, 
wie  die  durc^  sie  gehenden  Orthogonalkugeln  der- 
selben,  so  folgt,  dass  alle  Ebenen  durch  den  Punkt  E  und 
resp.  durch  den  Punkt  /  die  Kugel  K  in  Kreisen  schneiden, 
welche  mit  den  Kreisen  A^/  und  K^  gleiche  Winkel  bilden. 
Auch  ihre  Schnittpunkte  mit  denselben  liegen  in  Paaren  auf 
geraden  Linien  durch  den  entsprechenden  Aehnlichkeitspunkt. 
Das  Ebenenbündel  durch  E  liefert  so  die  Gesammtheit  der 
gleichartig  gleichwinklig  schneidenden  Kreise  zu  den  gegebenen, 
das  Ebeneubündel  aus  /  die  ebenfalls  zweifach  unendliche  Ge- 
sammtheit der  ungleichartig  gleichwinklig  schneidenden.  Immer 
kommt  in  dem  einen  System  eine  einfach  unendliche  Reihe 
von  Kreisen  mit  dem  Radius  Null  vor,  die  Punkte  des  Kreises 
in  der  Polarebene  von  E^  während  jedes  ein  Büschel  von  Kreisen 
vom  grössten  Radius  und  ein  Büschel  von  Kreisen  durch  einen 
beliebigen  Punkt  der  Kugel  E  enthält,  also  auch  durch  den 
Anfangspunkt  reciproker  Radien  in  ihr,  durch  welche  die  Kugel 
K  in  die  Tafelebene  abgebildet  wird.  Durch  Zusammensetzung 
gelangt  man  zu  den  gleichwinklig  schneidenden  zu  zwei  und 
zu  drei  Paaren  von  Kreisen  derselben  Kugel  und  Ebene. 

Drei  Kreise  A^, ,  Ä'2,  K.^  einer  Ebene  bestimmen  einen 
gemeinsamen  Orthogonalkreis  O  und  ein  Netz  von  Kreisen  Kt 
in  derselben,  damit  zugleich  ein  zweifach  unendliches  System 
von  Kugeln,  welche  zu  einer  Kugel  O  orthogonal  sind  und  ihre 
Centra  in  einer  Ebene  haben,  die  Kugeln  eines  Bündels  nach 
§  33.  Die  Abbildung  nach  reciproken  Radien  verwandelt  das* 
selbe  in  ein  neues  Kugelbündel,  nämlich  in  die  zweifach  un- 
endliche Gesammtheit  von  Kugeln  AT/,  welche  zu  der  der  Ebene 
entsprechenden  Kugel  K  und  zugleich  zu  einer  ihrer  Ortho- 
gonalkugeln O'  orthogonal  sind,  die  also  ihre  Centra  in  der 
Potenzebene  F  der  beiden  Kugeln  K  und  O'  haben;  diese 
Ebene  F  ist  aber  wegen  der  Orthogonalität  der  Kugeln  zugleich 
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die  Polarebeue  vom  Mittelpunkte  der  einen  in  Bezug  auf  die 
andere,  also  die  Polarebene  des  Mittelpunktes  von  O'  in  Bezug 
auf  K.  Jeder  Punkt  A  der  Ebene  P  ist  Centrum  einer  zu  K 
(und  damit  zu  O')  orthogonalen  Kugel,  welche  aus  K  einen 
Kreis  des  Systems  ausschneidet,  für  dessen  Ebene  H'  der  ge- 
dachte Punkt  der  Pol  ist;  weil  aber  die  Polarebenen  der  Punkte 
einer  Ebene  in  Bezug  auf  die  Kugel  durch  den  Pol  dieser 
Ebene  in  derselben  gehen,  so  gehen  die  Ebenen  der  Kreise 
des  Systems  sämmtlich  durch  den  Pol  der  Ebenem  P  in  Bezug 
auf  die  Kugel  K  oder  den  Mittelpunkt  €l  von  O'.  Wir  nennen 
die  Gesammtheit  dieser  Kreise  ein  sphärisches  Netz  und 
den  Kreis  in  der  Ebene  P  den  Hauptkreis  desselben;  offenbar 
stehen  Netzen  mit  reellem  Orthogonalkreis  solche  mit  imagi- 
närem gegenüber;  die  ersteren  enthalten  unendlich  viele  Kreise 
vom  Radius  Null,  die  Punkte  des  Orthogonalkreises,  und  für 
jeden  unzählig  viele  Kreise,  die  sich  in  ihm  berühren;  jedes 
Netz  enthält  ein  Büschel  von  grössten  Kreisen,  etc.  Die  Ebene 
jedes  Kreises  im  sphärischen  Netz  hat  als  durch  Ö  gehend 
ihren  Pol  in  P  und  ist  daher  die  Centralebene  eines  neuen 
Kugelbündels  und  die  Ebene  des  Hauptkreises  eines  neuen 
sphärischen  Netzes,  zu  welchem  der  Orthogonalkreis  des  ersten 
gehört;  solcher  Netze  gehören  somit  zu  einem  gegebenen  zwei- 
fach unendlich  viele.  Man  sieht,  dass  dies  in  der  Ebene 
wiederholt  wird  und  dass  im  Räume  zu  einem  Kugelnetz  drei- 
fach unendlich  viele  andere  in  solcher  Weise  conjugiert  sind. 
Den  Geraden  der  Ebene  P  sind  die  Geraden  durch  den 
Punkt  0'  einzeln  conjugiert,  nämlich  so,  dass  sie  in  conjugierten 
Paaren  eine  und  dieselbe  gemeinsame  Normale  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  K  besitzen;  durch  jede  von  zwei  solchen 
Geraden  gehen  einfach  unendlich  viele  Ebenen,  deren  Pole  in 
der  andern  liegen.  Die  Geraden  der  Ebene  P  liefern  somit 
Büschel  sphärischer  Kreise,  welche  den  im  Netze  0*  enthal- 
tenen conjugiert  sind;  die  Netze,  welche  den  Ebenen  durch 
eine  solche  Gerade  entsprechen,  enthalten  das  zugehörige 
Büschel  und  sind  als  conjugiert  zu  den  Büscheln  der  andern 
zu  betrachten.  Die  Netze  aus  conjugierten  Punkten  und  con- 
jugierten Ebenen  oder  aus  Punkten  0\  von  denen  jeder  auf 
der  Polarebene  des  andern  liegt,  resp.  aus  Ebenen  P,  deren 
jede  durch  den  Pol  der  andern  geht,  sind  orthogonal  zu  ein- 
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ander,  der  Orthogonalkreis  des  einen  gehört  dem  anderen  an; 
ein  Büschel  und  ein  Netz  sind  orthogonal;  wenn  das  conju- 
gierte  des  ersten  dem  zweiten  angehört,  etc.  Die  Relationen 
der  Polarität  in  Bezug  auf  die  Kugel  sind  zugleich  die  der 
Orthogonalität  der  auf  ihr  liegenden  linearen  Kreissysteme  und 
der  zugehörigen  Systeme  ihrer  Orthogonalkugeln. 

Drei  Kreise  K^^  K^y  K^  auf  einer  Kugel  K  bestimmen 
aber  auch  mittelst  der  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln 
zu  K  drei  Paare  von  Aehnlichkeits-  und  Kegelmittelpunkten 

-^3;  -^3J  ^1;  ^\\  ^2>  ^2>  ^^®  ^^  ^^^  Ebene  ihrer  Centra  oder 
der  Polarebene  des  Schnittpunktes  ihrer  Ebenen  liegen  und 
viermal  zu  dreien  in  einer  geraden  Linie  enthalten  sind;  diese 
Geraden  sind  die  Aehnlichkeitsaxen  ^g,  5|,  ^2,  ^3.  Nach  dem 
Vorigen  schneiden  die  Ebenen  der  vier  Büschel  durch  dieselben 
alle  die  Kreise  aus  der  Kugel  aus,  welche  mit  den  drei  gege- 
benen Kreisen  auf  ihr  gleiche  Winkel  bilden,  mit  Unter- 
scheidung der  Gleichartigkeit  und  Ungleichartigkeit  dieses 
Schneidens  nach  den  einzelnen  Aehnlichkeitsaxen ;  nämlich  so, 
dass  die  Kreise  des  Büschels  um  die  Aehnlichkeitsaxe  s^  der 
drei  äusseren  Aehnlichkeitspuukte  gleichartig  schneiden,  die 
der  Büschel  um  die  Aehnlichkeitsaxen  5j,  ^2,  53,  welche  je 
einen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  mit  zwei  inneren  verbinden, 
nur  das  zu  jenem  gehörige  Kreispaar  gleichartig,  die  beiden 
andern  Paare  aber  ungleichartig  schneiden.  In  jedem  dieser 
sphärischen  Büschel  der  gleichwinklig  schneidenden  sind  zwei 
von  den  acht  zugleich  berührenden  der  drei  gegebenen  Kreise 
enthalten  und  ihr  gemeinsamer  Orthogonalkreis  gehört  zu  allen 
zugleich,  wie  es  offenbar  ist.  • 

Fügen  wir  den  drei  Kreisen  der  Kugel  einen  vierten  Kreis 
Kl  der  Kugel  beliebig  hinzu,  so  erhalten  wir  die  gleichwinklig 
schneidenden  jedes  der  Tripel  aus  ihnen  in  vier  Büscheln  und 
als  gemeinschaftlich  diesen  Büscheln  für  alle  vier  Tripel  die 
acht  Kreise  der  Kugel,  welche  mit  den  vier  gegebenen  gleiche 
Winkel  einschliessen;  dieselben  werden  somit  durch  die  acht 
Aehnlichkeitsebenen  der  vier  Orthogonalkugeln  zu  E  durch  die 
betrachteten  aus  K  geschnitten. 

Gehen  wir  aus  der  Kugel  K  auf  die  nach  reciproken  Radien 
aus  ihrem  Punkte  0  ihr  entsprechende  Ebene  zurück^  so  er- 
halten  wir   als  Originale  zu  den  sphärischen  Netzen  und  Bü- 
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schein  die  Netze  und  Büschel  in  der  Ebene,  zu  den  gleich- 
winklig schneidenden  zu  drei  und  vier  Kreisen  der  Kugel  die 
gleichwinklig  schneidenden  in  der  Ebene  —  vier  Büschel  und 
acht  einzelne  resp.  wie  dort;  etc.  Wir  haben  daher  für  alle 
diese  Probleme  der  Sphärik  hierdurch  zwei  Wege  der  con- 
structiven  Losung  erhalten,  den  einen  durch  directe  Be- 
nutzung der  entwickelten  Sätze,  den  andern  mittelst  der  ste- 
reographischen Projection  oder  der  Centralprojection 
aus  einem  Punkte  der  Kugel  auf  die  zu  seinem  Durchmesser 
normale  Diametralebene  derselben. 

Die  Vorschrift,  dass  gegebene  Kreise  auf  der  Kugel  von 
den  gesuchten  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  geschnitten 
werden,  führt  auch  hier  auf  Systeme  zweiten  Gradesund 
die  bezüglichen  Aufgaben  sind  wenigstens  der  letzten  der  beiden 
genannten  Methoden  unmittelbar  zugänglich,  wie  wir  unter  den 
Beispielen  erläutern  wollen.  Die  Ebenen  solcher  Kreise  auf 
der  Kugel,  die  einen  gegebenen  Kreis  derselben  unter  vorge- 
schriebenem Winkel  schneiden,  müssen,  weil  in  jedem  Büschel 
von  Kugelkreiseu  zwei  dieser  Kreise  vorkommen,  eine  Fläche 
zweiten  Grades  umhüllen;  und  weil  aus  einem  solchen  Kreise 
unzählig  viele  andere  von  gleichen  Badien  und  concentrischer 
Lage  um  den  gegebenen  Grundkreis  folgen,  so  lehrt  die  An- 
schauung, dass  jene  Fläche  eine  Rotationsfläche  um  den  zur 
Ebene  des  Grundkreises  normalen  Durchmesser  als  Axe  sein 
muss.  Wenn  wir  insbesondere  gefunden  haben,  dass  die  einfach 
unendlich  vielen  Kreise  der  Ebene,  welche  zwei  feste  Kreise 
derselben  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden,  zwei  feste 
Ejreise  des  durch  diese  bestimmten  Büschels  berühren,  einen 
Kreis  desselben  orthogonal  und  jeden  andern  Kreis  desselben 
wie  auch  seine  ^otenzlinie  unter  bestimmten  Winkeln  schnei- 
den, so  gilt  alles  dieses  ebenso  auf  der  Kugel.  Zu  zwei  Kreisen 
der  Kugel  erhalten  wir  einfach  unendlich  viele  sie  zugleich 
berührende,  wie  wir  gesehen  haben,  die  in  zwei  Systeme  nach 
der  Gleichartigkeit  und  Ungleichartigkeit  der  Berührung  an- 
schaulich zerfallen;  dieselben  schneiden  jeden  Kreis  des  durch 
jene  beiden  bestimmten  Büschels  sphärischer  Kreise  unter 
einem  andern  bestimmten  Winkel  und  werden  daher  auch  aus 
zweien  derselben  mittelst  dieser  Winkel  erhalten;  einen  Kreis 
des  Büschels  schneiden  sie  orthogonal.     Die  Endpunkte    der 
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zu  ihren  Ebenen  normalen  Eugelradien  bilden  zwei  sphärische 
Curven,  eine  für  jedes  System,  die  wir  als  die  zugehörigen 
sphärischen  Kegelschnitte  bezeichnen  müssen^  weil  sich 
offenbar  auf  dieselben  die  Sätze  der  cyklographischen  Theorie 
der  ebenen  Kegelschnitte  übertrafen  lassen. 

Dass  die  planaren  Systeme,  I,  §  (7),  zu  den  Systemen 
vom  zweiten  Grade  gehören,  weil  sie  gleichwinklig  schneidende 
mit  einer  Geraden  als  Grundkreis  sind,  brauchen  wir  nur  zu 
erwähnen;  ihr  Zusammenhang  mit  denselben  ist  ja  soeben  in 
der  Durchgangsform  durch  die  linearen  Systeme  schon  hervor- 
getreten. 

1)  Jeder  Kreis  der  Kugel  bestimmt  ein  Netz  als  sein  Grundkreis; 
für  einen  Diameti*alkreis  der  Kugel  besteht  das  Netz  aus  allen 
Kreisen  in  den  Normalebenen  zu  ihm ;  für  einen  Kreis  vom  Radius 
Null  oder  einen  Punkt  der  Kugel  aus  den  sämratlichen  durch  diesen 
hindurch  gebenden  Kreisen.  Dies  sind  die  den  ebenen  Netzen  der 
Kreise  aus  Punkten  einer  Geraden  und  durch  einen  Punkt  entspre- 
chenden sphärischen  Formen;  die  zugehörigen  Orthogonalkugelbündel 
sind  zu  besprechen.  Man  erläutere  die  Anschauungen  der  Büschel,  die 
durch  einen  Kreis  (speciell  Diametralkreis)  und  einen  Punkt,  resp. 
einen  Kreis  (speciell  Diametralkreis)  und  einen  Diametralkreis  (ins- 
besondere den  zu  ihm  parallelen)  bestimmt  werden;  dazu  die 
Büschel  und  Bündel  der  Orthogonalkugeln  und  ihre  conjugierten. 

2)  Man  soll  die  Bestimmung  des  sphärischen  Netzes  zu  den 
Kreisen  der  Kugel  für  die  speciellen  Fälle  erläutern,  wo  unter 
diesen  Punkte  resp.  grösste  Kreise  der  Kugel  auftreten. 

3)  Wenn  die  Ebenen  der  bestimmenden  Kreise  sich  in  einem 
Punkte  im  Innern  der  Kugel  schneiden,  so  wird  die  durch  diesen 
Punkt  zu  seinem  Radius  in  der  Kugel  gelegte  Normalebene  von 
allen  Kreisen  des  Netzes  diametral  geschnitten;  der  Orthogonal- 
kreis des  Netzes  der  Ebene  F  wird  durch  ihn  in  analoger  Weise 
vertreten,  wie  in  der  Ebene  ein  rein  imaginärer  Kreis  durch  seinen 
Symmetriekreis.  « 

4)  Zwei  Paare  von  Kreisen  jfifj,  K*  und  K^i  K*  auf  der- 
selben Kugel  bestimmen  zwei  Paare  von  Aehnlichkeitspunkten  E^ , 
/,  und  J^2;  *^2  ^^^  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln;  und  weil 
alle  Ebenen  durch  E^  resp.  J^  Kreise  aus  der  Kugel  schneiden, 
die  das  erste  Paar  gleichwinklig  und  gleichartig  resp.  ungleich- 
artig schneiden,  alle  Ebenen  durch  E2  resp.  J^  ebensolche  für  das 
zweite  Paar,  so  haben  wir  in  den  Ebenen  der  Büschel  durch  die 
Geraden  EiE2^  ^1^2^  •^1^2)  «^i*^?  ^®^P*  ^^^  gleichwinklig  schnei- 
denden zu  dem  ersten  und  zugleich  zum  zweiten  Paare  der  be> 
trachteten  Kreise.  Denken  wir  K^*  und  K*  in  einen  Kreis  K^ 
der  Kugel  vereinigt,  so  erhalten  vnr  die  Lösung  im  Texte  wieder. 
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5)  Drei  Paare  Ä', ,  Ä',*;  Ä'j,  K^\  K^y  K*  von  Kreisen  auf 
derselben  Kugel  bestimmen  in  den  acht  Ebenen,  welclie  je  drei 
Aehnlicbkeitspunkte  von  ungleichem  Index  aus  den  Aehnlichkeits- 
punkten  ^, ,  J^\  E.^f  /2 1  ^zt  *^i  ^®^  zugehörigen  Orthogonalkugeln 
enthalten,  also  in  den  Ebenen  jE^,  JS^j-^a»  •^i'^2'^3>  ^x^i'^zi  •  •  » 
J^E^E^^  .  .  ,  die  gleichwinklig  schneidenden.  Man  leitet  daraus 
die  sphärischen  Kreise  ab,  welche  ein  Tripel  und  ein  Paar  von 
Kreisen  je  unter  gleichen  Winkeln  schneide^. 

6)  Um  Kreise  der  Kugel  zu  bestimmen,  welche  zwei  Paare 
Yon  Kreisen  gleichwinklig  schneiden,  kann  man  durch  stereogra- 
phische Projection  in  die  Ebene  übergehen  und  hier  nach  §  33 
die  bezüglichen  Büschel  ermitteln,  um  dieselben  dann  wieder  auf 
die  Kugel  zu  übertragen,  wie  oben  im  Text.  Durch  einen  Punkt 
der  Kugel  gehen  vier  Kreise  dieser  Art,  in  jedem  der  vier  Büschel 
einer.  Hat  man  dieselben  in  der  Ebene  ermittelt;  so  überträgt 
man  sie  in  die  Kugel;  ihre  Construction  in  der  Ebene  aber  kommt 
auf  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  von  zwei  zur  Tafel  ortho- 
gonal-symmetrischen gleichseitigen  Hyperbeln  hinaus,  die  nach 
§  32,  7  einfach  durch  die  Bestimmung  der  Potenzlinie  ihrer  Haupt- 
kreise erledigt  wird.  Die  eine  dieser  Hyperbeln  ist  die  durch  das 
Büschel  repräsentierte,  während  die  andere  durch  den  Schnitt  ihrer 
Ebene  mit  dem  zur  Tafel  symmetrischen  gleichseitigen  Rotations- 
kegel  gebildet  wird^  der  der  Ort  der  von  den  Kreisen  durch  einen 
Punkt  repräsentierten  Punkte  im  Baume  ist.    [Vergl.  I,  §  (7).] 

7)  Man  construieie  die  Kreise  auf  einer  Kugel ,  welche  ein 
Tripel  von  Kreisen  K{ j  .  .  in  ihr  unter  gleichen  Winkeln  und 
einen  weiteren  Kreis  K'  unter  vorgeschriebenem  Winkel  d.  h.  unter 
einem  Winkel  von  gegebenem  Coäinudwerth  schneiden. 

Durch  stereographische  Projection  in  die  Ebene  Übergehend 
erhält  man  hier  drei  Kreise  A^, ,  AT,«  ^z  ^^^  Tripels  und  den  Ein- 
zelkreis K,  Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  ifj?  ^z  ^^^^  ^^^ 
orthogonalen  zu  den  Potenzkreisen  E|,  I,  dieses  Paares,  die  gleich- 
winklig schneidenden  zu  A^3,  K^  die  orthogonalen  zu  den  Potenz- 
kreisen Ej,  I2  derselben.  Aus  den  Paaren  von  Netzen  resp.  den 
zugehörigen  Hyperboloiden  E|,  E^;  E|,  Ij;  I|,  Ej  und  Ij,  I2 
erhält  man  die  vier  Büschel  der  gleichwinkligen  des  Tripels  und 
die  zugehörigen  tafelsymmetrischen  gleichseitigen  Hyperbeln,  die 
durch  das  tafelsymmetrische  Punktepaar  des  Orthogonalkreises  der 
ATj,  K21  ^3  gehen. 

Der  Kreis  K  und  der  gegebene  Werth  von  cos  c  =  cotan  a 
liefert  nach  I,  §  (36^)  ein  Paar  von  zu  einander  in  Bezug  auf  die 
Tafel  symmetrischen  excentrischen  gleichseitigen  Hyperboloiden  und 
durch  den  Schnitt  mit  jeder  der  Hyperbelebenen  der  vorigen  Büschel 
erhält  man  aus  jedem  derselben  eine  excentrische  gleichseitige  Hy- 
perbel; die  zweimal  zwei  Schnittpunkte  dieser  Hyperbeln  mit  jener, 
die   wir  nach   §  32,  7   bequem  bestimmen,    sind    die    räumlichen 
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Repräsentanten  der  Kreise  des  bezüglichen  Büschels,  welche  K 
unter  dem  vorgeschriebenen  Winkel  schneiden,  man  erhält  also 
sechzehn  solche  Kreise.  Die  ßückOberlragung  derselben  auf  die 
Kugel  vervollständigt  die  Lösung  des  Problems.  Man  construiere 
insbesondere  die  gemeinsam  berührenden  zu  drei  Kreisen  auf  der 
Kugel  nach  I,  §  (36"),  4. 

8)  Man  soll  die  Kreise  bestimmen,  welche  drei  gegebene  Kreise 
Ä'/,  Ä^j»  -^a'  ^ßter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden  —  also 
von  den  Cosinuswerthen  c, ,  Cj ,  ^3  resp.    (Vergl.  §  33,  4.) 

Wir  gehen  durch  stereographische  Projection  in  die  Ebene 
zurück  zu  den  Kreisen  A^j,  K^^  K^^  die  jenen  entsprechen,  und 
denken  die  gleichseitigen  excentrischen  Botationshyperboloide  H|, 
H,*;  Hj,  Hj*;  H3,  H3*,  welche  resp.  zu  den  Spurkreisen  Ä^, , 
iSTj,  K^  und  den  Cosinuswerthen  c, ,  Cj,  c^  nach  I,  §  (36**)  ge- 
hören. Die  gemeinsamen  Punkte  der  Tripel  der  Hyperboloide  mit 
ungleichem  Index,  also  von  H, ,  Hj,  H3;  Hj*,  Hj*,  H3*;  Hj, 
H3,  H2*;  .  .  H|*,  Hj,  H3;  .  .  repräsentieren  die  acht  Lösungen. 
Um  sie  zu  ßnden,  haben  wir  nach  §  32,  6  die  Ebenen  der  Durch- 
dringung z.  B.  von  Hj,  H3  und  wiederum  die  von  H3,  Hj  zu 
bestimmen  und  die  Schnittpunkte  ihrer  Durchschnittslinie  mit  einem 
der  drei  Hyperboloide  nach  §  31,  6,  7  zu  ermitteln.  Die  Reduction 
auf  Zirkel-  und  Lineal- Constructionen  ist  durch  das  Frühere  voll- 
ständig gegeben.  Man  zeige,  wie  diese  Construction  auf  die  der 
berührenden  Kreise  zu  drei  Kreisen  in  I,  §  (36*),  4  zurückkommt. 
'  Eine  vollständige  Ausführung  bietet  Tafel  V  dar.  Man  hat 
auf  der  Kugel  K  —  untere  Figur  —  drei  Kreise  A^/,  K^\  K^^ 
von  denen  der  zweite  als  rein  imaginär  gedacht  werden  soll,  wäh- 
rend der  erste  und  dritte  reell  sind ;  und  es  sind  drei  Winkel  a j , 
a^,  «3  resp.  gegeben,  deren  Cotangenten  den  Cosinus  der  Schnitt- 
winkel <?, ,  G^y  ^3  gleich  sind,  welche  diese  Kreise  der  Reihe  nach 
mit  den  gesuchten  Kreisen  bilden  sollen  —  a,  und  otj  kleiner  als 
45*^,  so  dass  <y,  und  a^  nicht  reell  sind,  nur  a,  grösser  als  46*^, 
also  ög  reell.  Man  hat  die  zur  Ebene  von  K^  parallele  Diametral- 
ebene der  Kugel  zur  Tafel  und  den  von  K(  entferntesten  End- 
punkt des  zu  ihr  normalen  Durchmessers  als  Anfangspunkt  0  der 
reciproken  Radien  genommen  und  die  stereographischen  Abbil- 
dungen von  Ä",',  K.^\  K^  in  den  Kreisen  K^ ,  K^^  K^  der  oberen 
Figur  erhalten.  Nach  den  gegebenen  Winkeln  sind  sie  die  Spurkreise 
von  drei  gleichseitigen  Rotationshyperboloiden,  deren  Asymptoten- 
kegel die  Spuren  Ä'ja,  K<ia^  Kza  besitzen  und  von  denen  nur  das 
letzte  ein  einfaches  Hyperboloid  ist.  Der  Mittelpunkt  des  ersten 
unter  ihnen  ist  als  Projectionscentrum  gedacht,  so  dass  der  Spur- 
kreis K\a  seines  Asymptotenkegels  der  Distanzkreis  D  der  Central- 
projection  ist. 

Die  stereographischen  Projectionen  der  gesuchten  Kreise  sind 
nun   die  Bildkreise  der  acht  Punkte,   in   denen   die  bezeichneten 
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Hyperboloide  einander  zu  dreien  durchdringen.  Die  Potenzlinien 
der  Spurkreise  A^j ,  A^j'  >  ^3  ^^  Paaren  sind  die  Spuren  der  Ebenen 
ihrer  Durchdringungskegelschnitte,  oder  das  Potenzcentrum  S  der- 
selben ist  der  gemeinsame  Durchstosspunkt  der  Schnittlinien  dieser 
Ebenen.  Da  nun  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Asjmptotenkegel 
der  Hyperboloide  diesen  selbst  angehören,  so  sind  die  Fluchtlinien 
der  Ebenen  ihrer  Durchdringungscurven  dieselben,  wie  die  der 
Durchdringungen  dieser  Kegel;  man  hat  also  die  Polaren  der  Aehn- 
lichkeitspunkte  der  Spurkreise  der  Asymptotenkegel  im  ersten  der- 
selben,  welcher  zugleich  der  gemeinsame  Fluchtkreis  des  Systems 
ist,  zu  nehmen,  und  ihre  vier  Durchschnittspunkte  zu  dreien,  oder 
die  Pole  der  vier  Aehnlichkeitsaxen  der  Spurkreise  J^ia,  Afsai 
Asa  <)cr  Asymptotenkegel  als  die  Fluchtpunkte  der  Durchschnitts- 
linien der  Durchdringungsebenen  zu  je  dreien.  In  der  Tafel  ist 
für  die  Axe  s  der  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  ^|,  JE^,  E^ 
der  Pol  im  Kreise  Afia  als  Fluchtpunkt  Q'  benutzt.  Sie  enthält 
die  zugehörigen  Kreise  der  Auflösung  Ä^i «  und  ATs« ,  die  Bildkreise 
der  Schnittpunkte  der  Geraden  SQ'  oder  g  mit  dem  Hyperboloid 
über  ATj .  Parallel  zu  C^  Q'  geht  g^  durch  5,  die  Orthogonalpro- 
jection  der  Geraden  auf  die  Tafel  ^  in  der  die  Mittelpunkte  P^ 
und  P^  der  fraglichen  Kreise  liegen;  parallel  ^Q'  geht  durch  S 
die  Umlegung  (^)  derselben,  (0)  ist  der  Mittelpunkt  und  {M^j 
{M*)  sind  die  beiden  Scheitel  der  gleichseitigen  Hyperbel  (auf 
dem  Kreise  um  F  durch  />),  welche  die  zur  Tafel  normale  Ebene 
durch  g  aus  dem  genannten  Hyperboloide  schneidet,  und  mittelst  (^), 
(A|),  der  Parallelen  durch  (/?,)  zu  (S)  (M)  und  ihrer  Schnittpunkte 
(1)  und*  (2)  mit  dem  Kreise  um  (M)  durch  (0)  werden  die  Schnitt- 
punkte (P^)  und  (/^)  von  (g)  mit  jener  Hyperbel  und  damit  die 
Mittelpunkte  P^^  und  P^^  ihrer  Bildkreise  und  diese  selbst  ge- 
funden. (YergL  §  32.)  Diese  Kreise  Kisj  Ku  schneiden  sich  mit 
dem  Orthogonalkreise  von  K^^  K^j  K^  auf  der  Aehnlichkelts- 
axe  %  in  den  Punkten  Ay  J^,  In  der  untern  Figur  sind  sie  als 
ATi/i  Ku  auf  der  Kugel  nebst  dem  sphärischen  Bilde  5'  der  Aehn- 
lichkeitsaxe  in  Orthogonalprojection  auf  die  Tafel  eingetragen ;  zur 
bequemen  Orientierung  auch  die  Punkte  A  und  Ä^\  Alles  was 
in  dieser  Figur  punktiert  ist,  liegt  auf  der  dem  An&ngspunkte  0 
gegenüberliegenden  Hälfte  der  Kugel  K;  die  Berührungspunkte  von 
^9«\  K^  mit  dem  ümriss  K  sind  die  aus  der  oberen  Figur  entnom- 
menen Schnitte  von  K  mit  K^»^  K^  resp.  Man  mag  erläutern,  wie 
sich  die  Gonstruction  ändert,  wenn  der  Kreis  K^  reell  wäre,  oder  wenn 
der  Winkel  er,  über  45^  also  cf,  reell  ist;  man  mag  auch  die  Lösungen 
für  die  anderen  drei  Aehnlichkeitsaxen  E^J^J^^  etc.  hinzufügen. 

9)  Da  man  auf  der  gegebenen  Kugel  den  Anfangspunkt  reci- 
proker  Radien  willkürlich  wählen  kann,  so  ist  es  möglich,  durch 
seine  geeignete  Wahl  wesentliche  Vereinfachungen  der  Probleme 
zu  erzielen.  Wählt  man  z.  B.  im  Falle  der  Aufgabe  8)  den  An- 
fangspunkt in  einem   Schnittpunkte  von   zweien   der  drei   Kreise, 

F  i  e  d  1  e  r  f  d«nteU«nde  Geometrie.    II    3.  A  afl.  18 
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so  gehen  diese  in  gerade  Linien  der  Zeichnungsebene  über  und 
zwei  der  Hyperboloide  werden  Ebenen  mit  dem  Neigungswinkel 
cotan  (Xi  »s:  d .  Wenn  aber  keine  zwei  der  gegebenen  Kreise  reelle 
Schnittpunkte  besitzen,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie 
der  Pole  der  Ebenen  von  zweien  derselben  die  Kugel  in  zwei 
reellen  Punkten,  und  für  jeden  derselben  als  Anfangspunkt  gehen 
die  betreffenden  Kreise  in  concentrische  Kreise  der  Tafelebene  über. 
Auch  die  Verwandlung  in  Kreise  mit  einerlei  Centrale  und  in  Kreise 
von  gleichen  Badien  ist  möglich. 

10)  Weil  eine  bewegte  Gerade,  die  einen  Kreis  immer  unter 
demselben  Winkel  schneidet,  ihn  zugleich  projectivisch  theilt  und 
einen  mit  ihm  concentrischen  Kreis  umhüllt,  so  theilt  auch  ein 
veränderlicher  Kreis,  der  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  einen 
festen  Kreis  unter  unveränderlichem  Winkel  schneidet,  diesen  pro- 
jectivisch und  umhüllt  einen  Kreis  des  Büschels,  das  durch  ihn 
und  den  festen  Punkt  als  zwei  seiner  Kreise  bestimmt  ist. 

und  weil  ein  Kreis,  der  drei  feste  Kreise  von  gleichen  Radien 
gleichwinklig  schneidet,  dieselben  projectivisch  theilt  und  ein  con- 
centrisches  System  bildet,  so  werden  auch  die  Kreise  eines  Büschels, 
welche  drei  beliebige  feste  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  dieselben 
zugleich  projectivisch  theilen.  Wie  die  Aehnlichkeitsstrahlen  zweier 
Kreise,  so  theilen  auch  die  Kreise  durch  einen  festen  Punkt,  welche 
sie  gleichwinklig  schneiden,  sie  zugleich  projectivisch;  etc. 

11)  Auch  die  cyklographischen  Betrachtungen  des  Früheren 
und  die  Untersuchungen  des  vorigen  Art.  lassen  sich  auf  die  Kugel 
anwenden.  In  jenem  Sinne  erscheint  die  Kugel  auf  jeder  ihrer 
Diametralebenen  dargestellt  durch  das  zweifach  unendliche  System 
der  Kreise,  die  von  einem  gegebenen  Kreise  —  ihrem  Querschnitt 
mit  der  Tafel  —  diametral  geschnitten  werden.  Welchem  Gesetze 
genügt  das  System  ihrer  Bildkreise,  wenn  die  Tafel  das  Centrum 
der  Kugel  nicht  enthält? 

Ein  einfach  unendliches  System  von  Kreisen,  welches  eine 
Gerade  unter  constantem  Winkel  schneidet  und  yon  einem  gege- 
benen Kreise  diametral  geschnitten  wird ,  hat  als  Mittelpunktsort 
eine  Ellipse^  die  Orthogonalprojection  des  Querschnittes  einer  Ebene 
durch  jene  Gerade  mit  der  Kugel  über  diesem  Kreis.  Analog  lässt 
sich  der  gemeinsame  Kreis  zweier  Kugeln  auffassen.  (Vergl.  §  32,7.) 

12)  Da  zwei  Kugeln  ein  Büschel  bestimmen,  so  gehen  durch 
den  Schnittkreis  derselben  unendlich  viele  Kugeln  und  es  ist  offen- 
bar, dass  die  ümrisskreise  derselben  in  der  Tafel  doppelt  berührende 
Kreise  für  die  Orthogonalprojection  jenes  Kreises  sind,  also  ein 
System  doppelt  berührender  Kreise  f%Lr  eine  Ellipse. 

Man  zeige,  dass  bei  Kreisen,  die  einander  schneiden,  oder  deren 
einer  den  andern  umschliesst,  die  Summe  ihrer  kleinsten  Halb* 
sehnen  durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  ein  Maximum  und 
dass  im  zweiten  Falle  ihre  Differenz  für  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt ein  Minimum  ist. 
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35.  Wir  studieren  nun  allgemein  zunächst  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen,  später  dann  die 
mit  elliptischen  Punkten.  (§  39  f.) 

Denken  wir  drei  Gerade  g^^  g^j  g^  der  einen  Regelschaar 
einer  Regelfiäche  zweiter  Ordnung  —  von  denen  also  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen  können  —  so  ist  jede  Gerade  Ze- 
der zweiten  Regelschaar  dieser  Fläche  eine  Transversale  der- 
selben und  alle  Geraden  dieser  zweiten  Schaar^  somit  auch 
die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  selbst  sind  also  durch  jene 
bestimmt;  und  zwar  geht  durch  jeden  Punkt  A^x  von  g^  eine 
Gerade  /j,  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  A^^y  9*x  ^^^ 
^],,  ^3  und  anderseits  liegt  in  jeder  Ebene  A,,  durch  g^  eine 
Gerade   /|,    die  Verbindungslinie   der   Punkte   A|,,   ^2   ^^^ 

Die  Geraden  der  Regelschaar  /  sind  somit: 

a)  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden 
Ebenen  von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln, 
deren  Scheitelkanten  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche 
zu  der  Punktreihe  in  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen.     Die  Geraden  der  Schaar  /  sind  ferner 

b)  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Punkte  von  zwei  projectivischen  Puuktreihen,  deren 
Träger  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche  zu  dem 
Ebenenbüschel  aus  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen. 

Zugleich  wird  nun  ersichtlich ,  dass  die  Bestimmung  aus 
projectivischen  Gebilden  erster  Stufe  auch  den  Satz  beweist, 
dass  auf  der  erzeugten  Fläche  zwei  einfach  unend- 
liche Systeme  von  Geraden  oder  zwei  Regeischaaren 
liegen^  in  denen  jede  Gerade  des  einen  alle  Geraden 
des  andern  schneidet  ~  den  wir  vorher  mehr  analytisch 
entwickelten.  Denn  ist  z.  B.  g  eine  Gerade,  welche  die  Ver- 
bindungslinien /, ,  /j;  /3  der  drei  Paare  ^j,,  A.^y*^  A^^,  ^22) 
^13'  -^28  ^^°  entsprechenden  Punkten  zweier  projectivischen 
Reihen  auf  g^ ,  g^  zugleich  schneidet;  so  muss  sie  auch  alle 
die  Verbindungsgeraden  aller  andern  entsprechenden  Paare 
derselben  treffen;  weil  es  unmöglich  ist,  in  g^  und  g^  zwei 
andere  projectivische  Reihen  zu  bilden,  welche  durch  ein 
Ebenenbüschel  um  g  ausgeschnitten  werden  und  die  Geraden 

18» 
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^>  h}  h  ^^  Verbindungslinien  entsprechender  Paare  haben. 
Wir  wissen;  dass  zwei  projectivische  Elementargebilde  erster 
Stufe  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  bestimmt  sind. 
In  ganz  analoger  Art  beweist  man  denselben  Satz  für  die  Er- 
zeugung aus  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln. 

Wir  werden  überdies  im  dritten  Bande  dieses  Werkes  sehen, 
wie  die  vorigen  Erzeugungen  specielle  Formen  einer  allge- 
meinen Erzeugungsweise  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  pro- 
jectivischen Gebilden  zweiter  Stufe  sind.  (VergL  auch 
§  43,20.) 

Wir  wissen,  dass  die  Durchschnittslinien  der  entsprechen* 
den  Ebenen  yon  zwei  projectivischen  Büscheln,  deren  Scheitel- 
kanten in  derselben  Ebene  liegen,  ohne  dass  diese  sich  selbst 
entspricht,  einen  Kegel  zweiten  Grades  bilden.  (I,  üeber- 
blick  p.  229  f.,  oben  §  4,  3.) 

Und  ebenso  ist  bekannt,  dass  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  projectivischen  Reihen,  die  einen 
Punkt  gemein  haben,  der  nicht  sich  selbst  entspricht,  die 
sämmtUchen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind.  Kegel- 
flächen und  Gurven  zweiten  Grades  sind  daher  Grenzformen 
der  Regelflächen  zweiten  Grades;  in  ihren  Mantellinien  resp. 
Tangenten  sind  die  geradlinigen  Erzeugenden  beider  Systeme 
vereinigt.  Anderseits  haben  wir  in  der  Lehre  von  den  Netz- 
hyperboloiden  für  die  den  Netzen  mit  Orthogonalkreis  ent- 
sprechenden einfachen  die  Existenz  von  zwei  Schaareu  von 
reellen  Geraden,  direct  erkannt,  die  ganz  in  ihnen  liegen. 
(Vergl.  I,  §  (36")  f.) 

Nach  den  oben  entwickelten  Gonstructionen  bestimmt  man 
aus  drei  Geraden  der  Schaar  /  alle  die  Geraden  der  Schaar  ff 
—  natürlich  auch  die  übrigen  Geraden  der  Schaar  /  durch  diese. 

Beide  Gonstructionen  sind  projectivisch  (vergl.  I,  §  29), 
werden  also  am  Raumgebilde  selbst  ausgeführt,  indem  man  sie 
in  der,  gleichviel  nach  welcher  elementaren  Methode  gebildeten, 
Protection  vollzieht;  sie  sind  daher  auch  für  alle  Projections- 
methoden  gleich  vortheilhaft. 

Die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  heisst  ein  hyperbo- 
lisches Paraboloid,  wenn  sie  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt  wird,  d.  h.  wenn  zwei  ihrer  Geraden,  je  eine  von 
jeder  Schaar,  ganz  im  Unendlichen  liegen.    In  jedem  andern 
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Falle  schneidet  die  Fläche  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
eigentlichen  Kegelschnitt  und  soll  ein  einfaches  Hyperbo- 
loid heissen.  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  als  Ro- 
tationsfläche erhalten  werden,  da  die  beiden  reellen  unendlich  ent- 
fernten Geraden,  die  es  enthält,  elliptische  also  auch  kreisförmige 
Querschnitte  nicht  zulassen;  es  ist  daher  in  den  §§  31,  32  nicht 
aufgetreten,  obwohl  es  in  anderem  Sinne  gleichseitig  sein  kann. 
Wir  besprechen  die  verschiedenen  Constructionen  des  ein- 
fachen Hyperboloides  und  des  hyperbolischen  Paraboloides  in 
den  folgenden  Beispielen. 

1)  Man  construiere  zu  drei  durch  ihre  Horizontal-  und  Yer- 
ticalprojectionen  gegebenen  Geraden  der  Schaar  g  die  Geraden  der 
Schaar  /  nach  der  Methode  a). 

Wahlen  wir  auf  g^  die  Funkte  A^^^  A^^y  A^^^  so  bestimmen  wir 
die  von  ihnen  ausgehenden  Geraden  /^ ,  /, ,  /^  wie  folgt :  Wir  ziehen 
durch  ^]f,  ^]2i  ^13  respective  parallel  g^  die  Geraden  ^21  >  ^2?)  .<^23 
und  parallel  zu  ^3  die  Geraden  ^3],  ^33»  ^33  ^^^  erhalten  die  /), 
/j,  /ß  als  die  Schnittlinien  der  Ebenenpaare  g^g^xi  9%9u\  diQii'i 
^3^339  ^2^23)  9%9%%*  Dazu  wird  die  Bestimmung  eines  Punktes  der 
jedesmaligen  Schnittlinie  gefordert,  etwa  eines  Durchstosspunktes 
derselben ;  in  Tafel  VI  ist  der  horizontale  Durchstosspunkt  benutzt, 
der  als  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  der  gleichnamigen  Durch- 
stosspunkte  von  g^  und  ^2;,  respective  g^  und  g^i  entsteht.  Dabei 
liegen  die  Durcbstosspunkte  der  ^2  i  respective  g^ ,-  in  einer  Geraden 
mit  dem  gleichnamigen  Durcbstosspunkte  von  g^  Zuweilen  kann 
vortheilhaft  der  Durch schnittspunkt  der  Erzeugenden  mit  der  Hal- 
bierungsebene "B^  (vergl.  I,  §  46,  3)  benutzt  werden.  Man  erhält 
dabei  als  Ort  der  gleichnamigen  Durcbstosspunkte  die  betreffende 
Spur  der  Begelfläcbe  zweiter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  die  respectiven  Schnittpunkte  von  /j,  /j,  l^  mit 
g^  durch  A^^^  A^^^  A^^  und  mit  g.^  durch  A<^^^  A^2>  -^339  ^^  ^i^d 

die  Keinen  A^^  -äjj,  ^,3,  .  •  .5  -^21»  -^225  -^^235  •  •  •)  ^%\f  -^32'  ^^33»  •  •  • 
projectiviscb  zu  einander,  und  nach  der  früher  entwickelten  Gon- 
struction (I,  §  17)  kOnnen  also  zu  jedem  Punkte  Ain  in  gi  die 
entsprechenden  Punkte  in  g^  und  gi  hinzu  construiert  werden,  die 
iann  mit  jenem  in  einer  Geraden  l^  gelegen  sind. 

Ebenso  sind  die  Reihen  A^^j  ^^ii  ^stf"  ^^  ^i?  ^^12?  -^22»  -^3?'  *** 
in  /j,  i^]39  ^23 >  ^33 >  •  •  •  in  /3  zu  einander  projectiviscb;  etc. 

2)  Man  construiere  zu  den  drei  Geraden  ^^ ,  ^29  9z  der  einen 
Begelschaar  diejenigen  Geraden  der  andern  Eegelschaar  der  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  ihnen  respective  parallel  sind.  Dazu  legt 
man  durch  g^  die  zu  ^2;  ffs  respective  parallelen  Ebenen  G]2>  ^\z] 
durch  g^  die  zu  ^3,  g^  parallelen  G23,  G2]  und  durch  g^  die  zu 
9%  >  92  P&i'^lolen  G31 ,  G32  und  bestimmt  jene  Erzeugenden  1, ,  Ij , 
I3  als  die  respectiven   Schnittlinien   der   Ebenenpaare    G21,    G3,; 
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G32,  0)2)  0|3,  G23.  Die  projectivischen  Reihen  in  den  Geraden 
g  und  /  sind  dann  durch  ihre  Gegenpunkte  und  je  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  bestimmt.  (Vergl.  §  17,  1,  3.) 

3)  Die  sechs  Ebenen  Qcik  bilden  ein  Parallelepiped  — 
denn  G/ü;  und  Otu  sind  einander  parallel  —  von  welchem  die  Ge- 
i*aden  ^1 12^311^2^3  ®^^^  Kette  von  Kanten  bilden,  und  ein  wind- 
schiefes Sechseck  mit  paarweis  parallelen  Gegenseiten.  Seine  Ecken 
sind  in  der  entsprechenden  Folge  A]2  A32  A3,  A21 A23  A,^.  Die  Punkte 
A|p  A221  A33  liegen  auf  g^^  und  1,^  g^  und  I2,  g^  und  I3  respective 
unendlich  fern.  Die  Ebenen  ^jL^,  l^^a?  9%\y  1|^2?  di^-^y  \9\  8i»<i 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Aj2,  A32,  A3,, 
A21,  A23,  A,3  respective  und  die  Ebenen  ^,1,,  ^2^)  ^3^3  berühren 
sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten  A,,,  A22;  A33. 

Man  verzeichne  aus  diesem  Parallelepiped  die  axonometrische 
Projetion  des  einfachen  Hyperboloids. 

Wenn  das  Parallelepiped  aus  drei  Paaren  paralleler  Man- 
tellinien rectangulär  ist,  so  ist  das  Hyperboloid  von  einer  beson- 
deren Art  (§  37,19 f.);  sein  Asymptotenkegel  besitzt  dann  unendlich 
viele  Tripel  orthogonaler  Erzeugenden  und  so  auch  das  Hyperboloid 
selbst  in  jeder  seiner  Schaaren.  Die  Querschnitte  normal  zu  einer 
Erzeugenden  sind  gleichseitige  Hyperbeln;  man  hat  es  daher  selbst 
gleichseitig  genannt.  Drei  windschiefe  Gerade  g^^  g^^  g^^y  die 
zu  einander  orthogonal  sind,  bestimmen  ein  solches.  Ist  das  Paral- 
lelepiped ein  Würfel,  so  erhält  man  ein  solches  specielles  (nicht 
im  früheren  Sinne  gleichseitiges)  Rotationshyperboloid. 

4)  Mit  den  Punkten  An^  ^s,*,  A^  einer  Geraden  gi  erhält 
man  die  Relationen 

^yjAii  ^2t  -^28         A^^Asi 

^12-^13  ^'2\^^i  ^Z\^Si 

d.  h.  die  Punkte  A^2i  -^21»  -^3»  ^heilen  die  Strecken  AuA^^j  A^^Aa,, 
^32^81  ^™  gleichen  Verhältniss. 

Trägt  man  also  zt  B.  die  Strecken  AsiA^^  und  ^3«' ^3,  von 
A^2  &UB  in  der  Parallelen  zu  g^  respective  nach  2,  1  ab  (durch 
Parallelen  zu  ^3 ,-^12),  so  giebt  die  Parallele  zu  1  ^^33  durch  2  den 
Punkt  Aii'j  und  wenn  man  auf  die  Parallele  zu  g^  von  ^32  die 
Strecke  A^^Aik  (durch  Parallelen  zu  ^,2-^4,3)  in  k  abträgt  und 
A^ik  zieht,  so  findet  man  Ask*  Endlich  A2k  mit  Auftragung  von 
A^2^tk  und  A^2^n  durch  Parallelen  zu  ^12^21  ^^  ^»  ^^  k  und  3 
und  die  Parallelen  zu  kA^^  aus  3. 

Analog  auf  den  /  aus 

A2\Aki  A^2  ^82  -^23  ^*  3 

—■  ■  ■    ■  SSSS       -■       -  ■  ■   ■-  ^^^^  ■     I         • 

-^21  -^SI  ^,2^*2  A^^AkS 

5)  Die  perspectivischen  Axen  der  projectivischen  Reihen  (vergl. 
I,  §  17)  in  den  Erzeugenden  g^  und  g^,  respective  g^  sind  parallel 
je  einer  Diagonale  des  vorbezeichneten  Parallelepipedes,  welches  die 
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gegebenen  g  mit  den  zu  ibnen  parallelen  /  bestimmen.    In  Tafel  V 

ist   «2  II  '^12  "^21  • 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Oegenecken  unseres  Parallele- 
pipedes  sodann,  seine  Hauptdiagonalen^  gehen  durch  einen  Punkt  — 
wir  werden  ihn  als  den  Mittelpunkt  der  Fläche  erkennen  (9)  — 
und  die  Schnittlinien  seiner  drei  Paare  von  gegenüberliegenden 
Flächen,  der  Tangentialebenen  in  jenen  Eclgenpaaren,  liegen  in  einer 
Ebene  —  der  unendlich  fernen  Ebene.  Als  rein  projectivisch  werden 
diese  Relationen  für  jedes  Sechsseit  aus  Mantellinien  eines  einfachen 
Hyperboloides  gelten.  In  der  That  für  g\lig^l\9^l^  als  ein  solches 
Sechsseit  aus  beliebigen  drei  Mantellinien  der  einen  und  beliebigen 
drei  Mantellinien  der  anderen  Begelschaar  gehen  die  Geraden  von 
g^l^  nach  ^2^1?  ^^°  ^3^3  n^^  g^l^  und  von  g^l^  nach  g^l^  durch 
einen  Punkt,  weil  sie  drei  Gerade  sind,  die  einander  schneiden 
müssen,  ohne  alle  in  einer  Ebene  liegen  zu  können ,  da  die  beiden 
ersten  in  der  Ebene  ^2^2?  ^^^  zweite  und  dritte  in  ^3/3  und  die 
dritte  und  erste  in  g^l^  liegen.  Man  kann  sagen,  dass  je  zwei 
Tripel  von  Mantellinien  desselben  Hyperboloides,  das  eine  aus  der 
einen  und  das  andere  aus  der  anderen  Begelschaar  ^  stets  ein 
Brianchon'sches  Sechsseit  bilden,  und  umgekehrt;  dass  die 
zwei  Gruppen  alternierender  Seiten  eines  solchen  Sechsseits  immer 
sechs  Mantellinien  eines  einfachen  Hyperboloides  sind.  Aber  ebenso 
sind  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen  in  jenen  Eckenpaaren, 

d.  h.  der  Paare  von  Ebenen  g^l^  und  ^2^)  ^2^3  ^^^  ^3^2;  0%^\  ^^ 
g^l^  Gerade  in  einer  Ebene,   weil  sie  einander  schneiden  müssen 

(nämlich  in  den  Punkten  ^2^3)  9%h>  ffi^\)f  ^^®  ^^^  durch  einen 
Punkt  zu  gehen.  (I^  p.  113.)  Man  kann  somit  dieselben  Sechs- 
seite auch  als  Pasc ar sehe  bezeichnen;  sie  haben  einen  Bri- 
anchonpunkt  imd  eine  Pascalebene,  dem  Gesetze  der  Dua- 
lität im  Baume  gemäss. 

In  der  Darstellung  tritt  jenes  im  Umriss  und  in  dem  Kegel 
der  Tangentialebenen  aus  einem  beliebigen  Punkte,  dieses  in  der 
Spur  und  im  Kegelschnitte  der  Punkte  der  Fläche  in  einer  be- 
liebigen Ebene  hervor.  Dort  liefern  die  drei  Paare  von  Mantel- 
linien sechs  Tangentialebenen  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  und 
die  Verbindungsebenen  der  Gegenkanten  ihres  Sechsflachs  gehen 
durch  eine  Gerade,  den  Strahl  vom  Centrum  zum  Brianchonpunkt 
des  Sechsseits.  Hier  bestimmen  dieselben  Mantellinien  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnittes  und  die  drei  Schnittpunkte  der  Gegenseiten - 
paare  ihres  Sechsecks  liegen  in  einer  Geraden,  der  Spur  der  Pascal- 
ebene des  Sechsseits  auf  dem  Hyperboloid. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  aus  drei  Geraden  der  Sohaar 
g  und  drei  Geraden  der  Schaar  /  des  nämlichen  Hyperboloides 
immer  sechs  Sechsseite  gebildet  werden  können,  so  dass  man  aus 
denselben  sechs  zugehörige  Brianchonpunkte  und  sechs  zugehörige 
Pascalebenen  erhält. 

6)  Man  construiere  zu  den  Geraden  g^,  g^t  ^39  welche  durch 
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die  Paare  ihrer  ersten  Projectionen  gegeben  sind,   die  Geraden  /, 
wenn  insbesondere  gelegen  sind 

a)  Qy  parallel  zur  Projectionsaxe  OZ^ 

b)  g^  parallel  zur  Projectionsaxe  OX  und  g^  parallel  OJT, 

c)  g^  paraDel  zu  OZj  g^  parallel  zur  Projectionsebene  XOZ. 

7)  Wenn  zu  den  Geraden  ^, ,  ^2 ;  9%  ^^^  ersten  Regelschaar 
zwei  Gerade  /^ ,  l^  der  (weiten  Schaar  der  Fl&che  gefunden  sind, 
so  sind  in  diesen  die  projecti vischen  Reihen  durch  A^^^  ^^m  ^sm 
^n  ^n^  -^32  ^cs^izQzut  und  zu  jedem  Punkte  An  der  ersten  con- 
struiert  man  den  entsprechenden  Punkt  Afg  der  letzteren  und  somit 
als  die  Gerade  AnA^^  eine  neue  Gerade  ^,-.  Man  kann  sagen:  Eine 
BegelflSche  zweiter  Ordnung  ist  durch  ein  windschiefes 
Vierseit  und  eine  Transversale  von  zwei  Gegenseiten 
desselben  bestimmt. 

8)  Man  construiere  zu  drei  durch  Fluchtpunkte  und  Durch- 
stosspunkte  centralprojectivisch  bestimmten  Geraden  g  die  Central- 
projectionen  der  Geraden  der  Schaar  /  nach  der  Methode  unter  b). 
(Tafel  VII,  vergl.  I,  §  8,  8  u.  10.) 

Man  dreht  um  die  Gerade  ^^  eine  Ebene  und  bestimmt  in  jeder 
Lage  ihre  Durchschnittspunkte  A%i ,  A^i  mit  den  Geraden  g^  nnd  g^ ; 
die  Verbindungslinie  A^Asi  ist  die  Gerade  /,-.  Die  Spur  und  Flucht- 
linie der  sich  drehenden  Ebene  sind  Parallelenpaare  durch  den 
Durchstosspunkt  Sy  und  den  Fluchtpunkt  0/  von  g^ ,  und  zur  Be- 
stimmung der  Durchschnittspunkte  mit  ^2  ^^^  ffz  ^^^^  ^^^  Hilfs- 
ebenen durch  diese  Geraden  legen,  etwa  die  beiden  zu  einander 
parallelen^  deren  gemeinschaftliche  Fluchtlinie  die  Fluchtpunkte  von 
g^  und  ^3  verbindet.  Die  Figur  Tafel  VII  giebt  die  Durchführung 
für  zwei  Lagen,  die  Erzeugenden  /^ ,  I2  mit  den  Punktreihen  A^^y 

'^2t  )    -^311    -^n;    ''227    •^S2" 

Sind  zwei  Lagen  der  /  bestimmt,  so  kann  man  die  ferneren  g 
aus  den  projectivischen  Reihen  aus  diesen,  und  aus  drei  Lagen  der 
/  kann  man  die  sämmtlichen  übrigen  /  mittelst  der  projectivischen 
Rciihen  in  den  g  construieren.  Die  zu  den  drei  gegebenen  g  paral- 
lelen Geraden  der  Schaar  /  sind  in  demselben  Falle  nach  dem  Vorigen 
zu  construieren,  und  damit  das  Parallelepiped  der  Aufgabe  3)  mit 
den  bezüglicken  neun  Tangentialebenen  der  Fläche.  Sie  sind  in  der 
Figur  construiert  und  durch  1/1213'  bezeichnet;  die  Ecken  des  Paral- 
lelepipeds,  welche  der  Fläche  angehören,  oder  die  Ecken  des  wind- 
schiefen Sechsecks  sind  projiciert  in  Ajj',  A13',  A.^^^  '^ii'y  -^31« 
A32't  ^i^  Verbindungslinien  der  Gegeneckenpaare  schneiden  sich 
in  M'  (vergl.  §  37,  1 4),  dem  Bilde  vom  Mittelpunkte  des  Hyper- 
boloids. 

Der  Ort  der  Durchstosspunkte  und  der  Ort  der  Fluchtpunkte 
aller  Geraden  beider  Regeischaaren  sind  die  Curven,  die  man  als 
Spur  und  Fluchtlinie  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
zu  bezeichnen  hat;  nach  der  Construction  sind  sie  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte. 
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Die  Fluchtlinie  der  Flftcbe  ist  die  Spur  des  Kegels,  der  durch 
die  projicierenden  Parallelebenen  der  Ebenen  der  erzeugenden  Bü- 
schel oder  nach  der  Parallelverschiebung  derselben  an  das  Projec- 
tionscentrum  entsteht;  seine  Mantellinien  sind  ihren  geraden  Er- 
zeugenden parallel,  jede  zu  einer  Mantellinie  der  einen  und  zu  einer 
der  andern  Schaar.  Man  kann  ihn  als  den  projicierenden 
Parallelkegel  der  Fläche  bezeichnen. 

9)  Man  zeige  aus  der  Construction,  dass  zu  jeder  Geraden  / 
eine  ihr  parallele  g  gehört  und  dass  die  Schnitte  aller  Paare  von 
Erzeugenden  und  ihrer  Parallelen  in  Geraden  aus  dem  Mittelpunkte 
des  Parallelepipeds  und  gleich  entfernt  von  ihm  liegen. 

Daraus  entspringt  der  Satz:  Die  aus  irgend  drei  Paaren 
paralleler  Mantellinien  desselben  Hyperboloides  be- 
stimmten Parallelepipeda  haben  gleiches  Volumen. 
Denn  so  oft  man  in  einem  Parallelepipede  Q\li0^^\9i}%  ^^^  ^^mc 
paralleler  Kanten  g^ ,  /^  durch  ein  anderes  g^ ,  l^  ersetzt,  hat  man 
zu  dem  Volumen  des  alten  Parallelepipedes  ebenso  viel  zugesetzt, 
wie  von  ihm  weggenommen^  um  das  neue  9\^29AhOih  ^^  bilden. 
Dadurch  kann  man  aber  von  einem  solchen  Parallelepiped  zu  jedem 
anderen  gelangen. 

Wir  merken  noch  an,  dass  das  nämliche  Parallelepiped  —  von 
den  Ecken  A,  B,  (7,  B  einer  Fläche  und  den  entsprechenden 
Ecken  E^  F,  G,  H  der  Gegen€äche  —  vier  Hyperboloide  be- 
stimmt, nämlich  mit  den  aufgeschriebenen  Sechsecken  ABCG H Ey 
BCDHEF,  CBAEFG,  BABFGH,  so  dass  ihnen  in  Paaren 
III,  IUI,  IIV,  um,  HIV,  m  IV  die  Kanten  BC,  EH-, 
AE,  CG;  AB,  GH\  CB,  EF\  BF,  BH;  AB,  FG  gemeinsam 
sind.  Alle  ihre  aufgeschriebenen  Parallelepipeda  haben  das  näm- 
liche Volumen. 

10)  Man  wähle  in  Tafel  VH  einen  Hauptpunkt  67,  und  con- 
struiere  die  Orthogonalprojection  K'  der  Querschnittscurve  der  Ver* 
schwindungsebene  mit  dem  Hyperboloide  auf  die  Tafel.  (Die  Er- 
zengenden /|^,  l^,  l^^  von  den  gleichen  Verschwind  ungspunkten 
init  ^, ,  ^2)  9'i  liefern  drei  Punkte  und  ihre  Tangenten  fttr  diese 
Curve.) 

11)  Man  bestimme  für  die  durch  drei  Gerade  g^^  g^,  g^  ge- 
gebene Regelfläche  zweiter  Ordnung  in  Centralprojection  diejenigen 
Erzeugenden  /,  welche  mit  den  g  respective  das  nämliche  Bild  haben. 
Sind  S^  (>,',  S^  Qjj  S^  Q^  die  Paare  der  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkte von  g^,  g^,  g^  und  sucht  man  Durchstoss- und  Fluchtpunkt 
S^  Q^'  von  /j ,  welches  mit  g^  dasselbe  Bild  /j',  g^  hat,  so  wird 
man  etwa  durch  die  parallelen  Geraden  0(0%  Q\*\  '^x^t*^  ^^2^2*) 
femer  durch  5,  (>,',  S^O^'  in  ^3'  die  Punkte  Ö,2*',  5,*,  S^*,  (?„  G2 
bestimmen.  Denkt  man  dann  einen  beliebigen  Punkt  (S  der  Tafel 
—  in  Tafel  VII  ist  der  Punkt  Af'  als  dieses  6  gewählt  —  als  üm- 
legung  des  Centrums  mit  der  projicierenden  Ebene  von  g^  und  /j, 
80  erhält  man  die  in  Tafel  VII  gegebene  Construction  fUr  die  Ge- 
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rade  S^*Q^*'  nnd  das  Bild  des  Schnittpunktes  A^^  von  ^3  und  l^. 
Man  erläutere  dieselbe  vollständig.  Der  Punkt  ^3/  ist  der  Berühr- 
ungspunkt der  Geraden  ^3'  mit  der  ümrissellipse  des  Hyperboloides 
und  kann  daher  auch  nach  der  projecii vischen  Erzeugung  derselben 
construiert  werden ;  ebenso  die  Punkte  ^3*,  Q.^*'  als  Schnittpunkte 
der  Geraden  ^3'  oder  ^3  O3  nait  dem  Spur-  respective  Flucht- Kegel- 
schnitte der  Fläche. 

12)  Man  construiere  in  Centralprojection  diejenige  Regelfläche 
zweiter  Ordnung,  für  welche  eine  Gerade  ff^  als  projicierende  Linie, 
eine  Gerade  ^2  ^^^  ^°  ^^^  Bildebene  gelegen  und  die  Gerade  ^3 
willkürlich  gegeben  sind ;  insbesondere  die  in  der  Bildebene  gelegene 
Erzeugende  /^  und  damit  den  Berührungspunkt  der  Bildebene  mit 
der  Fläche;  ebenso  die  Tangentialebene  derselben  im  Centrum. 

1 3)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  für  das  durch  ^, ,  ^29 
^3  bestimmte  einfache  Hyperboloid  diejenigen  Tangentialebenen  und 
ihre  Berührungspunkte,  welche  durch  ^,  gehen  und  die  Tafel- 
neigung 45^  besitzen. 

14)  Diejenigen  Transversalen  zweier  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Geraden  ^| ,  ^29  welche  zu  einer  festen  Ebene  parallel  sind, 
bilden  die  eine  Begelscbaar  eines  hyperbolischen  Paraboloides,  für 
welches  jene  Geraden  zur  andern  Begelscbaar  gehören.  Man  ver- 
zeichne dasselbe  in  Parallelprojection  a)  für  jene  Ebene  als  erste 
Projectionsebene,  b)  als  Halbierungsebene  H;,',  c)  als  erste  proji- 
cierende Ebene. 

15)  Man  construiere  die  Centralprojection  des  durch  zwei  Ge- 
rade der  Schaar  g  und  die  Tafelebene  als  Parallelebene  der  Schaar  / 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloides.  Wo  berührt  es  die  Tafel, 
wo  die  Verschwindungsebene  und  die  zweite  Parallelebene?  Im  un- 
endlich fernen  Punkt  der  zugehörigen  Erzeugenden  /,  etc. 

16)  Durch  ein  windschiefes  Vierseit,  also  auch  durch  ein  be- 
liebiges Tetraeder,  nämlich  eine  Kette  von  vier  Kanten  desselben, 
ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vollkommen  bestimmt  —  weil  zwei 
Gegenkanten  die  Stellung  der  Parallelebene  liefern,  welche  mit  den 
beiden  andern  zusammen  die  Bestimmung  nach  dem  Vorigen  leistet. 
Man  verzeichne  dasselbe  für  das  reguläre  Tetraeder  in  Parallelpro- 
jection und   discutiere   die  Mehrdeutigkeit  dieser  Bestimmung. 

17)  Man  construiere  in  Parallelprojection  ein  hyperbolisches 
Paraboloid^  welches  die  erste  und  zweite  Projectionsebene  in  ge- 
gebenen Punkten  berührt. 

18)  Man  bestimme  ftlr  ein  durch  ein  windschiefes  Vierseit  ge- 
gebenes hyperbolisches  Paraboloid  a)  in  Parallelprojection,  b)  in 
Centralprojection  die  Richtung,  in  welcher  sein  Berührungspunkt 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  liegt. 

19)  Ein  windschiefes  Vierseit  g^l^g^i^  und  ein  Punkt  iP  resp. 
eine  Tangentialebene  T  der  Fläche  bestimmen  sie,  weil  sie  die 
erzeugenden   projectivischen  Ebenenbüschel  z.  B.  g^  .  l^l^P  nnd 
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^3  .  /j/^^  resp.  die  erzeugenden  projectivischen  Punkireihen  be- 
stimmen. Ebenso  ist  sie  bestimmt  durch  zwei  Gerade  der  einen 
Schaar  ^j,  g^f  eine  Gerade  der  andern  /,  und  zwei  Punkte  resp. 
zwei  Tangentialebenen  z.  B.  durch  ^|  .  /^  P^  P^  und  g^  .  Ix  P^  P^ ; 
also  auch  durch  zwei  Gerade  derselben  Schaar  und  drei  Punkte 
oder  drei  Tangentialebenen,  z.  B.  aus  dBn  projectivischen  Reihen 
g^  .T^TjTa  und  ^2.TjT2T3. 

Wären  zwei  sich  schneidende  Gerade  g  und  /  gegeben,  so 
sind  vier  Punkte  resp.  Tangentialebenen  der  Fläche  ausserdem  zur 
Construction  erforderlich  —  wir  wollen  annehmen  vier  Punkte  P^y 
-^2)  ^3)  ^4  seien  gegeben.  Denken  wir  die  Erzeugende  g^  durch 
7^1  in  der  Fläche,  so  wäre  das  Ebenenbüschel  g  ,  IP^P^P^  projec- 
tivisch  zu  dem  Büschel  g^  .  lP2P'iPi'i  d.  h.  g^  liegt  in  der  Ebene 
P^l.  Die  Ebene  P^P^P^  schneidet  die  Büschel  in  den  erzeugenden 
Büscheln  eines  Kegelschnittes  durch  die  Durchstosspunkte  von  g 
und  /,  sowie  die  Punkte  Pj,  P^^  P^,  der  aber  auch  den  Durch- 
stosspunkt  von  g^  enthält  und,  weil  dieser  auch  auf  ihrer  Schnitt- 
linie mit  der  Ebene  P^  l  liegen  muss,  ihn  eindeutig  bestimmt,  so- 
mit die  Gerade  g^  durch  zwei  Punkte  liefert.  Umgekehrt  bestimmt 
ein  Kegelschnitt  mit  zwei  Geraden,  die  ihn,  aber  nicht  einander, 
schneiden,  als  Mantellinien  derselben  Schaar,  ein  einfaches  Hy- 
perboloid. 

Man  zeige,  dass  auch  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  zwei  ihn 
berührende  zu  einander  windschiefe  Gerade  als  Mantellinieu  der- 
selben Schaar  ein  einfaches  Hyperboloid  bestimmen  —  durch  die 
dualistisch  der  vorigen  entsprechende  Construction. 

20)  Endlich  bestimmen  eine  Mantellinie  g  und  sechs  Punkte 
P, ,  .  .  .  P|j  oder  sechs  Tangentialebenen  die  Fläche.  Zwei  pro- 
jectivische  Ebenenbüschel  g  ,  P^  .  ,  .  P^  und  ^,  .  i*,  .  .  .  Pg,  für  ^j 
als  eine  durch  P^  gehende  zu  bestimmende  Gerade  erzeugen  die 
Fläche.  Eine  Tafelebene  wird  von  dem  ersten  in  fünf  Strahlen 
eines  Büschels  geschnitten  und  die  fünf  Strahlen  P,  P^^  P^P^. .  P,  P^ 
liefern  in  ihr  fünf  Punkte  der  Strahlen  eines  zu  jenem  projecti- 
vischen Büschels,  dessen  Scheitel,  der  Durchstosspunkt  von  ^| , 
darnach  bestimmt  wird;  man  erhält  ihn  als  vierten  gemeinsamen 
Punkt  von  zwei  Kegelschnitten  durch  die  Durchstosspunkte  der 
Strahlen  /^jA'j,  -^1^3»  ^1^45  deren  erster  noch  durch  den  Durch- 
stosspunkt  P^P^  so  geht,  dass  das  Doppelverhältniss  dieser  vier 
Funkte  mit  dem  der  Spuren  von  g  .  P^P^P^P^  übereinstimmt, 
indes  der  zweite  durch  die  Durchstosspunkte  von  P^  P^ ,  P\Pz} 
P]  P^  und  P^  P^  so  geht ,  dass  ihr  Doppelverhältniss  mit  dem  von 
g  .  P^P^P^Pq  übereinstimmt.    (Vergl.  I,  §  25,  1.) 

Man  erläutere  die  Construction  aus  einer  Mantellinie  und  sechs 
Tangentialebenen. 

36.  Wir  stellen  unten  eine  Reihe  von  besonderen  Er- 
zeugungen der  Begelflächen  zweiter  Ordnung  zusammen^  welche 
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constructiyes  Interesse  besitzen  und  zu  gewissen  Specialformen 
derselben  hinführen.    (Beisp.  l — 13.) 

Aus  den  bereits  discutierten  Gesetzen  ergiebt  sich  die 
Eigenschaft:  Das  Büschel  der  Tangentialebenen  eines 
einfachen  Hyperboloids  durch  eine  seiner  Erzeu- 
genden ist  projectivisch  zu  der  Reihe  ihrer  Be- 
rührungspunkte in  dieser  letzteren;  d.  h. 

denn  es  ist 

(^1  •  hhh^v  "^  (-^21^22-^23-^24) 
und 

(-^21  -^22  ^23  -^24)  **  (-^11  -^12  -^13  -^14)  • 

Zu  drei  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung durch  dieselbe  gerade  Erzeugende  und  ihren 
Berührungspunkten  ist  somit  für  jede  vierte  Tan- 
gentialebene der  Berührungspunkt  und  für  jeden 
vierten  Punkt  die  Tangentialebene  linear  bestimmt 
—  durch  die  Construction  projectivischer  ungleichartiger  Grund- 
gebilde erster  Stufe.  (I,  §  16.)  Die  Figur  73  zeigt  für  die  Er- 
zeugende  ^j  eines  einfachen  Hyperboloids^  das  durch  das  wind- 
schiefe Viereck  g\l\g2^2  ™^^  ^^^  Transversale  l^  bestimmt  ist, 
die  Construction  der  Tangentialebene  im  Punkte  P  und  im 
unendlich  fernen  Punkte  ü.  Die  Tangentialebenen  in  ^m 
^i2>  .^13  sind  als  Ebenen  ^|/, ,  ^1^21  ^1^3  clurch  ihre  Horizon- 
talspuren ^1*,  5,^9  5,^  verzeichnet  und  es  ist  die  aus  ihrem 
Büschel  durch  die  zur  Axe  OX  normale  Gerade  durch  S^^ 
geschnittene  Reihe  1,  2,  3  und  die  Reihe  der  Berührungs- 
punkte A^(y  A^2,  -^13'  2^^  Construction  der  perspectivischen 
Axe  /2  benutzt;  sodann  sind  zu  P'  und  U'  die  entsprechenden 
Punkte  bestimmt  und  durch  sie  die  Spuren  s^p  und  s^^  ge- 
zogen. 

Von  den  zahlreichen  Consequeiizen  dieses  Satzes  geben 
wir  auch  eine  Reihe.    (Beisp.  14  u.  f.) 

Es  ist  eine  Ausdrucksform  des  Vorigen  und  eine  Zusam- 
menfassung der  projecti vischen  Erzeugungen  in  §  35  in  Ana- 
logie zu  I;  §25,  wenn  wir  sagen:  Vier  Gerade  derselben 
Regelschaar  eines  einfachen  Hyperboloides  be- 
stimmen mit  jeder  Geraden  der  andern  Schaar  des- 
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selben  das  nämliche  DoppeWerhältniss  —  das  näm- 
liche für  ihre  Schnittpunkte  und  für  ihre  Verbindungsebenen 
mit  derselben.    (Vergl.  I,.  §  24.) 

1)  Die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenenpaare 
von  zwei  projectiyischen  Ebenenbüscheln,  deren  Scheitelkanten  nicht 
in  einerlei  Ebene  liegen ,  sind  die  Geraden  der  einen  Regelschaar 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  zu  der  die  Träger  als  Gerade  der 
andern  Schaar  gehören. 

Fig.  78. 


2)  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punktepaare  von 
zwei  projectivischen  Reihen,  deren  Träger  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  sind  die  Geraden  der  einen  Regelschaar  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung,  zu  der  die  Träger  als  Gerade  der  andern  Schaar  gehören. 

3)  Wenn  von  den  Geraden  ^, ,  g^^  g^  zwei  in  einerlei  Ebene 
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liegen,  so  entsteht  als  Specialfall  der  Regelfi&che  zweiter  Ordnung 
als  Ort  ihrer  Transversalen  das  Ebenenpaar  —  nämlich  genauer 
zwei  Strahlenbüschel,  die  einen  gemeinsamen  Strahl  haben.  Wann 
das  Punktepaar? 

4)  Wenn  zwei  Paare  von  Ebenen  sich  um  ihre  respectiven 
Schnittlinien  ^,,  g^  so  drehen^  dass  die  von  ihnen  gebildeten  Winkel 
ihre  Grösse  nicht  ändern,  während  zugleich  das  eine  Paar  der  Schen- 
kelebenen immer  einen  Punkt  einer  festen  Geraden  enthält,  so  be* 
schreiben  die  übrigen  Schnittlinien  der  Schenkelebenen  die  Schaaren 
/  von  Begelflächen  zweiter  Ordnung  durch  die  Scheitelkanten. 

5)  Wenn  zwei  Gerade  sich  um  ihren  Schnittpunkt  so  drehen, 
dass  sie  zwei  feste  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  g^ ,  g^ 
stets  schneiden  —  nämlich  die  erste  von  ihnen  die  eine  und  die 
zweite  die  andere  — ,  während  sie  zugleich  zu  einander  normal 
bleiben,  so  erzeugt  die  Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit 
g^  und  g^  die  Regelschaar  /  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch 
g^  und  g^. 

6)  Wenn  zwei  Punktreihen  in  Geraden,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  projectivisch  ähnlich  sind  (I,  §  17,  5),  so  erzeugen 
die  Verbindungslinien  der  Paare  ihrer  entsprechenden  Punkte  die 
eine  Begelschaar  eines  hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  die 
Träger  zur  andern  Schaar  gehören;  auch  darum  ist  durch  ein  wind- 
schiefes Vierseit  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vollkommen  bestimmt^ 
während  für  das  Hyperboloid  die  Hinzufügung  einer  Transversale 
nöthig  ist.  Die  Richtungen  seiner  Gegenseitenpaare  liegen  in  zwei 
Stellungeui  zu  denen  die  Transversalen  des  jeweiligen  andern  Paares 
parallel  sind. 

7)  Nach  I,  §  10,  11  bilden  diejenigen  Transversalen  zweier 
Geraden,  die  mit  ihnen  gleiche  Winkel  einschliessen,  zwei  hyper- 
bolische Paraboloide;  denn  sie  sind  der  einen  oder  der  anderen  der 
zwei  Ebenen  parallel,  welche  die  von  Parallelen  der  Geraden  durch 
einen  Punkt  gebildeten  Winkel  halbieren  und  auf  ihrer  Ebene 
normal  stehen. 

8)  Wenn  von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  das  eine 
aus  Parallelebenen  besteht,  so  erzeugen  die  Schnittlinien  entsprechen- 
der Paare  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Ebenso,  wenn  das  Paar  ihrer  parallelen  Ebenen  ein  entspre- 
chendes Paar  ist;  also  z.  B.  bei  Angabe  von  drei  zu  einer  Ebene 
parallelen  Geraden  ^,-,  d.  h.  solchen,  deren  Richtungen  derselben 
Stellung  angehören. 

9)  Wenn  man  durch  die  Punkte  einer  geradlinigen  Reihe 
Parallelen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  ihr  projectivischen 
Strahlenbüschels  zieht,  dessen  Ebene  jene  Reihe  nicht  enthält,  so 
sind  diese  die  Erzeugenden  /  eines  hyperbolischen  Paraboloides, 
welches  den  Träger  der  Reihe  und  die  Stellung  der  Ebene  des 
Büschels  zu  Erzeugenden  der  Schaar  g  hat. 

10)  Beim  Paraboloid  werden  die  /  von  den  Parallelebenen  der 
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g  durch  die  g  fthnlich  und  in  symmetrischen  Paaren  gleich  getheilt; 
unier  den  letzteren  ist  je  eine  zu  den  Parallelebenen  normal ;  ihren 
Schnittpunkt  nennt  man  den  Scheitel  des  hyperbolischen  Para- 
boloides. 

11)  Wenn  die  Parallelebenen  der  g  und  der  /  zu  einander 
rechtwinklig  sind^  oder  die  Geraden  der  einen  Schaar  rechtwinklig 
zu  je  einer  Geraden  der  andern,  so  erhält  man  das  gleichseitige 
hyperbolische  Paraboloid;  also  aus  einem  beliebigen  £benen- 
büschel  und  einem  Büschel  von  Parallelebenen  normal  zu  seiner 
Scheitelkante;  aus  zwei  projectiyischen  Ebenenbüscheln^  in  denen 
das  eine  Paar  der  Schenkelebenen  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
einander  zugeordnet  sind  und  aus  zwei  ähnlichen  Punktreihen,  in 
denen  die  Pusspunkte  ihrer  gemeinsamen  Normale  einander  ent- 
sprechen. 

12)  Wenn  zwei  Ebenen  sich  um  feste  Gerade  ^|,  g.^^  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  drehen,  dass  sie  stets  zu  einander  recht- 
winklig bleiben,  so  erzeugt  die  Schnittlinie  derselben  die  Regel- 
schaar  /  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  g^  und  g^. 

Wir  haben  in  I»  §  11,  5  den  besonderen  Kegel  zweiten  Grades 
betrachtet,  der  aus  zwei  Ebenenbttscheln  mit  sich  schneidenden 
Scheitelkanten  entsteht,  in  denen  die  Paare  entsprechender  Ebenen 
zu  einander  normal  sind  und  setzen  nun  die  Scheitelkanten  als 
windschief  zu  einander  voraus.  Wir  knüpfen  die  Erörterung  an  die 
gewöhnliche  Centralprojection  der  Fläche. 

Man  gebe  die  Scheitelkanten  g^  mit  S^Q( ^  g^  mit  S^Q.^ 
und  wähle  den  Distanzkreis  so,  dass  P/  sein  Mittelpunkt  ist  d.  h. 
man  nehme  die  Tafel  normal  zu  der  ersten  von  beiden  —  wie  am 
a.  0.  Sind  s^ ,  q(  —  zwei  Parallelen  durch  5,  oder  C^  und  Q(  — 
Spur  und  Fluchtlinie  einer  Ebene  des  ersten  Büschels,  so  muss^ 
weil  der  Normalenfluchtpunkt  dieser  Ebene  die  Bichtung  der  Nor- 
malen zu  ihrer  Fluchtlinie  ist,  die  entsprechende  Ebene  durch  die 
von  S^  und  Q^  resp.  ausgehenden  Perpendikel  zu  s^ ,  q(  als  Spur 
s^  und  Fluchtlinie  q^  dargestellt  werden  und  man  erhält  in  der 
Schnittlinie  SQ'  von  5,^  q{  mit  s^t  ^2  ®'^^  Erzeugende  /  des 
Hyperboloids.  Wir  sehen  daraus,  wie  am  a.  0.^  dass  die  Spur  dieses 
Hyperboloides  der  über  der  Strecke  S^  S^  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kreis  S  und  dass  seine  Fluchtlinie  der  Kreis  über  Q^  Q^  als 
Durchmesser  ist;  und  femer,  dass  das  so  entstehende  Hyperboloid^ 
wie  der  entsprechende  Kegel  a.  a.  0.^  von  den  Normalebenen  zu 
den  gegebenen  Geraden  oder  Scheitelkanten  in  Kreisen  geschnitten 
wird,  die  die  Schnittpunkte  der  Normalebene  mit  jenen  Geraden 
zu  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  haben.  Man  hat  dasselbe 
das  orthogonale  Hyperboloid  genannt,  wie  den  entsprechen- 
den Kegel  den  orthogonalen  Kegel. 

Ein  solches  Hyperboloid  ist  durch  die  zwei  zu  den  Kreisschnitten 
normalen  Mantellinien  g^^y  g^  vollkommen  bestimmt,  also  durch 
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ihre  gemeinschaftliche  Normale  and  kürzeste  Diatanz  und  durch 
den  Winkel  ihrer  Parallelen  charakterisiert.  Irgend  zwei  Kreise  in 
der  Tafel  und  die  Endpunkte  zweier  Durchmesser  derselben  können 
als  Fluchtlinie  und  Spur  eines  orthogonalen  Hyperboloides  und  als 
Flucht-  und  Durchstossp unkte  der  zu  den  Kreisschnitten  normalen 
Mantellinien  g^^^  g.^  desselben  angesehen  werden^  indem  man  den 
Fluchtpunkt  0{  der  einen  als  Hauptpunkt  C^  der  Centralprojection 
annimmt.  Die  Bilder  der  Mantellinien  U  sind  die  Verbindungslinien 
der  Endpunkte  paralleler  Sehnen  aus  0\  und  S^  in  diesen  Kreisen; 
sie  umhüllen  den  Umriss  der  Fläche^  wie  wir  in  §  37  sehen  werden. 

Wir  haben  zugleich  damit  bewiesen,  dass  die  durch  die 
Bedingung  der  Orthogonalität  entsprechender  Ebenen 
gebildeten  Ebenenbüschel  immer  rücksichtlich  dieser 
Paare  p  rojectivisch  sind. 

13)  Jedes  orthogonale  Hyperboloid  wird  auf  un- 
endlich viele  Arten  aus  projectiyisch  gleichen  Ebenen- 
büscheln  erzeugt,  d.  h.  aus  solchen;  in  denen  alle  Paare  von 
Ebenen  im  einen  dieselben  Winkel  einschliessen ,  wie  die  Paare 
ihrer  entsprechenden  im  anderen.  (Vergl.  I,  §  24,  1^2.)  Zum  Be- 
weise denken  wir  (§  45,  8)  die  beiden  Büschel  parallel  sich  selbst 
so  verschoben,  dass  ihre  Scheitelkanten  sich  schneiden ,  und  be- 
ziehen sie  auf  eine  Tafel,  die  zur  Sclieitelkante  des  einen  normal, 
in  der  also   die   Spur  des    erzeugten  Kegels  der  Kreis    mit    den 

Durchstosspunkten  der  Scheitelkanten  als 
Enden  eines  Durchmessers  ist.  (Fig.  74.) 
Die  Ebene  der  Scheitelkanten  g^^y  g^  ist 
die  in  diesem  Durchmesser  aufstehende 
Normalebene  zur  Tafel  und  der  Mittel- 
punkt M  des  Kegels  oder  ihr  Schnitt- 
punkt ein  Punkt  der  Tafelnorm^le  g^^\ 
nehmen  wir  nun  zwei  Mantellinien  des 
Kegels,  welche  zu  jener  Normalebene  or- 
thogonal symmetrisch  sind,  deren  Durch- 
stosspunkte  5, ,  S.^  also  die  Endpunkte  einer  zu  jenem  Durch- 
messer normalen  Sehne  im  Kreise  sind,  so  bilden  die  durch  sie 
nach  g^^  und  g^  gehenden  Ebenen  a  und  b  aus  der  einen  und 
«*,  b*  aus  der  anderen  —  wir  benutzen  die  Buchstaben  ihrer 
Spuren  —  nach  der  Voraussetzung  zwei  zu  einander  rechtwink- 
lige Paare  a,  b  und  a*,  b*.  Nennen  wir  sodann  die  Verbindungs- 
ebene  beider  neuen  Mantellinien  o,  p^  im  einen  und  resp.  im 
anderen  Ebenenbüschel,  so  entsprechen  ihr  die  Tangentialebenen 
des  Kegels  längs  dieser  Mantellinien  p  und  o*  und  die  Büschel 
der  Ebenen  a^  b,  o,  p  und  ö*,  b*y  o*,  p*  sind  harmonische  Bü- 
schel  mit  den  vorbenannten  rechtwinkligen  Paaren,  d.  h.  die  Winkel 
der  Ebenen  o  und  p,  o*  und  p*  werden  durch  a  und  b  resp.  a* 
und  b*  halbiert  und  man  hat,   weil   diese  Winkel   selbst  einander 


Fig.  74. 
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gleich  sind,  die  Winkel  zwischen  a  und  o  und  zwischen  a*,  o^ 
einander  und  denen  zwischen  a ,  p  und  zwischen  a^^  p*  gleich  gross 
und  ebenso  für  b^  b*.  Die  betrachteten  Büschel  sind  also  con- 
gruent  oder  ihre  entsprechenden  Winkel  sämmtlich  gleich,  da  drei 
Paare  zur  Bestimmung  genügen  und  bei  Gleichheit  der  entspre- 
chenden Winkel  zwischen  ihnen  die  aller  übrigen  nach  sich  ziehen. 

Wir  sehen  zugleich,  dass  der  Kegel  und  somit  das  Hyperboloid 
aus  projectivisch  gleichen  Bbenenbüscheln  stets  auf  eine  Art  auch 
aus  orthogonalen  £benenpaaren  erzeugt  werden  kann ,  nSmlich  —  fUr 
den  Kegel  gesprochen  —  aus  den  Büscheln,  deren  Scheitelkanten 
die  beiden  Mantellinien  des  Kegels  in  der  Ebene  sind,  in  Bezug 
auf  welche  die  Scheitelkanten  von  jenen  orthogonal-symmetrisch  sind ; 
auch  ist  evident,  dass  die  Halbierungsebenen  der  entsprechenden 
FlSchenwinkel  in  den  beiden  projectivisch  gleichen  Büscheln  nach 
diesen  Scheitelkanten  gehen  und  somit^  dass  sie  durch  ein  einziges 
Paar  solcher  Winkel,  wie  (o,  p),  (o*,  p*)  bestimmt  sind. 

und  wir  bemerken  nur  noch,  dass  beim  Hyperboloid  sich  alles 
dieses  für  die  parallelen  Erzeugenden  der  anderen  Schaar  vnederholt. 

Zwei  windschiefe  Gerade  ^, ,  ^2  ^^^  Scheitelkanten  gleich- 
winklig projectivischer  Ebenenbüschel  lassen,  nach  der  Willkürlich- 
keit der  entsprechenden  Ebene  Jq2  im  zweiten  Büschel  zu  einer 
angenommenen  Anfangslage  Aq^  im  ersten  und  zugleich  der  Zwei- 
deutigkeit ihres  Drehungssinnes,  zwei  Systeme  von  unendlich  vielen 
verschiedenen  orthogonalen  Hyperboloiden  entstehen.  Nach  §  38 
müssen  sich  je  zwei  der  so  erzeugten  Hyperboloide  ausser  in  ff^, 
g^  in  zwei  Mantellinien  der  andern  Begelschaar  /  durchdringen; 
wenn  wir  aber  nach  I^  §  31, 10  diejenigen  Ebenen  beider  Büschel, 
die  den  imaginären  Kreis  im  unendlichen  [I^  (36^),  6]  berühren, 
als  die  mit  jeder  Anfangslage  gleiche  unendlich  grosse  Winkel  bil- 
denden erkennen^  so  ergiebt  sich;  dass  die  fraglichen  Mantellinien 
allen  Hyperboloiden  eines  dieser  Systeme  gemeinsam  angehören. 
Dieselben  gehen  alle  durch  ^j ,  ^21  °^^  ^^^  ^^^  ^^^  Paaren  jener 
Tangentialebenen  des  imaginären  Kugelkreises  in  bestimmter  An- 
ordnung entspringenden  zwei  imaginären  Geraden  /i,-,  /2t  oder  sie 
durchdringen  sich  in  demselben  windschiefen  Viereck  g\l\igil^i\ 
man  nennt  ihre  Gesammtheit  ein  Büschel  und  erkennt,  dass  in 
der  That  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  und  nur  eine  von 
ihnen  geht^  wie  denn  derselbe  mit  g^ ,  g^  die  Anfangslagen  in  den 
erzeugenden  Büscheln  bestimmt.  Weil  aber  ebenso  an  jede  Ebene 
eine  der  Flächen  berührend  geht,  für  die  die  Verbindungslinie  ihrer 
Schnittpunkte  mit  den  Scheitelkanten  mit  diesen  die  Anfangslagen 
der  Ebenen  bestimmt,  so  ist  jene  Gesammtheit  zugleich  eine  Schaar 
von  Flächen  zweiten  Grades  —  in  natürlicher  Erweiterung  dieser 
Begriffe  über  die  in  I,  §  32^  16  bezeichnete  Sphäre. 

Wir  erhalten  also  aus  zwei  windschiefen  Geraden  g^ ,  g^  zwei 
Büschel  orthogonaler  Hyperboloide.  Denken  wir  die  Parallelen  zu  den 
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gemeinsamen  Geraden  derselben  durch  das  Projectionscenirum ,  so 
erhalten  wir  aus  den  Parallelen  zu  ff^,  g^  die  Parallelen  der  zwei 
Mal  zwei  anderen,  indem  wir  durch  die  Richtung  von  g^  die  Tan- 
genten ij,  f,*  und  durch  die  Richtung  von  ^2  ^^^  Tangenten  tj, 
i^  an  den  imaginären  Kugelkreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
legen;  nämlich  die  Richtungen  des  ersten  Paares  als  die  Punkte 
h  ^21  ^*'2*  ^^^  ^^®  Richtungen  des  zweiten  Paares  als  die  Punkte 
i]!^*;  <i*'2*  ^ie  Verbindungslinien  dieser  Paare  von  Richtungen 
bilden  also  mit  der  Verbindungslinie  der  Richtungen  von  g^  und 
g^  ein  Tripel  harmonischer  Polaren  (I,  §  32  a)  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis  (vergl.  §40Bei8p.),  d.  h.  sie  sind  die  Stellungen 
von  drei  zu  einander  orthogonalen  Ebenen.  Die  windschiefen  Vier- 
seite der  gemeinsamen  Erzeugenden  unserer  beiden  Büschel  von 
orthogonalen  Hyperboloiden  sind  also  in  solcher  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  Farallelebenen  zu  den  imaginären  Seiten  des  ersten 
zu  denen  der  imaginären  Seiten  des  zweiten  und  diese  beiden  zu 
den  Parallelebenen  ihrer  reellen  gemeinsamen  Seiten  orthogonal 
sind.  Diese  Parallelebenen  sind  sämmtlich  reell,  weil  die  Punkte- 
paare ix^%i  U*hi  hh9  U*h*  ^^^  conjugiert  imaginär  auch  reelle 
Verbindungslinien  haben.  (Vergl.  hierüber  die  Theorie  der  imagi- 
nären Elemente  in  Bd.  III.) 

Wenn  die  Anfangslagen  der  Ebenen^  welche  die  gleichwinkligen 
Büschel  beschreiben,  einander  parallel,  also  im  Falle  der  Paraliel- 
verschiebung  von  g^ ,  ^2  ^^  einen  Punkt,  in  Deckung  sind,  so  wird 
das  orthogonale  Hyperboloid  zum  hyperbolischen  Paraboloid  und 
der  orthogonale  Kegel  zum  Ebenenpaar  und  zwar  besteht  dieses 
Paar  aus  der  Verbindungsebene  der  Scheitelkanten ,  d.  i.  der  ge- 
meinsamen Anfangslage,  und  der  zu  ihr  normalen  Halbierungsebene 
des  Winkels  zwischen  den  Scheitelkanten;  jenes  orthogonale  hyper- 
bolische Paraboloid  ist  also  ein  gleichseitiges^  d.  i.  ein  solches  mit 
rechtwinkligen  Richtungsebenen.  In  jedem  unserer  beiden  Büschel 
von  vorher  tritt  ein  solches  hyperbolisches  gleichseitiges  Paraboloid 
auf  und  die  Parallelebenen  ihrer  Systeme  von  geraden  Erzeugenden 
bilden  eine  rechtwinklige  Ecke.  Diesen  Paraboloiden  gehören  die 
Erzeugenden  g^^^  g^  aller  Hyperboloide  unserer  vorerwähnten  Bü- 
schel an. 

Um  ein  solches  Paraboloid  aus  orthogonalen  Ebenenpaaren 
zu  erzeugen,  haben  wir  von  den  Scheitelkanten  g^^  und  g^^  die 
eine  als  die  Stellung  der  Orthogonalebenen  zur  andern  zu  nehmen. 

14)  Man  bestimme  für  die  durch  ein  gegebenes  Parallelepiped 
bestimmten  Hyperboloide,  welchen  eine  Kante  desselben  angehört, 
die  Tangentialebenen  in  einem  Punkte  derselben. 

15)  Zwei  Hyperboloide,  welche  eine  Erzeugende  gemein  und 
in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Tangentialebenen  haben, 
berühren  einander  längs  dieser  Erzeugenden,  d.  h.  sie  haben  in  allen 
Punkten  derselben  einerlei  Tangentialebenen. 
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16)  Lttngs  einer  Erzeugenden  wird  eine  Regelfläche  zweiter 
Ordnung  von  unendlich  vielen  Hyperboloiden  und  Paraboloiden  be- 
rührt; denn  man  kann  in  jeder  der  Tangentialebenen  jeden  Strahl  des 
aus  dem  Berührungspunkte  beschriebenen  Büschels  als  Erzeugende 
wählen  und  erhält  somit  eine  dreifache  Unendlichkeit  solcher 
-Hyperboloide.  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  hyperbolischen  Parabo- 
loide  unter  ihnen? 

17)  Da  die  Schenkelebenen  eines  sich  um  seine  Scheitelkante 
drehenden  rechten  Winkels  die  Paare  eines  involutorischen  Ebenen- 
büschels liefern;  so  bestimmen  die  Berührungspunkte  zweier  recht- 
winkligen Paare  von  Tangentialebenen  durch  eine  Erzeugende  in 
dieser  eine  Involution  von  Punkten,  deren  Centralpunkt  die  Eigen- 
schaft hat;  dass  in  ihm  die  Berührungsebene  für  den  unendlich  fernen 
Pnnkt  der  Erzeugenden  —  die  man  als  die  asymptotische  Ebene 
der  Fläche  für  dieselbe  zu  bezeichnen  hat  —  normal  zur  Fläche 
d.  h.  normal  zu  ihrer  Tangentialebene  ist. 

Nach  der  Construction  in  I,  §  10,  13  ist  somit  dieser  Cen- 
tralpunkt derjenige  Punkt  der  Erzeugenden,  wo  die- 
selbe der  nächstbenachbarten  Erzeugenden  derselben 
Schaar  am  nächsten  ist.  Jede  Erzeugende  enthält  einen  sol- 
chen Punkt  und  die  Aufeinanderfolge  derselben  bildet  eine  Üurve, 
die  man  die  Strictionslinie  der  Fläche  nennt. 

Man  construiere  dieselbe  durch  ihre  Punkte  innerhalb  eines 
windschiefen  Yierseits  mit  einer  Transversale  für  das  dadurch  be- 
stimmte einÜEU^he  Hyperboloid. 

18)  Die  Normalen  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  in 
Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  Tangentialebene  im  bezüglichen  Punkte  der  Strictionslinie 
der  Fläche  normal  ist  zur  Richtung  seines  Berührungspunktes  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  Normalen  zu  einer  Erzeugenden  der  Regelfläche  zweiter 
Ordnung  in  den  Punkten  derselben  und  in  den  bezüglichen  Tan- 
gentialebenen bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  welches  in  allen 
Punkten  der  Erzeugenden  dieselbe  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
hat.  Nach  einer  Drehung  von  90^  um  diese  Erzeugende  fällt  das- 
selbe mit  dem  Normalenparaboloid  zusammen. 

37.  Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  Gurve  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, die  wir  erzeugt  denken  können  durch  die 
projectivischen  Strahlbüschel;  welche  diese  Ebene 
mit  den  beiden  die  Regelfläche  erzeugenden  pro- 
jectivischen Ebenenbilscheln  hervorbringt.  Jeder 
ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  also  durch  fünf  Punkte,  d.  h. 
die  Schnittpunkte  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  mit  der 
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Ebene ;  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (siehe  I,  §§  25, 
27).  Die  Schnittcurven  der  Fläche  mit  den  Projectionsebenen 
sind  bestimmt  durch  je  fünf  gleichnamige  Durchstosspunkte. 

An  eine  Begelfläche  zweiter  Ordnung  geht  von 
jedem  Punkte  aus  ein  Kegel  zweiter  Classe  als  £n- 
veloppe  aller  der  Tangentialebenen,  die  von  jenem 
Punkte  möglich  sind;  diese  Ebenen  verbinden  jenen 
Punkt  mit  den  Erzeugenden  der  Fläche.  Wir  können 
jenen  Kegel  erzeugt  denken  durch  die  projecti- 
vischen  Strahlbüschel,  welche  dieser  Punkt  mit  den 
projectivischen  Reihen  bestimmt,  durch  die  die  ge- 
gebene Regelfläche  erzeugt  wird  (siehe  I,  §  25  und 
Ueberblick  ß,  p.  229  f.).  Jeder  Berührungskegel  der  Fläche  ist 
somit  durch  fünf  Tangentialebenen,  d.  h.  durch  die  Verbind- 
ungsebenen des  gegebenen  Punktes  mit  fünf  Erzeugenden  der 
Fläche,  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (I,  §§  25,  28). 

Der  Berührungskegel  aus  dem  Gentrum  der  Projection 
und  die  Berührungscylinder  parallel  den  Projectionsaxen  liefern 
durch  die  Spur  in  der  Bildebene  oder  in  der  zur  betreffenden 
Axe  normalen  Projectionsebene  den  entsprechenden  ümriss 
der  Fläche,  der  also  stets  eine  Gurve  zweiter  Ord- 
nung und  durch  die  Bilder  oder  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  —  als  durch 
fünf  Tangenten  —  völlig  bestimmt  ist  Die  Figuren  der  Tafeln 
des  §  35  zeigen  daher  auch  die  umrisse  der  respectiven  Hyper- 
boloide. Denken  wir  in  allen  Punkten  eines  ebenen 
Schnittes  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung  die  Tan- 
gentialebenen derselben  bestimmt,  so  gehen  diese 
alle  durch  einen  Punkt  und  bilden  eine  Kegelfläche 
zweiter  Glasse,  von  der  wir  sagen,  dass  sie  nach  jenem 
Schnitt  der  Fläche  umgeschrieben  ist.  Denn  legen  wir  durch  drei 
Punkte  des  ebenen  Schnittes  die  Tangentialebenen  der  Fläche, 
so  gehen  diese  durch  einen  Punkt,  der  mit  dem  ebenen  Schnitt 
einen  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt,  welcher  mit  dem  im 
Satze  bezeichneten  die  Tangentialebenen  in  den  drei  gewählten 
Punkten  und  ihre  Berührungserzeugenden  gemein  hat  und  also 
mit  ihm  identisch   sein  muss.    Darnach  bilden  auch  die  Be- 
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rührangsebenen  des  Hyperboloides  in  seinen  unendlich  fernen 
Punkten  oder  die  Ebenen  der  parallelen  Paare  seiner  Mantel- 
linien einen  Eegel  zweiten  Grades;  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Mittelpunkt  jedes  aus  drei  Paaren  paralleler  Mantellinien  ge- 
bildeten Parallelepides.  ( Vergl.  §  35, 3  f.  und  §  37, 19.)  Er  wird 
als  Asymptotenkegel  der  Fläche  bezeichnet;  seine  Inbe- 
trachtnahme  vervollständigt  die  Reihe  der  wesentlichen  Special- 
formen unserer  Flächen.    (Beisp.  11,  19  f.) 

Ebenso  liegen  die  Berührungspunkte  aller  der 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangentialebenen 
in  einem  ebenen  Querschnitt,  also  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung. 

Somit  gehört  zu  jedem  Punkte  des  Baumes  in  Bezug  auf 
das  einfache  Hyperboloid  eine  Ebene  uud  zu  dieser  Ebene 
jener  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  Berühruugskegels  und  die 
Ebene  des  Berührungskegelschnittes ;  wir  werden  in  §  39  sehen, 
inwiefern  diess  für  alle  Flächen  zweiten  Grades  gilt.  Hier  be- 
merken wir  nur  noch,  dass  fiir  den  Punkt  als  Projectionscen- 
trum  und  die  zugehörige  Ebene  als  Bildebene  der  Umriss 
und  die  Spur  der  Fläche  zusammenfallen.  Für  ein  beliebiges 
Sechsseit  auf  der  Fläche,  dessen  Brianchonpunkt  das  Centrum 
der  Projection  ist,  fallt  die  Pascalebene  in  die  Tafel.  (§  35,  6.) 

1)  Man  zeichne  in  centraler  oder  axonometriscber  Projection 
oder  in  zwei  orthogonalen  Parallelprojectionen  den  Querschnitt  mit 
gegebener  Ebene  und  den  Tangentenkegel  aus  gegebenem  Punkte 
für  eine  Begelfläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  ein  windschiefes 
Viereck  mit  einer  Transversale  gegeben  ist.  Insbesondere  sollen  die 
Asymptoten  vom  Bilde  des  ebenen  Querschnittes  direct  construiert 
werden.    (Vergl.  §  35.) 

2)  Nach  §  25,  21  sind  die  acht  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in  den  Punkten  einer  Gruppe 
Erzeugende  des  nämlichen  einfachen  Hyperboloides  — ,  welches 
offenbar  die  Curve  vollständig  enthalten  muss. 

3)  Man  construiere  die  Spurcurven  eines  durch  die  beiden  ersten 
Projectionen  eines  windschiefen  Vierseits  bestimmten  hyperbolischen 
Paraboloides. 

4)  Die  Ebene  der  beiden  sich  drehenden  Geraden  im  Beisp.  5 
des  vorigen  Art.  umhüllt  den  Berührungskegel  der  dort  erzeugten 
Regelfläche  zweiter  Ordnung,  der  seinen  Mittelpunkt  im  Scheitel 
des  rechten  Winkels  hat. 

5)  Man  construiere  die  Spurcurve  einer  Regelfläche  zweiter 
Ordnung  in  der  Ebene  Ha.-  —  mittelst  der  Durchschnittspunkte  der 
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beiden  ersten  Projectionen  der  Erzeugenden.     Sie  ist  umhüllt  von 
den  Affinitätsaxen  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Punkten. 

6)  Die  Umrisse  eines  hyperbolischen  Paraboloides  in  Parallel- 
projection  sind  Parabeln,  also  durch  vier  Tangenten  d.  h.  die  gleich- 
namigen Projectionen  von  vier  Erzeugenden  bestimmt;  ebenso  die 
Schlagschatten  desselben  auf  Ebenen  für  parallele  Lichtstrahlen. 

7)  Der  Umriss  des  hyperbolischen  Paraboloides  in  Centralpro- 
jeciion  ist  nur  dann  eine  Parabel,  wenn  die  Verschwindungsebene 
es  berührt,  oder  wenn  die  Yerschwindungspunkte  R  der  gegebenen 
Geraden  ein  entsprechendes  Paar  in  den  projectivischen  Beihen  der- 
selben sind. 

8)  Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Begelflftche  zweiter  Ordnung 
in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  zweiter  Ordnung  —  weü 
in  Curven^  welche  durch  gleiche  und  parallele  Paare  projectivischer 
Strahlenbüschel  erzeugt  werden,  die  also  dieselben  Asymptoten-  und 
Axenrichtungen  besitzen.    (I,  §  29,  7.) 

9)  Alle  Normalebenen  der  festen  Geraden  im  Beisp.  12  des 
vorigen  §  schneiden  die  entstehende  Begelfläche  zweiter  Ordnung 
in  Kreisen. 

10)  Wenn  eine  Begelfläche  zweiter  Ordnung  durch  das  wind- 
schiefe Sechsseit  der  Kanten  eines  Parallelepipeds  von  solcher  Art 
bestimmt  wird^  dass  die  kürzesten  Entfernungen  dieser  Kanten  vom 
Mittelpunkte  des  Parallelepipeds  gleichgross  sind  und  in  einer  Ebene 
liegen,  so  wird  dieselbe  von  allen  zu  dieser  Ebene  parallelen  Ebenen 
in  Kreisen  geschnitten  und  kann  erzeugt  werden  durch  die  Drehung 
einer  Erzeugenden  um  eine  darch  den  Mittelpunkt  jenes  Paral- 
lelepipeds gehende  und  zu  jener  Ebene  normale  Axe.  Eine  solche 
Fläche  heisst  ein  einfaches  Botationshyperboloid. 

11)  Der  zugehörige  Asymptotenkegel  ist  ein  gerader  Kreis- 
kegel. Wenn  derselbe  wie  in  §  8,  10  bestimmt  ist  durch  Axe  Sff, 
Mittelpunkt  M'  und  halben  Winkel  an  der  Spitze,  so  soll  das  Bo- 
tationshyperboloid mittelst  seiner  Erzeugenden,  und  also  unter  Be- 
stimmung seiner  Spur  construiert  werden  aus  dem  Kehlkreishalb- 
messer r  desselben.  Mit  dem  gleichseitigen  Botationskegel  als 
Asymptotenkegel  erhält  man  die  einfachen  gleichseitigen  Botations- 
hyperboloide.  (§§  31,  32.) 

12)  Um  die  Umrisse  einer  Begelfläche  zweiter  Ordnung  zu  be- 
stimmen, welche  durch  drei  Gerade  der  einen  Begelschaar  gegeben 
ist,  construiert  man  diejenigen  drei  Geraden  der  andern  Schaar, 
welche  mit  diesen  respective  dieselben  Bilder  oder  Projectionen 
haben , .  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen.  Man  hat  so 
drei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  für  die  Curve  zweiter 
Ordnung,  welche  den  Umriss  bildet.  (Vergl.  I,  §  28,  4  und  oben 
§  35, 11.) 

13)  Die  Grenze  des  Selbstschattens  auf  einer  Begelfläche  zweiter 
Ordnung  für  Licht  aus  einem  Punkte  L  wird  durch  drei  Tangential- 
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ebenen  derselben  aus  dem  letzteren  und  durch  deren  Berührungs- 
punkte bestimmt:  Sie  ist  die  Schnittcurve  mit  der  Ebene  dieser 
letzteren  und  wird  aus  den  Spuren  der  Tangentialebenen  als  drei 
Tangenten  und  deren  Berührungspunkten  construiert. 

14)  Der  Mittelpunkt  des  Asymptotenkegels  ist  der  Mit- 
telpunkt der  Fläche  selbst  (vergl.  §  40);  jede  durch  ihn  geh- 
ende Sehne  der  Fläche  ist  ein  Durchmesser  und  wird  in  ihm 
halbiert;  da  seine  Erzeugenden  denen  der  BegelflSche  parallel  sind, 
so  kann  er  als  Bichtungskegel  derselben  oder  als  ihr  Parallel- 
kegel um  den  Mittelpunkt  bezeichnet  werden. 

Man  construiere  in  Centralprojection  zu  drei  Geraden  der  Schaar 
g  der  Begelflftche  zweiter  Ordnung  den  Asymptotenkegel  derselben 
—  mittelst  der  drei  zu  ihnen  parallelen  /  durch  die  Fluchtlinien  der 
durch  ihre  Paare  bestimmten  Ebenen  als  durch  drei  Punkte  und 
ihre  Tangenten.  Die  Figur  Tafel  VII  —  man  sehe  für  ihre  Er- 
klärung übrigens  p.  280  f.,  §  36,  8  —  bringt  auch  den  Asymptoten- 
kegel genügend  zur  Anschauung.  Aus  den  gegebenen  Erzeugenden 
^i>  9iy  Qvi  construiert  man  wie  dort  Ij,  1^,  I3  und  erhält  durch 
die  Fluchtlinien  der  Ebenen  g\\y  ff 2^2  ^^^  ff^h  ^^^  ^^^^  Tangenten 
der  Fluchtcurve  der  Fläche  und  ihres  Asymptotenkegels  in  £)/,  Q2, 
O3  —  wodurch  diese  Curve  bestimmt  ist;  sodann  als  den  Durch- 
schnittspunkt dieser  Ebenen  M  den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  des 
Asymptotenkegels  und  durch  ihre  Spuren  S^S^^  S2S2,  S^S^  drei 
Tangenten  der  Spurcurve  des  Asymptotenkegels,  deren  Berührungs- 
punkte 5/,  ^2*,  SJ'  in  den  respectiven  Schnitten  derselben  mit  den 
Erzeugenden  M'  0\'-i  M'  02^  M'  Qz  Hegen«  Ueberdies  ist  diese  Spur 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  der  Spur  des  Hyperboloides  —  vergl.  15. 

15)  Denken  wir  die  Begelfiäehe  zweiter  Ordnung  durch  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  erzeugt,  so  entsteht  der  Asymptoten- 
kegel derselben  durch  zwei  zu  ihnen  parallele  und  somit  gleiche 
projectivische  Ebenenbüschel  aus  M.  In  Folge  dessen  schneidet 
jede  Ebene  die  Fläche  und  den  Asymptotenkegel  in 
zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  zweiten 
Grades. 

16)  Jede  Ebene,  welche  einer  Tangentialebene  des  asymptoti- 
schen Kegels  parallel  ist,  schneidet  das  einfache  Hyperboloid  in  einer 
Parabel.  Man  bestimme  diejenigen  parabolischen  Schnitte  einer 
solchen  Fläche,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  gege- 
bene Tafelneigung  oder  gegebene  Neigung  gegen  eine  feste  Ebene  haben. 

17)  Die  Punkte  der  Strictionslinie  der  Begelfläche  zweiter  Ord- 
nung auf  parallelen  Erzeugenden  der  beiden  Schaaren  liegen  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Fläche  und  ihres  Asymptotenkegels  auf  einer 
Geraden  und  von  ihm  gleich  entfernt;  die  Strictionslinie  ist  in 
centrischer  Symmetrie  mit  sich  selbst. 

18)  Zu  einem  gegebenen  Eegel  zweiten  Grades  construiere  man 
als  zu  seinem  Asymptotenkegel  ein  einfaches  Hyperboloid.     Kann 


296       n.  Cnrven  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   87. 

dasselbe  eine  gegebene  Gerade  enthalten,  respectiye  unter  welcher 
Bedingung? 

19)  Sowie  wir  als  Asymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyper- 
boloides den  orthogonalen  Kegel;  des  Rotationshyperboloides  den 
Botationskegel  haben,  so  charakterisiert  der  Asymptotenkegel  durch 
seine  Besonderheiten  auch  zwei  noch  unerwähnte  Specialformen  der 
einfachen  Hyperboloide;  diejenigen  nämlich,  welche  Tripel 
rectangulärer  Mantellinien  enthalten,  d.  h.  Mantellinien, 
deren  Richtungen  ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis  im  unendlichen  bilden;  und  die  anderen, 
welche  Tripel  rectangulärer  asymptotischer  Ebenen 
enthalten,  jeweilen  in  einfach  unendlicher  Zahl.  Denn  diese 
Eigenschaften  erscheinen  unmittelbar  als  Eigenschaften  der  zuge- 
hörigen asymptotischen  Kegel. 

Wenn  wir  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  und  ihres  asymp- 
totischen Kegels  als  Centrum  C  der  Projection  voraussetzen,  so 
giebt  uns  ein  Tripel  zu  einander  rechtwinkliger  projicierender  Linien 
eine  solche  Gruppe  von  Mantellinien  eines  Asymptotenkegels  und 
das  Tripel  ihrer  Verbindungsebenen  eine  derartige  Gruppe  von  Tan- 
gentialebenen eines  solchen.  Ist  Q(  der  Fusspunkt  eines  Strahles 
der  ersten  Gruppe  (vergl.  I,  §  10,  15  mit  Fig.  15),  so  ist  die 
Fluchtlinie  der  zugehörigen  Normalebenen  (I,  §  10)  die  Verbind- 
ungslinie der  Fusspunkte  ihrer  beiden  andern  Strahlen ;  und  wenn 
Q^  einer  derselben  ist,  so  erhält  man  durch  das  von  jß/  ausgeh- 
ende Perpendikel  zur  Geraden  Q^O ^  den  andern.  Und  zugleich 
ist  für  Q^Q^  als  die  Spur  einer  Ebene  eines  projicierenden  ortho- 
gonalen Tripels  der  zweiten  Art  der  zugehörige  Normalenfiucht- 
punkt  Q(  der  Schnittpimkt  der  beiden;  nimmt  man  eine  von  diesen 
willkürlich  an,  so  liefert  die  von  C^  auf  sie  gefällte  Senkrechte  in 
0<i' Q^  ihren  Normalenfluchtpunkt  und  damit  einen  Punkt  der 
andern.  Wir  wissen  aus  I,  §  34,  4  f.,  dass  ein  solches  Tripel  von 
Punkten  und  Geraden  in  der  Tafel  ein  sich  selbst  coi\jugiertes 
Dreieck  oder  ein  Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren  in  Bezug 
auf  den  nicht  reellen  Kreis  bildet,  welchen  der  Distanzkreis  als 
Symmetriekreis  vertritt,  zugleich,  dass  es  das  ganze  Orthogonal- 
system wie  auch  den  Distanzkreis  bestimmt.  Da  nun  ein  Kegel- 
schnitt durch  fünf  Punkte  resp.  Tangenten  bereits  bestimmt  ist^ 
so  fordert  die  obige  Angabe  den  Beweis  der  im  folgenden  Beisp. 
ausgesprochenen  Sätze. 

20)  In  jedem  Polarsysteme  sind  die  Ecken  zweier 
Tripel  harmonischer  Pole  sechs  Punkte  und  die  Seiten 
derselben  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes;  und 
wenn  ein  Kegelschnitt  ein  solches  Tripel  unter  seinen 
Elementen  hat,  so  sind  unter  denselben  einfach  un- 
endlich viele  derselben  oder  jedes  seiner  Elemente  ist 
Anfangselement  eines  solchen  Tripels. 
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Sind  Ay  B^  C  nnd  A^^  i?, ,  C^  zwei  solche  Tripel  harmo- 
nischer Pole  und  bezeichnen  wir  mit  2>,  E  die  Schnittpunkte  yon 
BCy  mit  AyB^  resp.  AB^  und  mit  i>^,  E^  die  von  BC  mit  AC^ 
und  A^C^  resp.,  so  ist  D  der  Pol  von  -<4Cj  und  E  der  Pol  von 
AE^^  ebenso  wie  B  der  Pol  von  AC\  somit  sind  BC,  DD^  und 
£j£)  drei  Paare  derselben  Involution,  nämlich  der  Involution  har- 
monischer Pole  auf  BC.    Daher  ist 

{a^.bb^cc;)={bdce;)={cd^be)^{becd^)^{a,bb^cc^), 

d.  h.  die  sechs  Punkte  A^^  A^  B,  B^,  Cy  C^  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt.  Den  Beweis  dafür,  dass  auch  die  sechs  Geraden  a 
oder  BC^  b  oder  CA,  c  oder  AB  und  «j  oder  B^C^^  ftj  oder 
C^A^  und  Cy  oder  AyBy  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  kann  man 
hieraus  nach  dem  Princip  der  Dualität  ablesen  und  wir  überlassen 
ihn  dem  Leser. 

Man  sieht  nun,  dass  ein  Hyperboloid  der  ersten  Art  erzeugt 
wird,  wenn  die  drei  bestimmenden  Mantellinien  g^y  g^^  g^  so  ge- 
wählt werden,  dass  ihre  Parallelstrahlen  durch  einen  Punkt  eine 
trirectanguläre  Ecke  bilden;  und  dass  man  ein  Hyperboloid  der 
zweiten  Art  bestimmt  durch  eine  Kette  von  sechs  Kanten  eines 
Parallelepipeds  mit  drei  rectangulären  Diagonalebenen  oder  indem 
man  auf  drei  rechtwinkligen  Geraden  durch  einen  Punkt  drei  Paare 
von  Punkten,  die  zu  diesem  symmetrisch  liegen,  als  die  Punkte 
g^l^  und  g^ly ,  resp.  l^g^  und  l^g^  und  g^ly^  g^l^  wählt  und  durch 
sie  die  gi  und  fi  giebt.  Dass  in  jenem  Falle  die  Parallelepipede  von 
§  35  rectangulär  sind,  während  sie  in  diesem  Falle  den  Rhomben 
unter  den  Parallelogrammen  analog  sind,  ist  evident. 

21)  Jede  zu  einer  Erzeugenden  normale  Ebene  schneidet  ein 
Hyperboloid  der  ersten  Art  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Die 
vier  Höhenperpendikel  eines  beliebigen  Tetraeders  sind  daher  vier 
Erzeugende  eines  solchen  Hyperboloides;  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Schnitt  der  Normalebenen  seiner  Kanten  durch  die  Halbierungs- 
punkte der  Gegenkanten. 

22)  Wenn  von  den  vier  Höhenperpendikeln  eines  Tetraeders 
zwei  einander  schneiden,  so  thun  diess  auch  die  beiden  anderen 
(§  36,  3);  wenn  drei  der  Höhen  einander  schneiden,  so  thun  sie 
diess  in  einem  Punkte,  den  auch  das  vierte  Höhenperpendikel  enthält. 

38.  Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
einer  Geraden  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten, nämlich  in  denen,  die  diese  Gerade  mit  einem 
beliebigen  durch  sie  gehenden  ebenen  Schnitt  gemein  hat  — 
und  sie  hat  auch  mit  einer  solchen  Geraden  zwei 
Tangentialebenen  gemein,  nämlich  die,  welche  durch 
sie  berührend  an  den  Tangentenkegel  der  Fläche  aus  einem 
ihrer  Punkte  gelegt  werden  können.     Man   nennt  sie   daher 
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zweiter  G lasse  wie  zweiter  Ordnung  oder,  auf  Grund  dieser 
Uebereinstimmung  zusammenfassend,  zweiten  Grades. 

Man  kann  für  die  üonstruetion  der  bezeichneten  Punkte 
und  Tangentialebenen  die  Schnittebene  als  eine  projicierende 
Ebene  und  den  Berührungskegel  als  Berührungscylinder  aus 
der  Richtung  der  Geraden  wählen  und  kommt  in  jedem  Falle 
auf  die  Aufgabe  zurück,  die  Schnittpunkte  einer  Ge- 
raden mit  einem  Kegelschnitt  ihrer  Ebene  oder  die 
Tangenten  von  einem  Punkte  an  einen  solchen  Ke- 
gelschnitt, also  (I,  §  29)  die  Doppelelemente  von 
zwei  projectivischen  Reihen  oder  Strahlenbüscheln 
von  einerlei  Träger  zu  bestimmen.  Darauf  führen  die 
projectivischen  Eigenschaften  der  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung direct  durch  folgende  Schlüsse. 

a)  Ist  die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  durch  die  drei 
Geraden  der  einen  Schaar  ^, ,  g^^  g^  bestimmt  und  ist  h  die 
gegebene  Gerade,  so  schneiden  die  beiden  zur  Reihe  in  g^ 
perspectivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  g^  und 
^3,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen,  die  Gerade  h  in  zwei 
projectivischen  Reihen,  deren  Doppelpunkte  F^ ,  F^  solche 
Punkte  sind,  wo  zwei  entsprechende  Ebenen  sich  auf  h  schnei- 
den, wo  also  h  einer  Geraden  der  Sehaar  /  des  Hyperboloids 
begegnet.  Die  zugehörigen  Geraden  /|,  /j  selbst  sind  die 
Schnittlinien  der  Ebenenpaare  ^2^1»  9%^\  (auch  g^^x)  und 
9 1^1}  ^3^2  (auch  ^1 F^  und  bestimmen  mit  h  die  beiden  Ebenen, 
welche  durch  h  gehen  und  das  Hyperboloid  berühren. 

b)  Drehen  wir  dagegen  um  g^  eine  Ebene,  die  in  g^^  g^ 
die  projectivischen  Reihen  erzeugt,  als  deren  Verbindungs- 
linien wir  die  Geraden  der  Regelschaar  /  des  Hyperboloids 
erhalten,  so  erzeugen  diese  Reihen  durch  Verbindung  mit  h 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Doppelebenen  F^ ,  P2 
die  einzigen  Ebenen  aus  der  Geraden  h  sind,  welche  zugleich 
Erzeugende  /| ,  l^  des  Hyperboloids  enthalten.  Diese  Geraden 
selbst  sind  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  Fj^,;  ^\9%\ 

^2^2>    ^2^3- 

Man  sieht,  dass  mit  jeder  der  beiden  Lösungen 
beide  Aufgaben  zugleich  erledigt  werden,  dass  also 
beide  zugleich  reelle  und  verschiedene,  zusammen- 
fallende oder  nicht  relle  Auflösungen  geben  (vergl. 
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§  39)  und  dass  die  Constructionsmethoden  sich,  wie 
die  Probleme  dualistisch  entsprechen.  (Nach  I,  Ueber- 
blick.)  In  Tafel  VIII  ist  die  Auflosung  nach  der  Methode 
a)  vollständig  gegeben:  Zu  den  Geraden  ^,,  ^2;  ffsy  ^  ^^^^ 
die  gemeinsamen  Transversalen  /|,  /^  und  die  Ebenen  S* 
und  S^  construiert^  welche  sie  mit  h  bestimmen.  Auf  ^, 
wurden  drei  Punkte  Ai^,  A^^,  A^^  gewählt  und  die  Schnitt- 
punkte der  durch  dieselben  nach  ^39  respective  g^  gehenden 
Ebenen  mit  h  ermittelt:  B^2^  ^22 '  ^329  -^13;  ^23;  ^331  ^^^^^ 
geschah  mit  Hilfe  von  Parallelen  zu  ^2f  respective  g^  durch 
^,,^  A^2i  ^13  ii&ch  der  in  I,  §  52  entwickelten  Methode. 
Mittelst  des  Hilfskreises  iC  (vergleiche  I,  §  29)  sind  dann  in 
der  zweiten  Projection  die  Doppelpunkte  jP,,  F2  der  projecti- 
vischeu  Beihen  der  B  gefunden;  die  durch  dieselben  zu  ff^^  g^ 
gezogenen  Parallelen  bestimmen  dann  mit  g^ ,  g^  selbst  die 
Ebenenpaare ;  als  deren  Schnittlinien  sich  die  Transversalen 
/, ,  /j  —  mittelst  der  Horizontalspuren  —  ergeben ;  endlich 
folgen  die  Spuren  5/,  Sj*;  5j^,  äj^  der  beiden  Ebenen  /,A,  l^h. 

Die  horizontalen  Durchstosspunkte  von  g^^  g^,  g^y  l^,  l^ 
bestimmen  die  Horizoutalspur  des  Hyperboloids  der  ^;  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  derselben  fünf  Geraden  sind 
Tangenten  der  respectiven  gleichnamigen  Umrisse  desselben. 
Nach  diesen  Elementen  sind  die  Umrisse  angegeben  und  durch 
Verstärkung  der  Linien  berücksichtigt.  Zu  ihrer  Vervoll- 
ständigung würden  die  in  der  Fig.  der  Tafel  VIII  leicht  mit 
Hilfe  ihrer  Durchstosspunkte  zu  ergänzenden  Erzeugenden  des 
Hyperboloids  der  g  durch  die  Punkte  A^^y  A^^i  ^n  dienen. 
(Vergl.  Tafel  VI,  §  35.) 

Wenn  die  Gerade  h  einer  Projectionsaxe  parallel  ist,  so 
enthält  das  allgemeine  Problem  die  Bestimmung  eines 
Punktes  der  Fläche  aus  einer  gegebenen  Projection 
desselben;  die  projecti vischen  Ebenenbüschel  der  zweiten 
Lösung  durch  h  werden  zu  projicierenden  Ebenen,  deren 
Spuren  die  Verbindungslinien  der  gleichnamigen  Projection 
von  h  mit  denselben  Projectionen  der  Punkte  der  projectivi- 
schen  Reihen  in  ^2  ^^^  ^3  ^^^^-  ^^^  Construction  kommt 
somit  völlig  zurück  auf  die  Form  derjenigen  für  die  Bestim- 
mung der  Tangenten  des  Umrisskegelschnittes  der  Fläche  aus 
der  gleichnamigen  Projetion  des  Punktes.    (Vergl.  Fig.  75.) 
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Auch  die  Construction  der  Durchdringungen  der 
Regelflächen  zweiter  Ordnung  mit  developpabeln 
Flächen  und  mit  andern  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung kommt  hierauf  zurück  ^  weil  ihre  Punkte  sich  als  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  einen  Fläche  mit  der  an- 
dern  Fläche  und  die  bezüglichen  Tangenten  sich  als  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  Flächen 
ergeben.    (Vergl.  jedoch  das  Spätere  hierüber.) 

1)  Die  Geraden  /],  /j  ^^^  ^^^  ^^^  Construction  die  ferneren 
Durchschnittslinien  der  beiden  Hyperboloide,  welche  durch  die  Ge- 
raden ^j,  ff 29  ^)  respective  ff^^  ^3,  A  als  Erzeugende  derselben 
Schaaren  bestimmt  werden.  Diese  Hyperboloide  schneiden  einander 
in  dem  windschiefen  Viereck  g^lxiil^^  d.  h.  sie  haben  seine  Seiten 
gemein  und  die  Ebenen  der  anliegenden  Seiten  zu  gemeinsamen 
Tangentialebenen  in  seinen  Ecken.  Wie  verhält  sich  dazu  das  Hy- 
perboloid ^2^3^  ^^^  ^^^  ^i^2^s^  ^^  welchen  Punkten  schneiden 
/j,  I2  diese  verschiedenen  Hyperboloide? 

2)  Die  Geraden  /j,  /j  sind  die  gemeinschaftlichen  Transver- 
salen der  vier  Geraden  g^^  g^j  g%  und  h\  diese  Transversalen  sind 
also  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construierbar ;  am  einfachsten, 
wenn  man  eine  der  vier  Geraden  zur  projicierenden  Linie  macht. 
In  Tafel  Vül  sind  /] ,  l^  diese  gemeinsamen  Transversalen  für  g^ , 
g^ ;  g^  und  h ;  die  Schnittpunkte  derselben  mit  diesen  vier  Geraden 
erscheinen  in  ihr  durch  i>j^,  Dy^^  Z>,3,  F^\  Z^^,,  D^^^  -^2S>  ^2 
bezeichnet;  nur  die  zweite  Projection  von  D^x  liegt  oberhalb  der 
Grenze  des  Blattes. 

3)  Man  bestimme  für  das  durch  ein  windschiefes  Viereck  ge- 
gebene hyperbolische  Paraboloid  die  zweiten  Projectionen  eines 
Punktes  auf  demselben,  dessen  erste  Projection  gegeben  ist.  In 
Fig.  75  ist  AB  CD  oder  l^g^hi/x  ^^^  windschiefe  Vierseit  und  P' 
der  Grundkreis  eines  Punktes  in  der  Oberfläche  des  durch  dasselbe 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloides.  Die  projectivischen  Reihen, 
welche  die  /  auf  den  g  hervorbringen :  A^  D  und  die  Richtung  von 
g^  und  B  y  C  und  die  Richtung  von  g2,  bestimmen  mit  der  durch 
P'  gehenden  Parallelen  zur  Axe  OZ  projectivische  Ebenenbüschel, 
für  welche  die  Geraden  von  jP'  nach  den  Horizontalprojectionen 
jener  Punkte  die  ersten  Spuren  sind;  mittelst  des  Hilfskreises  IT^ 
welcher  P'  enthält,  sind  die  Horizontalspuren  der  Doppelebenen  der- 
selben, die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  jene  Verticale,  er- 
mittelt; jede  enthält  zwei  Erzeugende  der  Fläche,  welche  sich  im 
entsprechenden  Berührungspunkte  Py  P*  auf  der  Verticalen  durch  P' 
schneiden  —  die  für  P  sind  durch  g,  /,  die  für  P*  durch  ^*,  l* 
bezeichnet,  ihre  Verticalprojectionen  sind  durch  ihre  Schnittpunkte 
1;  2^  3,  4;  1*,  2*,  3,  4*  mit  den  gegebenen  /  und  g  bestimmt. 
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4)  Man  construiere  in  Centralprojection  für  ein  durch  drei 
Erzeugende  g^^  ff 2»  9z  bestimmtes  einfaches  Hyperboloid  die  Tan- 
gentialebenen desselben  in  den  Punkten^  welche  einen  gegebenen 
Punkt  zum  Bilde  haben. 

5)  Ein  einfaches  Hyperboloid  ist  axonometrisch  dargestellt  durch 
eine  Kette  von  sechs  Kanten  eines  Parallelepipedes ;  man  verzeichne 
seine  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  h^  und  seine  Tangential- 
ebenen durch  die  Parallele  zur  Axe  z  von  gegebenem  5|. 

Flg.  75. 


6)  Man  bestimme  direct  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen 
Hyperboloids;  welche  eine  Projectionsaxe  z.  B.  OX  schneiden. 

7)  Man  bestimme  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen  ein- 
fachen Hyperboloides^  welche  einer  bekannten  Ebene  parallel  sind, 
d.  h.  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  oder  die  Stellung  dieser 
Ebene  schneiden 

a)  in  Centralprojection; 

b]  in  orthogonaler  Parallelprojection. 

8)  Man  verzeichne  in  Parallelprojection  für  ein  ein&ches  Hyper- 
boloid von  allgemeiner  Lage  die  Asymptotenrichtungen  und  die 
Asymptoten  desjenigen  ebenen  Schnittes  ^  welchen  eine  bekannte 
Ebene  z.  B.  insbesondere  die  Ebene  H«'  mit  demselben  bildet,  ohne 
diesen  Schnitt  selbst  zu  verzeichnen. 
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9)  Man  bestimme  für  Beleuchtung  durch  parallele  Lichtstrahlen 
die  hellsten  Punkte  eines  einfachen  Hyperboloids,  welches  durch  ein 
windschiefes  Yierseit  und  eine  Transversale  desselben  bestimmt  ist 
—  d.  h.  man  construiere  diejenigen  Tangentialebenen  desselben, 
welche  die  zum  Lichtstrahl  normale  Stellung  haben  und  ermittele 
ihre  Berührungspunkte;  von  diesen  ist  der  der  beleuchteten  Seite 
angehOrige  der  gesuchte. 

Oder  man  construiere  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  Schaar 
/  eines  einfachen  Hyperboloids,  welche  zu  einer  gegebenen  g  normal 
sind  —  mittelst  der  Normalebenen  zu  ihr  durch  zwei  projectivische 
Gruppen  in  den  g.  Man  erläutere  die  Bedingung  ihrer  Realität  durch 
den  Asymptotenkegel. 

10)  Im  Anschluss  an  1)  folgt  weiter:  Wenn  zwei  einfache  Hy- 
perboloide die  Geraden  g^y  g^  derselben  Schaar  gemeinsam  enthalten, 
so  wird  der  Best  ihrer  Durchdringung  von  zwei  Erzeugenden  der 
andern  Schaar  respective  gebildet.  Denn  sind  g^^  g^  irgend  zwei 
Erzeugende  derselben  Schaaren  im  ersten  respective  im  zweiten 
Hyperboloid;  so  sind  die  gemeinsamen  Transversalen  /| ,  l^  zu  den 
vier  Geraden  ^, ,  g^y  g^y  g^  beiden  Flächen  femer  gemeinsam. 

11)  Wenn  zwei  Hyperboloide  sich  in  allen  Punkten  einer  ge- 
meinsamen Erzeugenden  berühren  (§  36,  15),  so  schneiden  sie  sich 
noch  in  zwei  Erzeugenden  des  andern  Systems;  diese  sind  den  ge- 
meinschaftlichen Geraden  von  zwei  concentrischen  den  Asymptoten- 
kegeln der  Hyperboloide  gleichen  und  parallelen  Eegelflächen  parallel. 
Wie  im  Fall  von  zwei  hyperbolischen  Paraboloiden  ? 

12)  Die  Punkte  der  Durchdringungen  von  Begelflächen  zweiter 
Ordnung  mit  Kegel-  und  Cylinder- Flächen  zweiten  Grades  werden 
durch  die  Ebenen  aus  der  Spitze  des  Kegels  nach  den  Erzeugenden 
des' Hyperboloids  in  Gruppen  von  je  vier  gewonnen;  die  der  Durch- 
dringung von  zwei  Hyperboloiden  durch  die  Schnittpunkte  der  Er- 
zeugenden des  einen  mit  der  Fläche  des  andern,  oder  in  Gruppen 
von  vier  durch  die  Berührungsebenen  des  einen^  welche  das  andere 
in  je  einem  Kegelschnitt  schneiden.  Die  Durchdringungen  mit  deve- 
loppabeln  Flächen  bestimmt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  Er- 
zeugenden der  letzteren  mit  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung. 

13)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  einer  Kegelfläche  und 
einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  sind  die  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen des  gegebenen  Kegels  mit  dem  von  seiner  Spitze  ausgehen- 
den Tangentenkegel  der  Fläche.  Die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
beider  Kegel  geben  die  Erzeugenden  des  ersten,  welche  die  Fläche 
berühren;  etc. 

14)  Man  construiere  die  Punkte,  welche  ein  gegebener  Kegel- 
schnitt mit  dem  durch  drei  Gerade  bestimmten  einfachen  Hyperbo- 
loid gemein  hat,  oder  die  Geraden,  welche  zugleich  jenen  Kegel- 
schnitt und  diese  drei  Leitgeraden  schneiden. 
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15)  Man  consü^uiere  die  Ebenen,  welche  gleichzeitig  einen  Ke* 
gelschnitt  und  ein  einfaches  Hyperboloid  in  Punkten  seiner  Ebene 
bertlbren. 

16)  Wenn  im  Vorigen  die  gewöhnliche  Ceiitralprojection,  die 
G6om6trie  döscriptivo  und  die  Axonometrie  als  Darstellungsme- 
thoden gleicher  Weise  erwähnt  sind,  so  soll  hier  noch  kurz  erörtert 
werden,  wie  die  allgemeine  Centralprojection  und  die  Methoden 
der  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  dieselben  Probleme  behan- 
deln. Zun&chst  die  allgemeine  Centralprojection  —  wir  empfehlen 
die  Bildung  der  Figur  an  Hand  der  Erörterung. 

Man  denke  die  Spur  der  Ebene  U,  d.  h.  die  Gerade  u  wie 
in  1,  §  6*  —  wir  können  den  Distanzkreis  und  die  Spur  q'  der 
projicierenden  Parallelebene  zu  ü  zunächst  unbestimmt  lassen  — 
und  S^,  ^j';  ^j,  J^j';  ^^^3»  ^z  ^^^  ^^^  Durchstosspunkte  resp.  Bilder 
der  Schnittpunkte  mit  IT  für  die  drei  Geraden  ^, ,  {/21  ffz  ^^^  einen 
Regelschaar.  Dann  erhalten  wir  die  Gerade  der  andern  Biegelschaar, 
welche  durch  einen  in  Au  projicierten  Punkt  von  ff^  geht,  d:  h. 
ihren  Durchstosspunkt  Si  und  das  Bild  U{  ihres  Schnittpunktes 
mit  der  Ebene  IT,  wie  folgt.  Wir  legen  durch  Au  Gerade  nach 
den  Fixpunkten  U^  und  Ut^  von  ^2  ^^^  ^31  <3eren  Durchstoss- 
punkte Sa }  Sis  auf  Au  O2  und  Au  ü^  resp.  durch  die  Bemerkung 
erhalten  werden,  dass  die  Geraden  5, Sia  und  U^O^y  S^S^^  und 
Uyü^  sich  auf  n  begegnen  müssen;  die  Ebenen,  welche  diese  Ge- 
raden mit  g^ ,  ^3  resp.  bestimmen,  schneiden  sich  in  der  gesuchten 
Mantellinie  /,-;  man  erhält  Si  als  Schnitt  von  iSj^,-«  mit  S^S^  und  U^ 
als  Schnitt  der  Geraden,  die  von  ü^  und  ü^  resp.  nach  den  Schnitt- 
punkten der  vorigen  mit  11  gehen. 

Die  Construction  zeigt,  dass  Strahlenbüschel  aus  U^  und  U^' 
über  der  von  Au  beschriebenen  Reihe  in  g(  mit  festen  Geraden 
aus  5,  nach  {U^  U^\  u)  und  {ü^ü^\  u)  geschnitten  und  diese 
Schnittpunkte  mit  den  festen  Punkten  ^2  und  ^3  resp.  verbunden, 
also  an  diesen  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  gebildet  werden, 
deren  entsprechende  Strahlenpaare  die  Si  liefern.  Analog  ftlr  die  Ui 
—  man  sieht  also  unmittelbar,  dass  die  Folge  der  5^  wie  die  der  Üi 
einen  Kegelschnitt  bilden,  resp.  durch  5, ,  ^2,  ^^3  und  durch  ü^\  ü^^ 
ü^  gehend,  beide  Kegelschnitte  —  an  Stelle  der  Aehnlichkeit  und 
ähnlichen  Lage  im  Falle  der  gewöhnlichen  Centralprojection  —  auf 
der  Geraden  u  sich  schneidend  oder  mit  der  nämlichen  Involution 
harmonischer  Pole  in  ihr.  Man  erhält  diese  Schnittpunkte  als  Dop- 
pelpunkte vereinigter  projectivischer  Beihen  in  u,  für  welche  die 
Construction  jeder  Transversale  /,-  ein  Paar  liefert,  das  Paar  der 
Schnittpunkte  der  Ebenen  von  Au  nach  g^  und  g^  resp.;  die  zwei 
anderen  zur  Bestimmung  nöthigen  Paare  liefern  die  Geraden  von 
Ox  nach  ü^  und  U^  und  die  von  5]  nach  S2  und  ^3,  wie  sich 
für  Aki   in  €{  resp.  5,  ergiebt. 

Nach  den  früheren  Erörterungen  über  diese  Methode  ist  klar, 


304      II.   Corven  und  Flächen:  B>  Flächen  zweiten  Gradea.  38. 

dass  die  Constmctionen  der  Probleme  über  die  Bedehangen  des 
Punktes,  der  Ebene  nnd  der  geraden  Linie  zum  ein&ehen  Hyper- 
boloid, also  des  Tangentenkegels,  des  ebenen  Querschnittes,  etc. 
ebenso  ohne  jede  Schwierigkeit  ausftthrbar  sind. 

17)  Wir  bemerken  nun,  dass  im  Vorigen  weder  der  Distanz- 
kreis noch  die  Spur  q'  der  durch  das  Centrum  gehenden  Parallel- 
ebene  zu  n  gebraucht  worden  ist,  so  dass  sowohl  diese  ala  jener 
willkQrlich  gewählt  werden  kOnnen,  insbesondere  auch  das  Gentmm 
unendlich  fem.  Durch  Angabe  Ton  q'  und  dem  Distanzkreis  D 
machen  wir  die  allgemeine  Centralprojection  und  das  dargestellte 
und  behandelte  Hyperboloid  bestimmt  —  wie  diess  gelegentlich  an- 
derer Beispiele  besonders  im  Schlussüberblick  zu  I,  p.  347  f.  be- 
sprochen worden  ist;  und  wir  können  daher  die  vorigen  Erörter- 
ungen als  zugleich  die  Darstellung  in  allgemeiner  Parallelprojection 
erledigend  bezeichnen  —  wir  würden  dann  zur  Individualisierung 
des  Dargestellten  das  die  Projection  bestimmende  rechtwinklige 
Dreieck  U'O^  (27)|  (I,  p.  343)  hinzufügen  müssen.  Nach  dem  a.  a.  0. 
Entwickelten  können  wir  nach  Eintragung  von  q'  die  Fluchtelemente 
der  Geraden  und  Ebenen  der  Construction  leicht  bestimmen  und 
daher  die  Fluchtcurve  der  Fläche  oder  eine  parallelepipedische 
Gruppe  von  Mantellinien  derselben  darstellen ;  erst  für  die  Bestim- 
mung von  wahren  Grössen  z.  B.  die  Construction  der  zu  einer  ge- 
gebenen Mantellinie  normalen  Mantellinien  des  Hyperboloids,  würde 
auch  die  Angabe  des  Distanzkreises  erfordert  werden. 

18)  Wird  die  Gerade  u  unendlich  fem  genommen,  so  ändert 
sich  in  dem  Constractionsver£ahren  von  16)  nichts  Wesentliches, 
nur  werden  die  auf  u  sich  schneidenden  Linienpaare  zu  Parallelen. 
Wir  können  die  entstehende  Figur  noch  immer  als  allgemeine  Cen- 
tralprojection,  aber  auch  als  ParaUelprojection,  insbesondere  als 
orthogonale,  interpretieren. 

19)  Wir  können  aber  auch  die  Fläche  mit  Hilfe  der  beiden 
Querschnitte  S  und  ü'  bestimmen,  die  sie  mit  der  Bildebene  und 
der  Fixebene  hervorbringt ;  sie  sind,  weil  die  Gerade  u  die  Fläche 
des  Hyperboloides  nur  in  zwei  bestimmten  Punkten  schneidet,  Ke- 
gelschnitte, die  in  u  zwei  gemeinsame  Punkte  oder  dieselbe  Invo- 
lution harmonischer  Pole  (16)  besitzen,  und  daher  durch  diese  Invo- 
lution und  je  drei  Punkte  bestimmt  sind.  In  Verbindung  mit  einer 
geraden  Erzeugenden  g^  die  ihren  Durchstosspunkt  iS  in  8  und 
ihren  Fixpunkt  0'  mJf  hat,  bestimmen  sie  die  Fläche.  Verbindet 
man  S  und  ü'  durch  Gerade  mit  einem  beliebigen  Punkte  von  U, 
so  schneiden  diese  —  das  s  und  u  einer  durch  g  gehenden  Ebene 
—  8  und  resp.  \f  in  dem  S  und  ü'  einer  geraden  Erzeugenden 
von  der  Schaar  /,  deren  Bild  ihre  Verbindungslinie  ist;  man  erhält 
somit  alle  Erzeugenden  der  Schaar  /  durch  Linealconstruction  und 
ebenso  aus  einer  derselben  alle  g\  ihre  Bilder  umhüllen  den  Um- 
risskegelschnitt der  Fläche. 
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Für  die  volle  metrische  Bestimmung  der  Fläche  ist  der  Bistanz- 
kreis und  die  zu  u  parallele  Fluchtlinie  q'  der  Fizebene  einzu- 
tragen; oder  man  hat  wie  in  I,  p.  343,  mittelst  des  recht- 
winkligen Dreiecks  OU^{ü)q  mit  dem  Winkel  w  zwischen  Bild- 
und  Pixebene  und  der  Projection  ü'  der  Ecke  ü  desselben  die 
angewendete  allgemeine  Parallelprojection  zu  bestimmen. 

20)  Für  ein  unendlich  fernes  ll  —  also  Centralprojection  oder 
allgemeine  Parallelprojection  mit  zwei  parallelen  Ebenen  in  be- 
kannt.er  Distanz  als  Bild-  und  als  Fixebene  —  sind  die  Kegel- 
schnitte S  und  TT'  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Man  wende  die 
Betrachtung  auf  zwei  Kreise  an  und  zeige,  wie  man  diß  beiden 
Punkte  der  Fläche  von  gegebenem  Bilde  und  ihre  Tangentialebenen 
zu  bestimmen  hat. 

Die  Anwendung  auf  die  axonometrische  Darstellung  aus  Bild 
und  Grundriss  etc.  ist  zu  überlegen. 


39.  Ist  der  Punkt  P  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  e  1  li  p  - 
ti scher  Punkt,  so  haben  wir  die  beiden  Inflexionstangenteu 
der  Fläche  in  ihm  als  nicht  reelle  Gerade  y^  l  m  einer  reellen 
Ebene,  nämlich  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  Py  und 
durch  einen  reellen  ihnen  gemeinsamen  Punkt  P  zu  betrachten, 
und  müssen  daher  annehmen,  dass  sie  keinen  zweiten  reellen 
Punkt  enthalten.  Man  hat  solche  nicht  reelle  Gerade  mit  einen» 
reellen  Punkte  in  einer  reellen  Ebene  punktierte  Gerade 
oder  punktierte  und  planierte  Gerade  genannt. 

Denken  wir  dann  i^j  als  einen  zweiten  Punkt  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  schneiden  die  Ebenen  P^X,  P^y 
aus  ihr  neue  punktierte  Gerade  yxy  X\  heraus ,  welche  in  der 
Tangentialebene  von  />,  liegen  und  ihre  vereinigten  reellen 
Punkte  in  P^  haben,  sich  aber  mit  y,  X  in  nicht  reellen  Punkten 
schneiden  —  die  Sätze  auch  für  solche  nicht  reelle  Gerade 
als  gültig  gedacht,  dass  eine  Gerade  und  ein  Punkt  ausser  ihr 
eine  Ebene  bestimmen,  und  dass  zwei  Gerade  derselben  Ebene 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.  (Wir  werden  diese  Gültigkeit 
im  IIL  Bde.  dieses  Werkes  beweisen.)  Sonach  ist  auch  P^  ein 
elliptischer  Punkt  der  Fläche,  d.  h.  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  einen  elliptischen  Punkt  besitzt, 
enthält  nur  elliptische  Punkte;  auf  einer  solchen 
Fläche  liegen  zwei  Schaaren  von  nicht  reellen  punk* 
tierten  Geraden  y,  A;  die  Geraden  derselben  Schaar 
schneiden  einander  nicht,  indess  alle  Geraden  der 
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einen    Schaar   von  jeder  der   andern   in   projectivi- 
schen  Reihen  geschnitten  werden. 

Da  aber  diesen  Reihen  die  geometrische  Darstellbarkeit 
abgeht,  so  lassen  sich  die  schönen  für  die  Behandlung  der 
Hyperboloide  gewonnenen  Constructionsmethoden  nicht  auf 
die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen  Punid;en  über- 
tragen. Die  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  er- 
fordern eine  andere  selbständige  Untersuchung. 
Wir  führen  diese  so,  dass  sowohl  sie  selbst  als  ihre 
Result&te  zugleich  für  die  Regelflächen  zweiter 
Ordnung  gelten,  und  also  die  für  diese  schon  gewonnenen 
Ergebnisse  nochmals  begründet  und  zugleich  yervoUständigt 
werden.  ^^  ^^ 


^^R 


Wir  denken  einen  Punkt  P  im  Räume  und  durch  ihn 
Gerade  h  gezogen,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Fj  je 
zweimal  schneiden  in  Punkten  5^,  S,*;  Äj,  Sj*;  etc.  Auf  jeder 
derselben  werde  dann  ein  Punkt  /^,*,  P^*]  etc.  so  bestimmt, 
dass  die  Paare  S^S^*J  ^^i*}  '^2'^2*>  ^^2*5  ^*^«  harmonische 
Gruppen  bilden  oder  dass  man  hat  (S^S^*PP^*)  =^ —  1.  So 
existiert  auf  jeder  die  Fläche  schneidenden  Geraden  hi  aus  P 
ein  ihm  in  Bezug  auf  jene  conjugierter  Punkt  Pi*.  Für  zwei 
Gerade  h^ ,  ^2  (^^8*  ^^)  ^^^^  ^^^^  durch  P  gehende  Ebene  F  ist 
die  gerade  Linie  P*P*  die  Polare  p,  von  P  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ifj ,  in  welchem  die  Ebene  F  der  beiden  Geraden 
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aus  P  die  Fläche  zweiter  Ordnung  schneidet.  Zwei  beliebige 
Ebenen  durch  P  liefern  so  zwei  Polaren,  welche  sich  in  dem 
zu  P  in  Bezug  auf  die  Fläche  conjugierten  Punkt  der  Schnitt- 
linie dieser  Ebenen  schneiden  müssen. 

Das  System  dieser  Polaren  hat  also  die  Eigenschaft^ 
dass  je  zwei  derselben  sich  schneiden,  ohne  dass  sie  etwa  alle 
durch  denselben  Punkt  gehen;  d.  h.  sie  liegen  in  einer  Ebene 
P,  der  Ebene  der  conjugierten  Punkte  von  P\  wir 
nennen  dieselbe  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  die 
Fläche  und  in  gleicher  Weise  P  den  Pol  derselben.  Pol 
und  Polarebene  werden  auf  allen  durch  den  Pol 
gehenden  Strahlen  durch  die  Fläche  harmonisch 
getrennt 

Denken  wir  die  Tangenten  ^j,  t^^  t*j  t^  der  Kegelschnitte 
K^ ,  K^  (Fig.  76)  in  zwei  Ebenen  Pj ,  P2  durch  den  Pol  in  den 
Punkten  Äj,  S^*  der  Schnittlinie  derselben,  so  schneiden  sich 
diese  paarweise  in  Punkten  yV, ,  M^  auf  den  Polaren  /?, ,  p^  und 
die  Ebenen  /^^j»  ^1*^2*;  <^-  ^'  ^i®  Tangentialebenen  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  5,,  S,*  respective  enthalten  eine  und 
dieselbe  Gerade  h^  der  Polarebene.  Pol  und  Polarebene 
trennen  harmonisch  alle  die  Paare  von  Tangential- 
ebenen^ welche  aus  Geraden  der  Polarebene  an  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können.  Man 
nennt  einem  Punkte  alle  Punkte  und  alle  Strahlen  in  seiner 
Polarebene,  einer  Ebene  alle  Ebenen  und  alle  Strahlen  durch 
ihren  Pol  conjugiert.  Jeder  Geraden  entspricht  eine  andere 
als  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Punkte  in  jener  oder 
als  Verbindungslinie  der  Pole  der  Ebenen  aus  jener;  wir  nennen 
von  solchen  zwei  Geraden  jede  die  Polare  der  andern  und 
bezeichnen  jede  zwei  Gerade  als  einander  conjugiert,  von 
denen  die  eine  die  Polare  der  andern  schneidet. 

Vier  Punkte,  von  denen  jeder  den  drei  übrigen  conjugiert 
ist  oder  ihre  Ebene  zur  Polarebene  hat,  bestimmen  ein  Te- 
traeder, Yon  dessen  vier  FPächen  jede  den  drei  andern  con- 
jugiert ist,  von  dessen  Kanten  die  gegenüberliegenden  als  Po- 
laren zusammengehören,  während  die  benachbarten  conjugierte 
Gerade  sind.  Man  bezeichnet  dies  System  gewöhnlich  als  ein 
Quadrupel  harmonischer  Pole   und    Polarebenen   in 

Bezug  auf  die  Fläche. 
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Wir  sehen  in  alledem  die  völlige  Analogie  zn  der  Lehre 
von  Pol  und  Polare  bei  den  Kegelschnitten.  (Vergl.  I,  §  30  f.) 
Natürlich  entspringt  wie  dort  aus  diesen  Grundlagen  eine  Fülle 
von  Eigen  Schäften ;  von  denen  wir  einige  in  den  Beispielen 
hervorheben.  Man  kann  aus  der  Vergleichung  mit  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  sie  leicht  beträchtlich  vermehren. 

1)  Der  Vergleich  mit  der  Lehre  von  Pol  und  Polare  bei  den 
Kegelschnitten  und  die  Theorie  der  centrischen  Collineation  der 
Räume  (I,  §  37  f.,  spec.  §  42)  führen  zu  dem  Satze:  Jede 
Fläche  zv^eiter  Ordnung  ist  in  involutorischer  Cen- 
tralcollineation  mit  sich  selbst  für  je,den  Punkt  P  im 
Baum  als  Oentrum  und  seine  Polarebene  P  als  Colli- 
neationsebene. 

2)  In  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  entsprechen  sich 
die  Punkte  Pi  des  Baumes  und  seine  Ebenen  P,-  paarweise,  allen 
Punkten  und  Strahlen  einer  Ebene  die  Ebenen  imd  Strahlen  durch 
ihren  Pol,  etc.  —  der  Baum  erscheint  zweimal,  als  Ver- 
einigung eines  Punktsystems  und  eines  Ebenensjstems. 
Man  nennt  die  gedachte  offenbar  vertauschbare  oder  involutorische 
Beziehung  beider  Bäume  die  Polar-Beciprocität,  die  vermit- 
telnde Fläche  zweiter  Ordnung  die  Directrix  derselben;  und  die 
Vereinigung  beider  so  hezogenen  Bäume  ein  Polarsystem  im 
Baume.    (Vergl.  I,  §  32.) 

3)  Geht  durch  P  eine  Tangente  t  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
F2 ;  so  fallen  die  bezüglichen  Schnittpunkte  5, ,  S^  im  Berührungs- 
punkte zusammen  und  in  demselben  liegt  daher  auch  der  vierte 
harmonische  Punkt  i']*  —  d.h.  die  Polarebene  einesPunktes 
P  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht 
durch  die  Berührungspunkte  aller  von  P  an  dieselbe 
möglichen  Tangenten;  der  Ort  der  Berührungspunkte  der- 
selben ist  der  Kegelschnitt,  den  die  Polarebene  F  mit  der  Fläche 
gemein  hat. 

4)  Ist  P  selbst  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  liegt 
für  eine  durch  P  gehende  Gerade  S^  in  P  und  S^*  ist  im  Allge- 
meinen davon  verschieden,  somit  föllt  P*  im  Allgemeinen  nach  P\ 
ist  aber  die  Gerade  eine  Tangente  der  Fläche  in  P,  so  fallen  5, 
und  5j*  in  P  zusammen  und  P^*  ist  ein  willkürlicher  Punkt  der 
Tangente.  Es  sind  also  dem  Punkte  P  der  Fläche  alle  Punkte  der 
in  ihm  an  dieselbe  gehenden  Tangenten  conjugiert;  d.  h.  die  Tan- 
gentialebene der  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  die  Polar- 
ebene ihres  Berührungspunktes. 

5)  Ist  jP*  auf  der  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  so  liegt  auch  P  auf  der  Polarebene  von  P*  in 
Bezug  auf  dieselbe ;  mit  andern  Worten :  WenndiePolarebene 
sich  um  einen  Punkt  P  dreht  oder  ein  Ebenenbündel 
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erzeugt,  so  bewegt  sich  der  Pol   in  der  Polarebene  P 
dieses  Punktes  oder  erzengt   ein   ebenes  Punktsystem. 

6)  Man  constraiert  den  Pol  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  als  den  Durchschnittspunkt  der  Polarebenen  von 
drei  Punkten  derselben,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  speciell 
als  den  Schnittpunkt  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  drei  Punkten 
ihrer  Schnittcurve  mit  jener  Ebene. 

7)  Man  construiere  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  das 
durch  drei  g ,  durch  ein  Parallelepiped,  oder  durch  ein  Vierseit  und 
eine  Transversale  desselben  gegebene  Hyperboloid^  endlich  in  Bezug 
auf  das  durch  zwei  g  und  die  Bichtungsebene  der  /  gegebene  hy- 
perbolische Paraboloid. 

Die  Polarebene  von  P  für  das  Hyperboloid  aus  drei  Erzeugenden 
^19  Oll  ff 3  findet  man  durch  die  von  P  ausgehenden  Transversalen 
/,2  t  ^231  ^31  derselben  in  Paaren  mittelst  der  in  den  Ebenen  Pg^ 
^92t  ^0%  ^®sp.  liegenden  Erzeugenden  /|,  /j,  l^  durch  die  Polaren 
(Harmonikaien)  zu  g^lx(P)p-i^,  ffth{^)Pz\y  ffshi^)Pi2'  I>ie 
Schnitte  von  ^,/,-  sind  drei  Punkte  ihrer  Schnittcurve  mit  der  Fläche 
und  p.^^y  p^^ ,  p^2  ^i^  zugehörigen  Tangenten  derselben. 

Man  construiere  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  den  Pol 
der  Ebene  F  und  die  Polare  der  Geraden  g. 

Der  Brianchonpunkt  eines  aufgeschriebenen  Sechsseits  in  einem 
einfachen  Hyperboloide  ist  der  Pol  seiner  Pascalebene;  die  sechs 
Brianchonpunkte  der  Sechsseite  aus  drei  Mantellinien  g  und  drei 
Mantellinien  /  desselben  Hyperboloides  (§  35,  5)  liegen  zu  drei  in 
einer  Geraden  und  ihre  sechs  Pascalebenen  gehen  zu  drei  durch 
dieselben  Geraden. 

8)  Wenn  die  Polarebene  P  sich  um  eine  Gerade  g 
dreht,  so  rückt  ihr  Pol  P  in  einer  andern  Geraden  g* 
forty  jenes  Büschel  von  Ebenen  und  diese  Beihe  sind 
projectivisch;  in  den  Schnittpunkten  von  ^*  mit  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  wird  dieselbe  von  Ebenen  ans  g  berührt  oder 
umgekehrt.  Die  beiden  Geraden  im  Schlussbeispiel  von  7)  sind  in 
diesem  Sinne  zu  einander  polar. 

9)  Man  construiert  die  Polare  g*  einer  Geraden  g  in  Bezug 
auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  F2  als  die  Verbindungslinie  der 
Pole  von  zwei  durch  g  gehenden  Ebenen  oder  als  die  Schnittlinie 
der  Polarebenen  von  zwei  in  g  gewählten  Punkten;  insbesondere 
als  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  der  durch  sie  ge- 
henden Tangentialebenen  der  Fläche  oder  als  die  Schnittlinie  der 
Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben. 

Für  alle  Hyperboloide  und  das  hyperbolische  Paraboloid  durch 
das  nämliche  windschiefe  Viereck  sind  dessen  Diagonalen  zu  ein- 
ander polar. 

10)  Die  Lösungen  der  Aufgaben:  Die  gemeinschaftlichen  Punkte 
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oder  Tangentialebenen  einer  Geraden  mit  einer  Fl&che  zweiter  Ord- 
nung zu  finden,  kommen  eine  auf  die  andere  zurück.    (§  38.) 

Eine  Flftche  zweiter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  immer  auch 
eine  Flftche  zweiter  Classe;  um  beides  zusammen  zu  fassen,  kann 
man  die  Bezeichnung  Flftche  zweiten  Grades  gebrauchen. 
Welche  Fftlle  (vergl.  §  30,  Beisp.  und  §  35)  bilden  Ausnahmen? 

11)  Zwei  Gerade  ^, ,  ^,*,  von  denen  jede  die  Polare  der  an- 
deren in  Bezug  auf  eine  Flftche  zweiten  Grades  ist,  haben  hinsicht- 
lich ihrer  gemeinsamen  Transversalen  die  doppelte  Eigenschaft: 

Ihre    Schnittpunkte    mit    der  Ihre  Tangentialebenen  mit  der 

Fläche  werden  durch  ihre  Schnitt*  Fläche  werden  durch  ihre  Ver- 
punkte  mit  g^  g*  harmonisch  bindungsebenen  mit  g^  ^  von 
von  einander  getrennt.  einander  harmonisch  getrennt. 

Denn  für  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Transversale  mit  der 
einen  Geraden  ist  die  andere  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Schnitt 
ihrer  Verbindungsebene  mit  der  Transversale  in  der  Flftche;  und 
für  die  Verbindungsebene  einer  solchen  Transversale  mit  der  einen 
Geraden  ist  die  andere  die  Polarlinie  in  Bezug  auf  den  Berührungs- 
kegel aus  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Transversale  an  die  Fläche. 
Eine  Fläche  zweiten  Gi*ades  ist  also  mit  sich  selbst  in  involutorischer 
Symmetrie  für  jede  zwei  zu  einander  polare  Gerade  als  Axen. 
(Vergl.  I,  Schlussüberblick  p.  354.) 

12)  Die  Ebenen  durch  eine  Gerade  g^  und  die  von  g 
nach  denPolenvou  jenen  gehenden  Ebenen  bilden  zwei 
vereinigte  projectivische  Ebenenbüschel  in  Involution, 
deren  sich  selbst  entsprechende  Ebenen  die  von  g  aus- 
gehenden Tangentialebenen  der  Fläche  sind,  um  jede 
Gerade  im  Baum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  ein 
involutorisches  Büschel  harmonischer  Polarebenen  bestimmt. 

13)  Anderseits  bilden  die  Punkte  der  Polreihe  in  g* 
und  die  Schnittpunkte  von  g*  mit  den  entsprechenden 
Polarebenen  aus  g  zwei  vereinigte  projectivische  Bei- 
hen  in  Involution,  deren  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  die  in  g*  enthaltenen  Punkte  der  Fläche  sind. 
Auf  jeder  Geraden  im  Baum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  involutorische  Beihe  harmonischer  Pole  bestimmt. 
Die  Involutionen  um  g  und  auf  g*  sind  perspectivisch  zu  ein- 
ander, wenn  diese  Geraden  conjugiert  sind  in  Bezug  auf  die  Fläche. 

14)  Wenn  die  Gerade  g  die  Fläche  zweiter  Ordnung  berührt, 
so  thut  dies  auch  ihre  Polare  g^  in  demselben  Punkte.  Die  Tan- 
genten einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte  ordnen 
sich  also  in  Paare  so,  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  der  einen 
Tangente  des  Paares  die  andere  Tangente  des  Paares  enthalten.  Alle 
diese  Paare,  man  sagt  conjugierter  Tangenten,  bilden 
eine  Involution  von  Strahlen.  Die  Doppel  strahlen  dieser 
Involution  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Polarebenen 


Die  Involutionen  harmonischer  Pole  und  Polarebenen.  39.      311 

der  Punkte  eines  jeden  ihn  selbst  enthalten,  dass  also 
alle  ihre  Punkte  in  ihren  Polarebenen  Hegen  oder  auf 
der  Fläche  sind;  sie  sind  die  Inflexionstangenten  der 
Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte  oder  die  durch  ihn 
gehenden  Erzeugenden  derselben.    (§  30.) 

Wenn  die  Paare  jener  Involution  sich  nicht  trennen,  so  ist  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Begelfläche^  wenn  sie  sich  trennen^ 
so  gehört  sie  zu  'den  Nichtregelflächen. 

Sind  die  Doppelstrahlen  vereinigt ^  so  fällt  von  allen  Paaren 
die  eine  Tangente  mit  den  vereinigten  Doppelstrahlen  zusammen, 
alle  Punkte  der  Doppelstrahlgeraden  sind  Berührungspunkte  und 
die  Fläche  ist  eine  Eegelf  lache  oder  eine  developpable  Fläche 
zweiter  Ordnung. 

15)  Denken  wir  den  Tangentenkegel  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung aus  dem  Punkte  P  und  speciell  einen  Punkt  S  der  Berühr- 
ungscurve  desselben  mit  der  Fläche,  die  Tangente  i*  der  letzteren 
in  S  und  die  Oerade  PS  oder  i,  so  bilden  diese  beiden  ein  Paar 
in  der  Involution  der  Tangenten  in  S  und  sind  somit  zu  den 
Haupttangenten  oder  Erzeugenden  g^  l  der  Fläche  in  S  harmonisch 
conjugiert. 

16)  Man  construiere  für  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
ein  Quadrupel  harmonischer  Pole,  wenn  eine  Ecke  und  eine  durch 
sie  gehende  Kante  und  Fläche  desselben  gegeben  sind. 

17)  Den  Punkten  Pi  einer  Ebene  £  entsprechen  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F  die  durch  ihren  Pol  E'  gehenden 
Polarebenen  F/  und  damit  in  der  Ebene  £  selbst  die  Spuren  /?/ 
derselben;  durchläuft  Pi  eine  Gerade  g  in  £,  so  dreht  sich  pi  um 
einen  Punkt,  den  Durchstosspunkt  der  conjugierten  Oeraden  g'  in 
ihr.  Dies  Entsprechen  in  der  Ebene  £  ist  mit  dem  involu torischen 
Entsprechen  der  Polarreciprocität  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
identisch^  in  welchem  £  die  Fläche  F  schneidet.  Im  Falle  der 
Berührung  von  £  mit  F  degeneriert  derselbe  in  zwei  Gerade  und 
jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  eine  durch  den  Berührungspunkt 
gehende  Gerade,  etc.  Wenn  £  die  Fläche  nicht  schneidet,  so  haben 
wir  ein  Polarsystem  in  der  Ebene  ohne  reelle  Directrix.  (Vergl. 
I,  §  34.) 

18)  Die  Geraden  E'Pi  bilden  mit  den  Ebenen  P/  ein  Polar- 
system im  Strahlenbündel,  von  welchem  im  Falle  des  Schnittes 
von  £  mit  F  der  über  der  Schnittcurve  stehende  Kegel  zweiten 
Grades  von  der  Spitze  E'  die  Directrixfläche  ist  und  das  daher  im 
andern  Falle  keine  reelle  Directrix  hat. 

19)  Wenn  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen 
für  eine  Fläche  zweiten  Grades  gegeben  ist,  so  bestimmt  man  zu 
jedem  Punkte  derselben  sieben  andere  der  Fläche  angehörige  Punkte. 
Es  entsteht  so  eine  Gruppe  von  acht  Punkten,  die  viermal  zu 
zweien  auf  Geraden   durch   die  Ecken  und  zu  vieren   auf  Ebenen 
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durch  die  Kanten  des  Quadrupels  liegen ,  etc.  wie  in  I,  §  58,  9  f. 
die  Centra  der  Kugeln  zu  vier  Ebenen. 

Bestimmt  man  einen  der  durch  vier  Punkte  markierten  Quer- 
schnitte der  Fläche  vollends,  so  ist  damit  ein  zweiter  durch  die- 
selbe Kante  bestimmt,  durch  die  Quadrupelflächen  harmonisch  von 
ihm  getrennt.  Der  dazu  erforderliche  Punkt  liefert  aber  wiederum 
sieben  andere  Punkte  der  Fläche  in  einer  analogen  Gruppierung; 
ein  dritter  Punkt  mit  seiner  Gruppe  vollendete  die  Bestimmung 
der  Fläche.  (Vergl.  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte  in  I,  §  32, 11.) 

Wenn  die  eine  Fläche  des  Quadrupels  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  die  Gegenecke  derselben  also  nach  §  40  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  ist,  so  erhält  man  ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser  und 
Diametralebenen  der  Fläche  und  die  Erzeugungsweise  des  nächsten 
Artikels. 

20)  Durch  ein  Quadrupel  und  ein  Paar,  d.  h.  einen  Punkt  und 
seine  Polarebene,  ist  eine  Fläche  zweiten  Grades  bestimmt;  insbe- 
sondere auch,  wenn  die  eine  Fläche  des  Quadrupels  die  unendlich 
ferne  Ebene  ist. 

Betrachten  wir  eine  Fläche  des  Quadrupels,  so  sind  uns  in 
derselben  ein  Tripel  —  nämlich  die  Ecken  und  Kanten  des  Te- 
treeders in  ihr  —  von  Polen  und  Polaren  in  Bezug  auf  ihren  Quer- 
schnitt mit  der  Fläche  und  dazu  ein  Paar,  nämlich  die  Spur  der 
gegebenen  Polarebene  in  ihr  als  Polare  und  der  Schnittpunkt  mit 
dem  den  Pol  derselben  mit  der  Gegenecke  des  Quadrupels  verbin- 
denden Strahl  als  zugehöriger  Pol  bekannt,  und  derselbe  ist  somit 
nach  T,  §  32,  12  vollkommen  bestimmt.  Wir  construieren  entweder 
ihn  selbst  oder  seinen  Symmetriekegelschnitt,  falls  er  nicht  reell  ist. 
Wir  werden  im  dritten  Bande  dieses  Werkes  auf  diese  allgemeinen 
Constructionen  in  systematischer  Untersuchung  zurückkommen. 

40.  Die  specielle  Betrachtung  der  Punkte  und 
Strahlen  sowie  der  Ebene  des  unendlich  fernen  ebe- 
nen Systems  ergiebt  wichtige  Resultate.  Die  Polarebene 
eines  unendlich  fernen  Punktes  hat  die  Eigenschaft,  alle  die 
Strecken  zu  halbieren,  welche  durch  die  Fläche  zweiter  Ord- 
nung auf  den  von  ihm  ausgehenden  also  parallelen  Geraden  be- 
grenzt werden;  man  nennt  sie  die  der  gegebenen  Richtung 
conjugierte  Durchmesser-  oder  Diametralebene. 

Da  alle  unendlich  fernen  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 
so  gehen  alle  Diametralebenen  durch  einen  Punkt,  den  Pol 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Man  nennt  ihn  den  Mit- 
telpunkt der  Fläche;  er  ist  in  allen  durch  ihn  gehenden 
Geraden  oder  in  den  Durchmessern  der  Fläche  die  Mitte  der 
Strecke,  die  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  ihnen  bestimmt. 
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Die  Polare  einer  unendlich  fernen  Geraden  ist  die  Durch- 
schnittslinie  von  unendlich  yielen  zu  den  in  ihr  gelegenen 
Richtungen  conjugierten  Durchmesserebenen,  ein  Durchmes- 
ser der  Fläche,  der  zu  jener  Stellung  conjugiert  heisst. 

Dem  unendlich  fernen  ebenen  System  von  Punkten  ent- 
spricht das  Ebenenbündel  der  Diametralebenen,  dem  unendlich 
fernen  ebenen  System  von  Strahlen  das  Strahlenbündel  der 
Durchmesser  der  Fläche  polar  reciprok. 

In  Folge  dessen  enthält  der  Durchmesser^  der  die 
Polare  einer  Stellung  ist,  die  Mittelpunkte  aller  der 
ebenen  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
diese  Stellung  haben.  Die  Involution  harmonischer  Polar- 
ebenen der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen  —  man  nennt  sie 
conjugierte  Durchmesser-  oder  Diametralebenen  —  wird  von 
allen  den  parallelen  Ebenen  dieser  Schnitte  in  gleichen  Bü- 
scheln conjugierter  Durchmesser  geschnitten^  d.h.  die  paral- 
lelen ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
sind  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte^ 
deren  Mittelpunkte  in  dem  Durchmesser  liegen^  wel- 
cher die  Polare  ihrer  Stellung  ist. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  unendlich  vielen  Arten  erzeugt  werden  kann 
durch  die  Bewegung  eines  Kegelschnittes,  welcher 
sich  stets  ähnlich  und  parallel  bleibt  und  einen 
festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet  (oder 
mit  ihm  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  dieselbe  Involution 
harmonischer  Pole  besitzt),  während  sein  Mittelpunkt  den- 
jenigen Durchmesser  desselben  durchläuft,  welcher 
der  Richtung  der  betreffenden  Sehnen  conjugiert 
ist.  Die  Schnittcurven  der  Fläche  mit  irgend  zwei  Durch- 
messerebenen, von  denen  die  eine  den  zur  andern  conjugierten 
Durchmesser  enthält,  begründen  eine  Erzeugung  dieser  Art; 
es  giebt  deren  also  zweifach  unendlich  viele. 

Die  Flächen,  welche  man  in  dieser  Art  durch  die  Gom- 
bination  eines  festen  und  eines  beweglichen  Kegelschnittes  er- 
zeugen kann^  kommen  auf  folgende  Hauptarten  zurück: 

a)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse,  oder  umgekehrt  eine  feste  Ellipse  mit  einer 
beweglichen  Hyperbel,  ein  einfaches  Hyperboloid 
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(Fig.    77),    wenn    dieselben    in    der    Mittellage    einen 
Durchmesser  gemein   haben,   welcher  beide  schneidet. 
Die  zweite  Entstehung  führt  in  der  Grenzlage  auf  die 
zwei  Schaaren  von  geradlinigen  Erzeugenden, 
b)  Eine   feste    Hyperbel    erzeugt   mit    einer   beweglicÜen 
Parabel  oder    umgekehrt   ein    hyperbolisches   Pa- 
raboloid  (Fig.  78);    aus   der  Entstehung   durch   die 
bewegliche    Hyperbel    entspringen    die    Schaaren    der 
geraden  Erzeugenden. 
Dies  sind  die  uns  schon  bekannten  Regel  flächen  zweiter 
Ordnung  oder  die  Flächen  mit  hyperbolischen  Punkten,  wie 
sich  leicht  aus  dem  Vorigen  begründet.  (§  38,  i,  4.) 


Fip.  77. 


Fig.  78. 


c)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse  oder  umgekehrt  ein  zweifaches  Hyperbo- 
loid (Fig.  79),  wenn  der  gemeinsame  Schnitt  ihrer 
Ebenen  in  der  Mittellage  ein  Durchmesser  ist,  der  die 
Hyperbel  nicht  schneidet. 

d)  Eine  feste  Ellipse  erzeugt  mit  einer  bewegten  Ellipse 
ein  Ellipsoid  (Fig.  80). 

e)  Eine  feste  Parabel  und  eine  bewegliche  Ellipse  oder 
umgekehrt  erzeugen  ein  elliptisches  Paraboloid 
(Fig.  81). 


Die  fünf  Arten  der  Flächen  zweiten  Grades.  40. 
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Weil  gerade  Linien  in  der  Fläche  hierbei  nicht  erzengt 
werden  können,  so  sind  dies  die  Nichtregel flächen  zweiter 
Ordnung  oder  die  Flächen  mit  elliptischen  Punkten. 


Fig.  79. 


Fig    60. 


Nach  §  39;  i,  li  und  I,  §  42  wird  das  hier  Entwickelte 
nur  in  anderen  Worten  .ausgedrückt,  wenn  man  sagt: 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  Fig.  si. 

mit  sich  selbst  in  planarer  Sym- 
metrie für  jede  ihrer  Diametral- 
ebenen als  Symmetrieebene  und  für 
die  Richtung  des  zu  ihr  conju- 
gierten  Durchmessers  als  Symme- 
triecentrum oder  für  eine  beliebige 
Richtung  und  die  zu  ihr  conjugierte 
Diametralebene :  Sehnen  der  Fläche 
▼on  jener  werden  in  dieser  halbiert; 
Tangentialebenen  durch  eine  Gerade  in  dieser  liefern  eine  Be- 
rührungssehne von  jener  Richtung. 

'  Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in  cen- 
trischer  Symmetrie  für  ihren  Mittelpunkt  als  Genirum  und 
die  unendlich  ferne  Ebene  als  Symmetrieebene:  Jede  Sehne  der 


316      n.   Cnrven  und  Fl&chen:  B)  Flachen  zweiten  Grades.   40. 

Fläche  durch  den  Mittelpunkt  wird  in  diesem  halbiert;  je  zwei 
Tangentialebenen  von  gleicher  Stellung  haben  eine  Gerade 
durch  den  Mittelpunkt  zur  Berührungssehne. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in  axialer 
Symmetrie  für  jeden  ihrer  Durchmesser  und  die  Stellung  der 
zu  ihm  conjugierten  Diametralebene  als  Axen:  Jede  Sehne^ 
die  zu  dieser  parallel  ist  und  jenen  schneidet;  wird  in  ihm 
halbiert  und  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  bilden  mit  den  Ebenen^  welche  sie  mit  denselben  Sym- 
metrieaxen  verbinden;  ein  harmoniscbes  Büschel. 

1)  Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  einem  ihrer  Durchmesser  sind  einander  parallel 
—  sie  haben  die  seiner  Richtung  conjugierte  Stellung. 

2)  Die  Richtungen  von  drei  Durchmessern  der  Fläche,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern^  also  diesen  selbst  conju- 
giert  ist;  und  der  Mittelpunkt  der  Fläche  bilden  ein  Quadrupel  har- 
monischer Pole  derselben ;  die  entsprechenden  einander  conjugierten 
Diametralebenen  bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  je  ein  Qua- 
drupel harmonischer  Polarebenen.  (§  39,  19.)  Die  Angabe  eines 
solchen  Tripels  und  ein  Pol  mit  seiner  Polarebene  oder  speciell 
ein  Punkt  der  Fläche  mit  seiner  Tangentialebene  bestimmen  die 
Fläche  nach  §  39,  20. 

3)  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  parallele 
Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  so  ist  die  Selbstschatten- 
grenze auf  derselben  der  Schnitt  der  zur  Richtung  des  Lichtstrahles 
conjugierten  Diametralebene  mit  ihr,  und  der  Schlagschatten- 
raum ist  durch  den  von  ihm  mit  der  Richtung  des  Lichtstrahles 
bestimmten  Cjlinder  zweiten  Grades  begrenzt.  (Siehe  für  die  prak- 
tische Durchführung  §  41,  3.) 

4)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  Scheitel  ihres  Asjmp- 
totenkegels^  welcher  mit  dem  Schnitt  der  Fläche  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  zugleich  reell  oder  nicht  reell  ist  —  also  in  den 
Fällen  a)  und  c)  eine  eigentliche  Eegelfläche  zweiter  Ordnung,  in 
den  Fällen  b)  und  e)  aber  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst,  welche 
die  beiden  Paraboloide  berühren. 

Im  Falle  seiner  Realität  sind  seine  Erzeugenden  diejenigen 
Durchmesser  der  Fläche,  welche  in  den  ihnen  conjugierten  Diame- 
tralebenen liegen,  denn  diese  sind  die  Tangentialebenen  des  Asymp- 
totenkegels längs  der  Kanten.  Der  Asymptotenkegel  und  ein  Punkt 
der  Fläche  bestimmen  dieselbe,  da  sie  alle  durch  diesen  und  den 
Mittelpunkt  gehenden  Querschnitte  als  Hyperbeln  von  bekannten 
Asymptoten  durch  einen  Punkt  bestimmen.  Und  eine  Tangential- 
ebene? (Durch  Construction  ihres  Berührungspunktes  in  dem  zu 
ihrer  Stellung  conjugierten  Durchmesser.) 
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5)  Die  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  ihres  Asympto- 
tenkegels mit  einer  Ebene  sind  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte. (§  37, 15.) 

6)  Ist  T  ein  Punkt  und  T  die  zu  ihm  gehörige  Tangential- 
ebene einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  für  welche  die  drei  Geraden 
MX^y  MY^  und  MZ^  drei  conjugierte  Durchmesser  und  die  Punkte 
X^ ,  Y^,  Z^  ihre  resp.  Schnittpunkte  mit  der  Tangentialebene  T 
sind,  so  seien  die  von  T  parallel  zu  MX^,  MY^^  MZy  bis  resp. 
zu  den  Ebenen  Y^MZ^^  Z^MX^^  X^MY^  gemessenen  Abstände 
durch  Xf  y,  z  bezeichnet  und  als  die  Cartesischen  Coordinaten 
des  Punktes  T  benannt;  sowie  die  negativen  Beciproken  der  Ab- 
schnitte MX^^  M.Y^^  MZy  durch  J,  i^,  f  als  die  Plücker'schen 
Coordinaten  der  Ebene  T.  und  man  setze  die  Potenzen  der  In- 
volutionen harmonischer  Pole  in  den  Durchmessern  MX^y  ^ Y^^ 
MZ^  resp.  oder  die  Quadrate  der  bezüglichen  Halbdurchmesser  der 
Fläche  gleich  a{^^  ^]^,  c^^y  analog  zu  den  Bezeichnungen  in  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  (I,  §  33, 9).  Denkt  man  dann  in  der  Ebene 
JT,  Y^  Z,  die  Geraden  Z^  J,  X^  T,  Y^  T  gezogen  und  bis  zur.  je- 
weiligen Gegenseite  des  Dreiecks  in  T,,  T^y  Ty  resp.  verlängert, 
80  hat  man  aus  der  Figur,  die  man  entwerfen  wolle, 

z    ^  TT,  ^l^X^Y^T 
MZ^       Z^T,       tlX^Y^Z^' 

und  erhält  ebenso  aus  ihr 

X  IIY^Z.T  y  l\Z,X,T 

MX,  "  A  Y,Z,X, '      MYy^  t:^  Z^X^Y,  ' 

und  aus  diesen  durch  Addition  wegen 

AX^Y^T+  AY,Z,T+  AZ^X.T^  AX.Y^Z, 

Weil  aber  die  Potenzen  jener  Involutionen  liefern 

so  erhält  man  hieraus  durch  Einführung  der  Werthe  von  £,  t?,  ^ 
aus  den  letzten  Relationen  die  Gleichung  der  Fläche  in  Carte- 
sischen Punktcoordinaten 

und  ebenso  durch  Einführung  der  Werthe  der  Xy  yy   z  aus  den- 
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selben  Relationen  die  Gleichung  derselben  Fläche  in  den  entsprech- 
enden Plücker'schen  Ebenencoordinaten 

Im  Falle  der  EUipsoide  sind  die  Potenzen  aller  drei  Involntionen 
wesentlich  positiv  oder  die  Längen  der  bezüglichen  Halbdurch- 
messer reell;  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  ist  einer 
und  in  dem  des  zweifachen  sind  zwei  derselben  nicht  reell;  also 
die  zugehörigen  Potenzen  negativ;  sind  alle  drei  negativ ^  so  ist 
die  Fläche  nicht  reell. 

Dieselbe  Entwickelung  zeigt  auch,  dass  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene im  Flächenpunkte  x\  y\  z'  und  die  Gleichung  des 
Berührungspunktes  in  der  Tangentialebene  |';  t^',  ^'  resp.  sind 

1^+1^'+ ^-1      und      a,^||'  +  V'J'j'  +  VSr-=l. 

"l  ^1  *^1 

7)  Die  Substitution  von  {x  —  fl|)  für  x  bedeutet  die  Ver- 
legung des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  in  den  positiven  End- 
punkt des  in  der  A^e  x  liegenden  Durchmessers  und  verwandelt 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten  in 


Setzt  man  sodann 


d.  h.  ^i^  s=s  2öjm  —  m^y     c,^  =  2flrjn  —  n^, 

so  folgt  aus  der  mit  b^^c^^  :  a^  multiplicierten  vorigen  Gleichung 
für  ohne  Grenze  wachsendes  a^  durch  Verschwinden  der  mit  a^ 
dividierten  Glieder 

y^       z^                       y^       z^ 
ntß  4-  ^^^  ■=  4:mnx.  oder  —  H «p»  4a;  resp. =  4a:, 

jenachdem  wir  vom  EUipsoid  oder  vom  einfachen  Hyperboloid  aus- 
gingen ;  und  man  sieht  leicht,  dass  mit  einer  analogen  Behandlung 
des  zweifachen  Hyperboloides  wieder  die  erste  Gleichungsform  er- 
halten wird;  sie  ist  die  Gleichung  des  elliptischen,  die  zweite 
die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

8)  Man  erläutere  die  Entstehung  der  Kugel  als  Special- 
fall von  derjenigen  des  Eilipsoides. 

9)  Man  zeige  wie  die  Kegelflächen  und  Cylinderflächen 
zweiten  Grades  als  Specialfälle  von  a);  b);  c),  e)  entstehen. 

10)  Unter  welchen  Voraussetzungen  entsteht  ein  Ebenenpaar 
als  Grenjsfall  der  Fläche  zweiter  Ordnung?  (Vergl.  36,3.) 


Die  Kugel  als  elliptische  Fläche  zweiten  Grades.  40.  3l9 

11)  Welche  Entstehungsweiae  der  Flächen  zweites  Grades  als 
Umhüllung  oder  Enveloppe  bewegter  veränderlicher  Eegelflächen 
zweiten  Grades  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden?  Man  discu- 
tiere  die  Specialfölle  derselben« 

12)  Die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  ist  zu  derjenigen  Diametria.lebene  derselben  parallel, 
welche  dem  nach  ihm  gehenden  Durchmesser  conjugiert  ist. 

13)  Für  eine  Kugelfläche  ist  die  Polarebene  normal  zum 
Durchmesser  des  Pols ;  jede  Gerade  g  und  ihre  Polare  ^*  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  liegen  in  zwei  zu  einander  normalen  Durch- 
messerebenen ;  die  Involutionen  harmonischer  Polarebenen  für  einen 
beliebigen  Durchmesser  sind  rechtwinklige  Involutionen. 

Man  construiere  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  und  Badius  gegeben  sind.  (Vergl.  I,  §  33,  13 
und  oben  §  33.) 

14)  Alle  ebenen  Schnitte  der  Kugel  sind  Kreise  (I,  §  31,  8), 
d.  h.  Kegelschnitte,  welche  die  nicht  reellen  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen ihrer  Ebene  enthalten.  In  Beibehaltung  des  Sinnes  dieser 
Ausdrucks-  und  Vorstellungsweise  sprachen  wir  in  I,  §  (36°),  5  den 
Satz  aus:  Der  unendlich  ferne  ebene  Querschnitt  einer 
Kugel  ist  der  nicht  relle  Kreis  der  unendlich  fernen 
Ebene.  Alle  Kugeln  haben  diesen  Kreis  gemein.  Jetzt  fügen  wir 
hinzu:  Drei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade  aus  einem 
Punkte  bilden  für  jede  aus  diesem  beschriebene  Kugel  eine  Gruppe 
conjugierter  Durchmesser,  ihre  Richtungen  ein  Tripel  harmo- 
nischer Pole  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis, 
d.  h.   in  Bezug  auf  jede  Kugel. 

Und:  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  sind  normal  zu 
einander,  wenn  ihre  Bichtung  und  Stellung  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  nicht  reellen  Kreis  der  unendlich  fernen  Ebene  sind ; 
zwei  Gerade  sind  normal  zu  einander,  wenn  ihre  Richtungen 
conjugiei*te  Punkte  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Stellung^ 
zwei  Ebenen,  wenn  ihre  Stellungen  conjugierte  Gerade  in  der 
Involution  ihrer  gemeinsamen  Bichtung  für  jenen  Kreis  sind. 

15)  Die  Durchmesser  und  conjugierten  Diametralebenen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  bilden  das  Polarsystem  um  den  Mit- 
telpunkt und  bestimmen  durch  ihre  Richtungen  und  Stellungen 
das  ihr  zugehörige  Polarsystem  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Für 
die  Kugel  wird  jenes  zum  Orthogonalsystem. 

16)  Wenn  die  Kugel  den  Radius  Null  hat,  so  ist  die  Spur  des 
Orthogonalsystems  um  ihren  Mittelpunkt  in  einer  beliebigen 
Ebene  von  dem  zu  ihr  gehörigen  Polarsystem  in  dieser  Ebene 
nicht  verschieden.  Man  kommt  damit  auf  die  in  den  Elementen 
im  Ueberblick  zu  I,  A)  schon  erwähnte  und  in  I,  §  34,  4  f.  näher 
erörterte  wichtige  Beziehung  zurück.    (Vergl.  auch  I,  §  51.) 
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41.  FQr  die  Darstellung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung entspringen  aus  dem  Vorigen  die  folgenden  Ergebnisse: 

a)  Für  die  Darstellungen  in  Parallelprojection. 

Man  darf  für  die  Behandlung  in  zwei  Orthogonalprojec- 
tionen  annehmen,  dass  die  Ebene  des  festen  Kegelschnittes 
der  einen  und  die  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes  der  - 
andern  Projectionsebene  parallel  sei;  denn  das  erste  kann 
durch  Transformation  stets  herbeigeführt  werden  und  nach  An-- 
nahme  der  Stellung  der  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes 
ist  für  die  Ebene  des  festen  nur  der  Durchmesser  gegeben, 
welcher  ihr  conjugiert  ist,  und  dieselbe  kann  also  auch  durch 
ihn  hindurch  normal  zur  vorigen  Ebene  gelegt  werden. 

Sei  also  der  bewegliche  Kegelschnitt  in  seiner  Mittellage 
K^  als  parallel  der  ersten  Projectionsebene  gegeben,  —  die 
Tafel  IX  repräsentiert  den  Fall  des  EUipsoides  —  etwa  durch 
zwei  conjugierte  Durchmesser  AB^  CDy  wovon  der  eine  AB 
der  Axe  OX  parallel  ist;  der  feste  Kegelschnitt  K^  aber  als 
parallel  der  zweiten  Projectionsebene  dargestellt,  ebenfalls 
bestimmt  durch  die  beiden  conjugierten  Durchmesser  AB^  EFj 
von  denen  der  erste  auch  zur  Axe  OX  parallel  und  also  ihm 
mit  A^i  gemein  ist.  Dann  kann  jeder  ebene  Querschnitt 
der  Fläche  und  der  Berührungskegel  derselben  für  jeden 
Punkt  im  Baume  dargestellt  werden,  wenn  man  beachtet,  dass 
alle  die  zur  ersten  Projectionsebene  parallelen  Schnitte  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind  zu  dem  zu  ^OF  parallelen  Kegel- 
schnitt A", ,  während  ihre  Mittelpunkte  im  Durchmesser  EF 
liegen  und  ihre  zu  OÄ  parallelen  Durchmesser  durch  £2  ^^' 
grenzt  sind;  dass  ferner  die  zugehörigen  Tangentenkegel  der 
Fläche  ihre  Mittelpunkte  in  dem  besagten  Durchmesser  £F 
haben  und  also  durch  deren  zweite  Projectionen,  die  Pole 
der  zu  Oä  parallelen  Sehnen  von  £2  ^^  Bezug  auf  £27  voUig 
bestimmt  sind ;  sowie  dass  das  Analoge  gilt  für  die  zur  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Schnitte  und  die  nach  denselben 
der  Fläche  umschriebenen  Tangentenkegel  mit  £2  ^^^  ^^' 

Denn  die  ebenen  Querschnitte  sind  Gurven  zweiten 
Grades,  also  durch  fünf  Punkte  oder  dem  äquivalente  Data 
bestimmt.  Jeder  der  vorbezeichneten  einfach  bestimmten  Quer- 
schnitte der  Fläche,  welcher  von  der  Schnittebene  geschnitten 
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wird,  liefert  aber  zwei  Punkte  und  der  zugehörige  Tangen- 
tenkegel giebt  die  beiden  Tangenten  in  denselben  als  die 
Schnittlinien  seiner  bezüglichen  Tangentialebenen  mit  der 
Schnittebene.  Es  genügt  also  die  Benutzung  von  zweien  dieser 
Querschnitte  —  eventuell,  nämlich  im  Falle  reeller  Schnitte 
mit  ihm,  der  beiden  zu  den  Projectionsebenen  parallelen 
Diametralschnitte,  welche  unmittelbar  gegeben  sind. 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  dem  Punkte  P 
ist  eine  Kegelflache  zweiten  Grades,  also  durch  fünf  Erzeu- 
gende oder  Tangentialebenen,  etc.  bestimmt.  Man  construiert 
also  Taugentialebenen  der  Fläche  aus  P  und  ihre  Berührungs- 
punkte mit  der  Fläche.  Jeder  der  oben  bezeichneten  einfach 
bestimmten  Berührungskegel  der  Fläche  liefert  zwei  solche 
Tangentialebenen  und  seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche 
die  zugehörigen  Berührungspunkte;  zwei  von  diesen  Kegeln 
bestimmen  also  vier  Tangentialebenen  und  ihre  Berührungs- 
punkte; durch  die  letztern  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve 
und  damit  diese  selbst  durch  vier  Punkte  und  ihre  Tangenten, 
nämlich  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  mit  den  betreffenden  Tan- 
gentialebenen, bestimmt.  Eventuell  kann  man  dazu  die  Cjlinder 
benutzen,  welche  nach  den  direct  gegebenen  Kegelschnitten  A", 
und  Kf^  parallel  den  Durchmessern  EFy  CD  respective  der 
Fläche  umschrieben  sind.  So  insbesondere  für  den  Specialfall 
der  Bestimmung  eines  Berührungscylinders  der  Fläche  für  ge- 
gebene Richtung  seiner  Erzeugenden. 

Insofern  die  Kegelschnitte,  mit  denen  man  es  dabei  zu 
thun  hat,  Ellipsen  sind,  kann  man  sich  zur  Bestimmung  ihrer 
Schnittpunkte  mit  gegebenen  Geraden  und  ihrer  Tangenten 
aus  gegebenen  Punkten  der  Methode  der  Affinität  bedienen, 
wie  sie  in  I,  §  33,  15  erläutert  worden  ist;  sonst  natürlich 
und  allgemein  der  projecti vischen  Methoden  des  §  29  in  Band  I. 
Man  kann  natürlich  auch  die  Projectionsebenen  selbst  als  die 
conjugierten  Diametralebenen  wählen. 

Für  die  Behandlung  in  allgemeiner  Parallelprojection  kann 
man  den  festen  Kegelschnitt  in  die  Bildebene  gelegt  denken^ 
die  Gerade  u  als  einen  Durchmesser  desselben  und  den  zu  ihm 
conjugierten  Durchmesser  als  die  Falllinie  der  Ebene  IT  gegen 
die  Ts^el  annehmen,  und  die  Anfangslage  des  bewegten  Kegel- 
schnittes in  U  selbst  voraussetzen. 

Fiedler,  dAntellende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  21 
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b)  Für  die  DarsteUimg  in  Centralprojection. 

Wäre  der  zur  Bildebene  parallele  Diameiralschnitt  ATj 
und  der  zu  demselben  konjugierte  Durchmesser  EF  mit  seinen 
Endpunkten  gegeben ,  so  würde  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche 
sein  Bild^  das  zugleich  der  Mittelpunkt  vom  Bilde  jenes 
Schnittes  sein  muss,  im  vierten  harmonischen  Punkte  zu  E,  F 
und  (/y  dem  Fluchtpunkte  dieses  Durchmessers^  haben;  damit 
wäre  auch  die  Entfernung  jener  Durchmesserebene  von  der 
Bildebene  bekannt  und  die  Fläche  bestimmt.  Jeder  ebene 
Schnitt  derselben  durch  diesen  Durchmesser  oder  parallel  jener 
Diametralebene  kann  leicht  construiert  werden;  ebenso  der 
zugehörige  Tangentenkegel. 

Wäre  der  sichtbare  Umriss  der  Fläche  gegeben^  d.  h.  die 
Berührungscurve  des  yom  Projectionscentrum  an  sie  gehenden 
Tangentenkegels  durch  ihr  Bild  und  ihre  Ebene  —  mittelst 
Spur  und  Fluchtlinie  —  und  dazu  der  Mittelpunkt  der  Fläche 
durch  eine  ihn  enthaltende  Gerade  und  sein  Bild  in  ihr  be- 
stimmt,  so  wäre  die  Fläche  zweiter  Ordnung  dadurch  auch 
bestimmt;  da  aber  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche  in  dem  zur 
Ebene  der  Berührungscurve  conjugierten  und  also  den  Mittel- 
punkt der  letzteren  und  das  Projectionscentrum  enthaltenden 
Durchmesser  liegt^  so  ist  sein  Bild  zugleich  das  Bild  vom 
Mittelpunkte  des  Umrisskegelschnittes,  d.  h.  der  Pol  der  Flucht- 
linie seiner  Ebene  in  Bezug  auf  denselben. 

Man  kann  diese  Bestimmung  noch  vereinfachen,  indem 
man  die  Ebene  des  Umrisskegelschnittes  d.  h.  die  Polarebene 
des  Projectionscentrums  zur  Bildebene  wählt,  —  da  dann  das 
Bild  des  Mittelpunktes  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Bildes 
ist.  Dann  ist  die  Fläche  durch  einen  ihrer  Punkte  ausserhalb 
der  Bildebene  völlig  bestimmt.    (Vergl.  9.) 

1)  Man  construiere  den  Schnitt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung, 
deren  den  Projectionsebenen  parallele  Diametralschnitte  man  kennt, 
mit  einer  Ebene  and  bestimme  den  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Tafel  IX  stellt  den  Schnitt  des  durch  die  conju- 
gierten Dur  chmesser  ^^,  CD^  j^/*  oder  die  den  Projec- 
tionsebenen parallelen  Diametralschnitte  /T, ,  K2  go* 
gebenenEllipsoids  mit  derEbonevon  den  Spure  n;,,  s^ 
und  die  Bestimmung  des  Pols  P  dieser  Ebene  dar.  Sechs 
Punkte  der  Schnittellipse  1 ,  2 ;  3 ,  4 ;   5 ,  6  mit  ihren  Tangenten 
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sind  construiert,  und  der  Punkt  P  ist  als  Schnitt  der  drei  bezüg- 
lichen Paare  von  Tangentialebenen  oder  von  drei  Geraden  bestimmt. 
Die  horizontale  Diametralebene  liefert  die  Punkte  1,  2  und  die 
Gerade  S^^P\  die  horizontale  Ebene  durch  N  die  Punkte  3^  4  und 
die  Gerade  £34  P^  und  die  der  Aufrissebene  parallele  Diametralebene 
die  Punkte  b,  6  und  die  Gerade  S^^P, 

Die  horizontale  Diametralebene  schneidet  die  Ebene  8  in  einer 
Geraden  tn^  j  die  durch  ihren  Durchstosspunkt  in  der  Verticalebene 
bestimmt  ist  und  dem  Diametralschnitt  K^  in  den  Punkt«en  1,  2 
begegnet.  Diese  und  die  zugehörigen  Tangenten  von  K^  sind  durch 
den  Uebergang  zu  dem  mit  K*  affinen  Kreise  K*  construiert  — 
JJ*  parallel  DIf'  parallel  1*1 ,  2*2';  1*^,*  und  2*5,*  als  Kreis- 
tangenten, sodann  1'  1  und  S*S^'  parallel  //*.  Dann  ist  die  zum 
Durchmesser  EF  parallele  oder  seine  Bichtung  ü  enthaltende  Ge- 
rade durch  iSi  die  Durchschnittlinie  der  beiden  die  Fläche  in  1  und 
2  berührenden  Ebenen ;  sie  enthält  einerseits  den  gesuchten  Pol  jP, 
anderseits  schneidet  sie  die  Schnittebene  S  in  dem  Punkte  S^^i  ^^ 
welchem  die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  1  und  2  sich  begegnen 
—  durch  5]  2  sind  diese  also  bestimmt. 

Die  Horizontal  ebene  durch  N  schneidet  die  Schnittebene  in 
einer  Geraden  n  und  die  Fläche  in  einer  zu  JiT,  ähnlichen  und  ähn- 
lich gelegenen  Ellipse  Kn,  welche  durch  die  beiden  zn  AB,  CD 
respective  parallelen  conjugierten  Durchmesser  GH,  JK  bestimmt 
ist;  GH  wird  als  Sehne  von  K^  aus  dem  zu  K^  affinen  Kreise  K^ 
mittels  N''  N*"  parallel  E"  E"^"  durch  ö*  und  H*  construiert,  so- 
dann f  K*  durch  den  Parallelismus  von  G' K'  und  Ä  D\  etc.  Die 
Schnittpunkte  3',  4'  dieser  Ellipse  mit  n  sind  wieder  durch  den  Ueber- 
gang zum  affinen  Kreis  Kn*  aus  3*,  4*  gefunden  (dabei  ist  3*4* 
parallel  zu  1*2*);  ebenso  die  zugehörigen  Tangenten  von  Kn  aus 
denen  von  Kn*  durch  S^*  und  Sn,  Indem  man  dann  in  der  Yertical- 
projection  den  Schnittpunkt  T"  der  Tangenten  von  K.^'  in  G"  und 
H"  aus  T*  am  Kreise  K*  und  damit  T'  in  AB'  ermittelt,  hat  man 
in  Sn  T  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  des  Ellipsoids  in  3 
und  4,  also  eine  zweite  Gerade  durch  den  Pol  P  und  zugleich  in 
ihrem  Schnittpunkt  S^^  mit  der  Schnittebene  S  den  Convergenzpunkt 
der  Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  3  und  4.  Das  Wei- 
tere dient  im  Grunde  nur  zur  Verification  der  Lösung.  Die  Gerade 
S|2i$34  ist  der  zur  Eichtung  der  Sehnen  12,  34  conjugierte  Durch- 
messer des  Schnittes.  Die  verticale  Diam'etralebene  mit  dem  Diame- 
tralschnitt K^  schneidet  die  Ebene  8  in  einer  Geraden  m^,  die 
durch  ihren  horizontalen  Durchstosspunkt  bestimmt  ist;  ihre  Schnitte 
5,  6  mit  K2  sind  aus  der  Affinität  mit  K^^  durch  5*,  6*  bestimmt, 
ebenso  der  Schnittpunkt  S^  der  zugehörigen  Tangenten  von  K^^ 
Die  Gerade  von  S^  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  des  zu  K^ 
conjugierten  Durchmessers  CD  ist  die  Schnittlinie  der  Tangential- 
ebenen des  Ellipsoids  in  5  und  6^  also  einerseits  eine  dritte  Gerade 
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durch  den  Pol  P,  anderseits  durch  ihren  Schnittpunkt  S^^  mit  der 
Ebene  S  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der  Schnittellipse  in  5 
und  6  führend. 

Es  ist  evident,  dass  die  Schnittcurve  und  der  Pol  aus  S  und 
den  drei  conjugierten  Durchmessern  AB,  CD,  EF  der  Fläche  direct 
construiert  sind;  die  Ellipsen  K^,  K^y  K«  sind  nur  zur  Unterstützung 
der  Anschauung  eingezeichnet. 

2)  Man  bestimme  die  Selbstschattengrenze  der  so  gegebenen 
Fläche  zweiter  Ordnung  für  Licht  aus  einem  gegebenen  Punkte  P. 

3)  Ebenso  für  paralleles  Licht  die  Selbstschatten- 
grenze und  den  Schlagschatten  auf  die  Projections- 
ebenen  von  einem  zweifachen  Hyperboloid.  Die  Tafel  X 
stellt  die  Construction  unter  der  Voraussetzung  dar  (vergl.  §  42), 
dass  die  zu  den  mit  den  Projectionsebenen  XOY,  XOZ  parallelen 
Diametralebenen  conjugierten  Durchmesser  den  Axen  z  und  y  respec- 
tive  parallel  seien.  Die  Fläche  ist  durch  die  Axen  AB^  CD  ihres 
Schnittes  mit  der  ersten  Projectionsebene  —  zugleich  die  des  mit 
ihm  vom  Mittelpunkte  M  gleichweit  nach  oben  entfernten  Horizontal- 
schnitts —  und  die  Endpunkte  E^  F  des  verticalen  Durchmessers 
gegeben;  /  bezeichnet  die  Richtung  der  Lichtstrahlen.  Dann  sind 
zuerst  die  Tangenten  des  zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen 
Diametralschnittes  in  Ä\  ff\  Ä^\  D*"  aus  den  gegebenen  Punkten 
und  Tangenten  bestimmt  {i,  §  27,2,3);  der  Schnittpunkt  S  der  beiden 
ersten  ist  der  Scheitel  des  der  Fläche  nach  der  Ebene  ABC D  um- 
geschriebenen Kegels,  ebenso  der  Schnitt  S*  der  beiden  letzten  für 
A^  B*C^  D*.  Dann  sind  mittelst  des  Hilfskreises  K,  welcher  durch 
M"  geht,  die  Asymptoten  des  Diametralschnitts  parallel  ixt  XOZ 
construiert  (I,  §  29,  7)  und  dadurch  der  Asjmptotenkegel  der  Fläche 
ermittelt. 

Man  verzeichnet  nun  den  horizontalen  Durchstosspunkt  M^  des 
durch  M  gehenden  Lichtstrahls  und  hat  in  ihm  den  Mittelpunkt  der 
Horizontalspur  des  Berührungscyiinders ;  die  von  ihm  aus  an  die 
Horizontalspur  des  Asymptotenkegels  gehenden  Tangenten  M^  <r, 
;>/}  H  sind  die  Asymptoten  der  besagten  Spur,  die  geraden  Verbin- 
dungslinien ihrer  Berührungspunkte  G,  H  mit  M  sind  die  Asymptoten 
der  Hyperbel,  nach  welcher  der  gesuchte  Berührungscylinder  das 
Hyperboloid  berührt.  Die  Construction  von  G'  und  H*  ist  durch 
üebergang  zum  Kreise  K^  und  zu  M^  ausgeführt.  (Vergl.  I,  §  33, 15.) 
Sodann  genügt  ein  einziger  Punkt  für  jede  dieser  Hyperbeln  zur 
Bestimmimg;  jeder  Horizontalschnitt  der  Fläche  liefert  ein  Paar 
solcher  Punkte;  die  Schnitte  ^^6' 2>  und  A*B*C*D^  erläutern  die 
Benutzung  aller  anderen.  Für  den  ersteren  giebt  der  horizontale 
Durchstosspunkt  6\  des  durch  den  entsprechenden  Kegelscheitel  S 
geführten  Lichtstrahls  zwei  Tangenton  Sy^J^  S^L  der  Ellipse  ABCD 
'■-  sie  sind  durch  Üebergang  zum  Kreis  A^|*  und  dem  Punkte  S^^ 
ermittelt.    Die  Berührungspunkte  /  und  L  gehören  sowohl  der  Hy- 
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perbel  der  Berührungscurve  als  auch  der  der  Horizontalspur  des 
Berübrnngscylinders  an.  Der  Schnitt  A*B*C*  D*  liefert  Punkte  Ny 
0  der  Berührungscurve,  welche  den  erstem  diametral  gegenüber 
liegen,  und  durch  die  Durchstosspunkte  ^2 1  ^2  ^^^  entsprechenden 
Lichtstrahlen  Punkte  der  Verticalspur  des  Cjlinders.  Dabei  wird 
zweckmässig  die  Ebene  A*B*C*D*  selbst  als  erste  Projectionsebene 
benutzt;  jedoch  gestattet  die  Symmetrie  die  directe  Ableitung  von 
N  und  0  aus  /  und  L, 

4)  Man  verzeichne  die  Umrisse  einer  so  gegebenen  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  den  Projectionsebencn  —  als  die  Spuren  der 
zu  den  Axen  OV  und  OZ  parallelen  Berührungscylinder  und  als 
die  Projectionen  der  bezüglichen  Berührungscurven  auf  der  Fläche.' 

Natürlich  kann  man  die  Umrisse  der  Fläche  auch  als  die  Orte 
der  gleichnamigen  Projectionen  solcher  Tangcntenpaare  ihrer  Quer- 
schnitte mit  zugehörigen  projicierenden  Ebenen  bestimmen^  welche 
projicierende  Linien  sind.  Wie  z.  B.  für  das  elliptische  Paraboloid, 
dessen  erzeugende  Ellipse  einer  der  Projectionsebencn  parallel  ist? 

5)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  h  mit  der 
Fläche,  insbesondere  die  einer  Parallelen  zu  einer  Projectionsaxe, 
d.  h.  ermittele  aus  einer  Projection  eines  Punktes  der  Fläche  die 
andere  Projection  —  indem  man  den  Querschnitt  einer  ihrer  pro- 
jicierenden Ebenen  mit  der  Fläche  bestimmt  und  ihre  Schnittpunkt« 
mit  diesem  ermittelt. 

6)  Wie  lassen  sich  die  vorigen  Ergebnisse  unmittelbar  für  die 
Darstellung  in  schräger  Parallelprojection  verwendenV 
Wie  für  allgemeine  Central-  und  resp.  Parallelprojection? 

7)  In  Bezug  auf  jede  Diametralebene  ist  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  schräger  Symmetrie  mit  sich  selbst  für  die  Bichtung 
des  zu  ihr  conjugierten  Durchmessers.  (Vergl.  I,  §  42.) 

8)  Man  bestimme  ein  Ellipsoid  respective  ein  zweifaches  Hyper- 
boloid durch  einen  ebenen  Querschnitt  und  den  ihm  conjugierten  be- 
grenzten Durchmesser;  man  erörtere  genau  die  Darstellung  seiner 
zu  jener  Ebene  parallelen  Querschnitte  und  der  entsprechenden  Be- 
rührungskegel, sowie  die  der  Umrisscurve  der  Fläche. 

9)  Von  einer  Fläche  zweiten  Grades  sei  der  Schnitt  mit  einer 
Ebene  M,  der  Pol  M  derselben  oder  die  Spitze  des  entsprechenden 
Berührungskegels  und  ein  Punkt  P  gegeben;  man  bestimme  den 
Mittelpunkt  0^  des  Schnittes  in  M,  lege  die  Ebene  MO^I\  welche 
jenen  Schnitt  in  den  Punkten  A  und  B  schneidet  und  einen  durch 
P^A  und  B  mit  den  Geraden  ^P  und  BP  als  ihren  Tangenten  be- 
stimmten Kegelschnitt  der  Fläche  enthält.  Seine  Schnittpunkte  mit 
MOx  begrenzen  den  zu  M  conjugierten  Durehmesser  der  Fläche  und 
die  Bestimmung  deräelben  ist  damit    auf  da^-  Vorige  zurückgeführt. 

10)  Man  erörtere  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  in  Cen- 
tralprojection  durch  Umriss  und   Mittelpunkt  dargestellte  und  be- 
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stimmte  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Ellipsoid,  ein  zweifaches  Hy- 
perboloid, ein  elliptisches  Paraboloid  sein  wird. 

11)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  die  Bertthrungscurve 
der  Fläche  für  einen  Berührungskegel  von  gegebener  Spitze,  wenn 
die  Bildebene  die  Polarebene  des  Centrums  oder  die  Ebene  der  Üm- 
risslinie  auf  der  Fläche  ist. 

Denken  wir  U^  den  Ümrisskegelschnitt  der  Fläche  und  seinen 
Mittelpunkt  M\  welcher  als  Bild  des  Mittelpunktes  M  der  Fläche 
auf  dem  in  S^O'  abgebildeten  Durchmesser  liegt;  dazu  Sff  als  die 
zu  diesem  Durchmesser  parallele  Gerade ,  welche  die  Spitze  P  des 
Berührungskegels  enthält.  Dann  ist  die  Polare  von  ff  in  Bezug  aaf 
U  die  Spur  s  der  Ebene  der  Berührungscurve  derselben  und  der 
Pol  der  Geraden  SSa  in  Bezug  auf  U  ein  Punkt  ihrer  Fluchtlinie  q\ 
Es  bleibt  daher  nur  übrig,  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche 
zu  construieren. 

12)  Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  für  einen  in  Ä  ab- 
gebildeten Punkt  der  Fläche  die  Polare  von  Ä  in  Bezug  auf  ü  die 
Spur  seiner  Tangentialebene.  Denn  die  durch  A  gehenden  Sehnen 
von  U  repräsentieren  Querschnitte  der  Fläche  durch  AC ^  deren  Be- 
rührungskegel ihre  Spitzen  in  der  Bildebene  haben.  (Vergl.  §  39.) 

42.  Wenn  bei  der  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung nach  der  Methode  des  §  40  entweder 

ä)  der  zur  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes  conju- 
gierte  Durchmesser  normal  zu  dieser  Ebene,  oder  wenn 

b)  der  bewegte  Kegelschnitt  selbst  ein  Kreis  wäre, 
so  würden  daraus  für  die  constructive  Behandlung  besonders 
in  Parallelprojection  specielle  Vortheile  entspringen. 

Man  würde  nach  der  Methode  der  Geometrie  descriptive 
im  Falle  a)  jenen  Durchmesser  der  Axe  OZ  parallel  und  die 
Äxen  des  beweglichen  Kegelschnittes  in  seiner  Mittellage  den 
Axen  OXy  OY  respective  parallel  legen  dürfen;  weil  nun  die 
zu  den  beiden  verzeichneten  XOY,  XOZ  respective  parallelen 
Diametralschnitten  gehörigen  Berührungscylinder  der  Fläche 
den  Axen  OZ,  OY  respective  parallel  also  zu  jenen  Projec- 
tiousebenen  normal  sind,  so  sind  die  bezüglichen  Projectionen 
jener  beiden  Kegelschnitte  zugleich  die  entsprechenden  Um- 
risse der  Fläche.  Die  ersten  Projectionen  der  Lagen  des 
bewegten  Kegelschnittes  sind  dann  nicht  nur  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  sondern  auch  concentrisch  und  die  Spitzen 
der  nach  ihnen  die  Fläche  berührenden  Kegel  haben  im  Mittel- 
punkte des  ersten  Umrisses  ihre  gemeinschaftliche  erste  Pro- 
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jection;  etc.  Aebnlich  nach  der  Methode  der  Parallelprojection 
mit  einem  Bilde,  der  schiefen  wie  der  orthogonalen. 

Im  Falle  b)  würde  man  die  Ebene  des  beweglichen  Kreises 
der  ersten  Projectionsebene  und  den  zu  ihr  conjugierten  Durch- 
messer der  zweiten  Projectionsebene  parallel  machen  oder  man 
würde  jene  zur  Projectionsebene  und  die  Richtung  von  dieser 
zur  Projectionsrichtung  wählen;  etc.  Und  ähnliche  Verein- 
fachungen entspringen  auch  für  die  centralprojectivische  Dar- 
stellung. 

Die  Benutzung  derselben  wird  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  gesichert;  indem  wir  den  Satz  beweisen:  Eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  drei 
und  nur  drei  zu  einander  normale  Durchmesser,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conjugiert 
ist.  Mau  nennt  sie  die  Axen  der  Fläche,  die  in  ihnen  ge- 
legenen Punkte  der  Fläche  die  Scheitel,  und  die  durch  sie 
bestimmten  drei  zu  einander  normalen  Diametralebenen,  welche 
Ebenen  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Fläche  sind,  die 
Hauptebenen,  sowie  die  in  diesen  gelegenen  Schnitte  die 
Hauptdiametralschuitte   oder   Hauptschnitte  der  Fläche. 

Denn  die  Fläche  ist  für  jede  der  drei  Hauptebenen  mit 
sich  selbst  in  orthogonaler  Symmetrie,  nämlich  für  die  Richtung 
der  ihr  nicht  angehörigen  Axe  als  Gentrum;  und  sie  ist  für 
jede  ihrer  drei  Hauptaxen  mit  sich  selbst  in  orthogonaler  Ro- 
tationssymmetrie für  die  Stellung  der  nicht  durch  sie  gehenden 
Hauptebene.  (Vergl.  I,  Schlussüberblick  p.  355.) 

Sie  ist  auch  für  den  Durchmesser,  der  zu  einem  System 
Yon  Kreisschnitten  conjugiert  ist,  mit  sich  selbst  in  schiefer 
Botationssymmetrie,  d.  h.  alle  Sehnen  durch  einen  Punkt  jenes 
Durchmessers,  welche  der  Stellung  dieser  Ereisschnitte  parallel 
sind,  sind  von  gleicher  Länge  und  werden  von  ihm  halhiert; 
die  Tangentialebenenpaare  in  ihren  Endpunkten  bilden  mit  den 
Ebenen  durch  sie  und  jenen  Durchmesser  und  mit  einer  Paral- 
lelen zu  diesen  Kreisschnittebenen  durch  ihre  Schnittlinie  je 
ein  harmonisches  Büschel. 

Ist  di  ein  Durchmesser  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  D^ 
die  zu  ihm  conjugierte,  N,-  die  zu  ihm  normale  Durchmesser- 
ebene, so  erzeugt,  während  dt  eine  Durchmesserebene  durch- 
läuft oder  einen  ebenen  Strahlenbüschel  beschreibt,  die  Ebene 
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D,-  ein  zu  ihm  projectivisches  EbenenbQschel,  welches  den  za 
jener  Ebene  conjugierten  Durchmesser  zur  Scheitelkante  hat; 
die  Ebene  JXi  aber  ein  gleichfalls  zu  ihm  also  auch  zum 
Büschel  der  D,-  projectivisches  Ebenenbüschel  um  die  Normale 
der  Ebene  der  di  als  Scheitelkante.  Die  Durchschnittslinie 
entsprechender  d.  h.  zu  demselben  Strahl  d  gehöriger  Ebenen  der 
Büschel  Di  und  N,*  erzeugt  somit  nach  I,  p.  229 f.  einen  mit  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  concentrischen  Kegel  zweiten  Orades 
A',  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  seiner  Erzeugenden 
der  zur  entsprechenden  Lage  des  Durchmessers  dt  zugleich 
conjugierte  und  normale  Durchmesser  der  Fläche  ist. 

Betrachten  wir  dann  das  Durchmesserbüschel  di*  einer 
zweiten  Durchmesserebene,  so  entspricht  ihm  in  gleicher  Weise 
ein  Kegel  A^*  der  zu  seinen  Strahlen  zugleich  normalen  und  con- 
jugierten Durchmesser.  Da  die  beiden  Büschel  di  und  di*  einen 
Durchmesser  d  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemein  haben, 
so  müssen  auch  die  concentrischen  Kegel  A\  K*  den  zu  ihm 
normalen  conjugierten  Durchmesser  zugleich  enthalten  und 
sich  somit  in  noch  einer  Erzeugenden  a  oder  in  noch  drei  Er- 
zeugenden a^  b^  c  durchschneiden. 

Im  ersten  Falle  entspräche  der  Erzeugenden  a  ein  zu  ihr 
normaler  und  conjugierter  Durchmesser  da  in  der  Ebene  der 
di  und  auch  ein  von  diesem  verschiedener  zu  a  normaler  und 
conjugierter  Durchmesser  da*  in  der  Ebene  der  e^j*,  und  die 
Ebene  dieser  beiden  Durchmesser  dadtl^  wäre  also  zu  a  zu- 
gleich normal  und  conjugiert,  d.  h.  a  eine  Axe  der  Fläche 
zweiter  Ordnung.  Die  Axen  des  in  der  Ebene  dada*  gele- 
genen Diametralschnittes  der  Fläche  wären  dann  die  beiden 
andern  Axen  b  und  c  der  Fläche;  wir  wissen,  dass  sie  stets 
reell  sind,  auch  dann  noch,  wenn  dieser  Diametralschnitt  selbst 
es  nicht  ist. 

Im  andern  Falle  können  nur  a^  b,  c  selbst  diese  Axen 
sein,  d.  h.  die  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
der  Kegel  £,  A"*  bilden,  wenn  sie  sämmtlich  reell  sind,  die 
Kanten  einer  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke.  Dieser  Fall  findet 
also  statt.     Man  findet  die  Ausführung  unter  1). 

Dass  alle  so  gebildeten  Kegel  der  normal  conjugierten  zu 
den  Durchmessern  eines  Büschels  durch  die  drei  Axen  gehen 
müssen,  ersieht  man  daraus,  dass  jeder  Hauptebene  ein  Durch- 
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messer  jedes  Büschels  angehört,  dem  die  auf  ihr  reohtwinkh'ge 
Axe  normal  conjugiert  ist. 

Die  Schlüsse  gelten  und  die  Construction  bleibt  anwend- 
bar für  alle  eigentlichen  Flachen  zweiter  Ordnung ,  welche 
einen  Mittelpunkt  im  endlichen  Räume  haben.  Es  Haben  also 
insbesondere  auch  die  Eegel flächen  zweiten  Grades  stets 
ein  und  nur  ein  System  von  Axen  und  Hauptebenen. 
Für  die  Construction  ist  ja  wesentlich,  dass  nicht  die  Diametral- 
schnitte selbst,  sondern  nur  die  Paare  conjugierter  Durch- 
messer derselben  gebraucht  werden.  , 

Im  Falle  der  Paraboloide  und  der  Cylinder  fällt  von 
den  drei  Axen  nur  eine  in  den  endlichen  Raum,  aber  jeder 
Normalschnitt  derselben,  d.  h.  des  Parallelenbündels  der  Durch- 
messer der  Fläche,  bestimmt  durch  seine  Axen  mit  ihrer  Rich- 
tung die  beiden  durch  sie  gehenden  Hauptebenen  der  Fläche, 
deren  Stellungen  die  beiden  andern  unendlich  fernen  Axen 
der  Fläche  sind;  damit  die  im  Endlichen  liegende  Axe  und 
den  Scheitel  als  den  Punkt,  wo  sie  aus  der  Fläche  austritt. 

Man  beweist  durch  dieselbe  Construction,  dass  in  einem 
Polarsystem  im  Strahlenbündel  (§  39,  18)  ein  einziges  Tripel 
orthogonaler  Strahlen  und  Ebenen  existiert;  im  Falle  eines 
reellen  Directrixkegels  wird  es  von  den  Axen  und  Hauptebenen 
des  letztem  gebildet.    (Yergl.  die  Entwickelung  in  Band  IH.) 

Wie  sich  aus  dieser  Erledigung  der  Frage  a)  auch  die 
der  Frage  b)  ergiebt,  ist  unten  (Beisp.  12  f.)  ausgeführt. 

1)  Die  Hyperbel  K^  (Tafel  XI)  ist  eine  rectanguläre  Hyperbel; 
ihre  Asymptoten  sind  den  Axen  des  horizontalen  Diametralschnittes 
der  Fläche  parallel,  wie  sich  aus  der  erörterten  Constraction  ergiebt. 

In  Tafel  XI  ist  die  Construction  der  Axen  eines  Ellip- 
se ids  ausgeführt,  das  durch  die  zur  ersten  und  respective  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Diametralscbnitte  oder  durch  die  conju- 
gierten Durchmesser  Aßy  CE^  EF  gegeben  ist. 

Den  Durchmessern  des  Diametralschnittes  ABC D  entspricht  als 
Ort  ihrer  normalen  Conjugierten  ein  Kegel  M^  Ky  —  seine  erste 
Spur  — ,  ebenso  denen  des  Diametralschnitts  ABEF  ein  Eegel  M^ 
JSTi*;  beide  Eegel  haben  die  Erzeugenden  gemein,  welche  von  M 
nach  iS^j ,  5^*,  *S,*,  -S'i*'  gehen  und  deren  erste  dem  gemeinsamen 
Durchmesser  Aß  entspricht,  während  die  drei  letzten  die  Haupt- 
axen  des  Ellipsoids  sind.  Jene  ist  daher  die  Schnittlinie  der  zu 
AB  normalen  Ebene,  für  welche  M'M"  die  erste  Spur  ist,  mit  der 
conjugierten  Ebene  CDEF^  deren  erste  Spur  die  Parallele  zu  CD' 
durch  F'  ist.     Die  Spurhyperbel  K^  entsteht  als  Ort  der  Schnitt- 
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punkte  entsprechender  Strahlen  der  projectivischen  Büschel  der  ersten 
Spuren  der  Ebenenbüschel  JUi  und  D^  für  die  Durchmesser  von 
AB  CD  —  Büschel^  deren  Scheitelpunkte  also  ü/'  und  F'  sind  und 
deren  entsprechende  Strahlen  normal  zur  ersten  Projection  des  ge- 
wählten Durchmessers  und  parallel  zur  ersten  Projection  des  ihm 
conjugierten  Durchmessers  des  Schnittes  AB  CD  sind.  Jedes  Paar 
conjugierter  Durchmesser  von  AB  CD  liefert   so  zwei  Punkte  tob 

K^  f  so  z.  B.  das  Paar  d/,  ^2'  ^^®  Punkte  D^y  Z>2i  ^^^  ^^  ^^^ 
d^',  d^  das  andere  Paar  conjugierter  Durchmesser  ^3',  dl  sich  er- 
giebt  (I ,  §  33 ;  4) ,  so  entspringen  dem  noch  weiter  die  Punkte 
i>3,  D^,  Damit  sind  bereits  sieben  Punkte  von  K^  bekannt  und 
weitere  leicht  ebenso  oder  aus  diesen  zu  finden.  Die  conjugierten 
Durchmesser  d(^  d^  sind  mit  Hilfe  der  Affinität  aus  dem  Paar  d^ , 
d^  von  rechtwinkligen  Durchmessern  des  Kreises  construiert,  der 
AB  zum  Durchmesser  hat.  Auch  die  Diagonalen  des  von  den  Tan- 
genten des  Diametralschnitts  ABCD  in  Ä^  ß^  C^  D'  gebildeten 
Parallelogramms  würden  schon  zur  Bestimmung  von  K^  genügen. 
Die  Construütion  aus  dem  Kreise  ist  vortheilhaft,  wenn  man  zugleich 
den  Diametralschnitt  ABCD  zu  verzeichnen  wünscht.  Für  die  Be- 
stimmung von  Ky*  ist  ersichtlich;  dass  die  Scheitel  der  erzeugenden 
Spurenbüschel  die  unendlich  fernen  Punkte  von  C' D'  und  M'M" 
respective  sind.  Dann  ergiebt  sich  aus  dem  rectangulären  Durch- 
messerpaar d^j  ^2*  ^®8  über  A"  B"  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises  das  Paar  conjugierter  Durchmesser  d^'\  d^"  und  ein  wei- 
teres solches  Paar  ^3*",  d^"  vom  Diametralschnitt  Ä'  B*  E"F", 
Das  Perpendikel  in  M"  zu  einem  Durchmesser  giebt  in  der  Pro- 
jectionsaxe  den  Fusspunkt  der  zu  ihr  normalen  ersten  Spur  der 
Normalebene  N/"^;  der  ihm  conjugierte  giebt  in  der  Pai^allelen  zu 
C  D'  durch  seinen  in  ^  ^  gelegenen  horizontalen  Durchstosspunkt 
die  erste  Spur  der  conjugierten  Ebene  !>*  und  diese  schneidet  die 
erste  Spur  von  M",*  in  einem  Punkte  von  Ä',*.  So  liefert  die  be- 
zeichnete Gruppe  der  Durchmesser  Punkte  />,*,  i>2*,  -^3*,  D^*^  von 
denen  D^*  oberhalb  der  Zeichnung  fällt  —  in  den  andern  Ast  der 
Hyperbel  K^*. 

2)  Da  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser,  je  doppelt  ver- 
wandt, zur  Construction  des  Kegels  genügen,  der  die  normal  con- 
jugierten der  in  ihrer  Ebene  liegenden  enthält,  so  bedarf  man  der 
in  der  Figur  benutzten  Ableitung  aus  dem  Kreise  nicht  und  ar- 
beitet ebenso  gut  mit  der  Diametralhjperbel  und  dem  nicht  reellen 
Diametralschnitt  wie  mit  der  Ellipse. 

Die  den  beiden  Curven  K^ ,  K^  ausser  5,  gemeinsamen  Punkte 
liegen  so,  dass  M'  der  Höhendurchschnitt  ihres  Dreiecks  und  die 
Coordinate  z  von  M  die  Ordinate  für  M'  in  den  Kreisen  ist,  die 
über  den  Höhen  als  Durchmesser  beschrieben  werden.  (I,  §  10, 15.) 

Die  Endpunkte  der  Axen  können  mit  Leichtigkeit  construiert 
werden.  Man  erläutere  die  Construction  in  der  Darstellungsform 
der  orthogonalen  Axonometrie. 
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3)  Wenn  dieselbe  Constraction  in  Centralprojection  für  ein 
Hyperboloid  aasgefUhrt  würde,  welches  sind  die  Beziehungen,  die 
zwischen  der  Fluchtcurye  des  letzteren,  den  Fluchtpunkten  der  Axen 
und  dem  Distanzkreise  und  Hauptpunkte  stattfinden  ?  Man  erörtere 
auch  die  Veränderungen  der  Gonstruction,  welche  die  allgemeine 
Centralprojection  und  die  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  mit 
sich  bringen. 

4)  Die  Hanptebenen  bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ein  Quadrupel  harmonischer  Polarebenen;  die  entsprechenden  cen- 
trisch-planaren  und  axialen  involutorischen  Beziehungen  der  Flftche 
zu  sich  selbst  sind  orthogonale  Symmetrien. 

5)  Man  construiere  die  Axe  und  die  beiden  Hauptebenen  des 
durch  ein  windschiefes  Yierseit  bestimmten  hyperbolischen  Para- 
boloides. 

6)  Wenn  die  Involution  der  conjugierten  Durchmesser  des 
einen  Hauptschnittes  der  Fläche,  also  auch  aller  zu  ihm  parallelen 
ebenen  Schnitte  derselben  eine  rechtwinklige  Involution  ist,  und 
somit  die  in  ihm  gelegenen  beiden  Axen  der  Fläche  unbestimmt 
sind,  so  ist  dieser  Hauptsehnitt  und  jeder  zu  ihm  parallele  Schnitt 
ein  Kreis ;  alle  zu  ihm  normalen  Diametralschnitte  der  Fläche  sind 
einander  gleich  und  die  Fläche  zweiter  Ordnung  kann  durch  Drehung 
eines  beliebigen  unter  ihnen  um  seine  Axe  oder  die  Axe  der  Fläche 
erzengt  werden.  (Yergl.  §  37,  10,  §  61  if.)  Ist  die  Rotationsaxe 
seine  Hauptaxe,  so  heissen  (§  33)  die  reellen  Brennpunkte  des 
Meridians  auch  die  der  Fläche;  ist  sie  die  Nebenaxe,  so  erzeugen 
jene  den  Brennkreis  der  Fläche. 

Solche  Flächen  heissen  Rotationsflächen  zweiter  Ord- 
nung, jene  Axe  heisst  die  Rotationsaxe,  die  zu  ihr  normalen 
kreisförmigen  Schnitte  nennt  man  die  Parallelkreise,  die  durch 
sie  gehenden  zu  einander  congruenten  Schnitte  die  Meridiane  der 
Fläche, —  wie  diess  in  der  mathematischen  Geographie  geschieht 
für  das  Rotationsellipsoid  der  Erdoberfläche.   (Vergl.  22.) 

7)  Welches  ist  die  besondere  Relation  der  Kegel  My  K^  und 
M^  K^  bei  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung? 

Man  findet,  dass  die  Kegel  in  je  zwei  rechtwinklige  Ebenen- 
paare degenerieren,  in  der  Art,  dass  eine  Ebene  des  ersten  mit  einer 
Ebene  des  zweiten  Paares  zusammenfällt;  so  dass  in  Folge  dessen 
alle  in  dieser  Ebene  liegende  Durchmesser  Axen  der  Fläche  sind, 
und  überdiess  eine  bestimmte  zu  dieser  Ebene  normale  Axe  existiert, 
die  Schnittlinie  der  beiden  übrigen  Ebenen.    (Yergl.  22.) 

8)  Die  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  nach  Parallel- 
kreisen umgeschriebenen  Kegel  sind  Rotationskegel,  deren  Axe  die 
Rotationsaxe  der  Fläche  ist;  die  zugehörigen  Normalen  der  Fläche 
bilden  ebensolche  Rotationskegel.  Man  characterisiere  die  Berühr- 
ungscylinder  längs  der  Meridiane  und  ihre  Normalen  in  denselben. 

Die  bequemste  constructive  Behandlung  der  Rotationsflächen 
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zweiter  Ordnung  entspricht  der  zur  Rotationsaxe  normalen  Stellung 
einer  Projectionsebene.  Man  erläutere  die  Vortheile  derselben  ftlr 
die  Lösung  der  elementaren  Aufgaben.  (Für  die  Ausführung  vergl. 
man  §  64  ff.) 

Für  die  Kugel  ist  jeder  Durchmesser  eine  Rotationsaxe;  ihre 
Brennpunkte  sind  im  Mittelpunkte  vereinigt. 

10)  Wenn  man  die  drei  Hauptebenen  ab^  bc,  ca  einer  Fläche 
zweiten  Grades  und  dazu  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  sammt 
der  zugehörigen  Tangentialebene  T  und  ihrer  Normale  n  in  ihm 
denkt,  so  erhält  man  nach  der  orthogonalen  Symmetrie  der  Fläche 
in  Bezug  auf  ihre  drei  Hauptebenen  zu  P  die  drei  weiteren  Punkte 
Pc^  Pai  Pb  der  Fläche,  zu  ihm  orthogonal-symmetrisch  nach  den 
drei  Ebenen  ab^  bc^  ca  resp.  und  erkennt,  dass  die  Tangential- 
ebenen To,  Ta,  Tb  der  Fläche  in  diesen  mit  T  resp.  auf  jenen 
Hauptebenen  ab^  bc,  ca  einerlei  Spur  ^c>  ^ai  ^6  und  dass  die 
Normalen  »o)  ^aj  np  in  denselben  mit  n  in  denselben  Hauptebenen 
einerlei  Durchstosspunkte  5^,  Sa^  Sf,  resp.  haben;  also  auch,  dass 
die  Längen  der  Normalen  PSo  ^  PcSo,  PSa  =  PaSa,  PSb  =  ^6-5^6 
in  Paaren  gleichgross  sind  und  die  mit  ihnen  als  Radien  um  S^ 
Sa^  Sb  resp.  beschriebenen  Kugeln  die  Fläche  in  P,  Pc  resp.  P^  Pa^ 
P,  Pb  je  zweimal  berühren.  Nimmt  man,  beispielsweise  für  die 
erste  dieser  Kugeln  die  Ebene  PPqSo  und  ihre  Schnitte  mit  der 
Fläche  zweiten  Grrades  und  mit  der  Kugel,  so  berühren  diese  ein- 
ander doppelt  in  P  und  Pc\  ebenso  die  Schnitte  derselben  Flächen 
mit  der  Ebene  PPcM  für  M  als  den  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
ihre  Schnitte  mit  jeder  durch  P,  Pc  gehenden  Ebene.  Alle  diese 
Ebenen  sind  wie  die  Gerade  PPc  normal  zur  Hauptebene  ab  und 
die  Punkte  ihrer  Querschnitte  mit  der  Fläche  gruppieren  sich  in 
zu  derselben  Hauptebene  symmetrische  Paare,  denen  wiederum  je 
eine  doppelt  berührende  Kugel  entspricht.  In  Bezug  auf  die  Quer- 
schnitte der  Ebene  mit  der  Fläche  und  mit  zwei  solchen  Kugeln 
gelten  die  Sätze  von  §  32  und  seinen  Beisp.  IG  f.  Man  sieht  sich 
auf  ihre  weitere  Erörterung  und  auf  die  Frage  nach  der  Vollstän- 
digkeit des  so  anschaulich  gemachten  Systems  doppelt  berührender 
Kugeln  geführt.    (Vergl.  19.) 

Natürlich  sind  Pf,  und  Pc  zu  einander  symmetrisch  für  die  Axe 
a  und  die  Stellung  der  Hauptebene  bc^  etc. 

11)  Die  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  end- 
lichem Centrum  bilden  das  einzige  Tripel  conjugierter 
Durchmesser,  welches  dieselbe  mit  einer  beliebigen 
concentrischen  Kugel  gemein  hat. 

Ihre  Richtungen  bilden  ein  Tripel  harmonischer  Pole  sowohl  für 
den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis  /  wie  für  den  Schnitt  Ü 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Be- 
zeichnen wir  die  Schnittpunkte  des  Kreises  /  mit  dem  Kegelschnitt 
U^  die  jedenfalls  nicht  reell  sind,  durch  1,  2,  3,  4  respecüve,  so 
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bilden  die  Durchscbnittspunkte  Ä*"^  S^  ^  C^  der  Gegenseitenpaare 
12,  34;  23,  14;  31,  24,  welche  nach  der  Entwicklung  des  Textes 
reell  und  einzig  existieren  müssen,  die  Punkte  jenes  Tripels  (I,  §  32) 
d.  h.  die  Bichtungen  der  Axen;  die  Geraden  A^ ß^ ^  ß^c\  C^JT 
sind  die  Stellungen  der  Hauptebenen  der  Fläche. 

12)  Die  sechs  Schaaren  paralleler  Ebenen  von  den  Stellungen 
12,  34;  23,  14;  31,  24,  welche  paarweis  die  Richtung  einer  Axe 
der  Fläche  gemein  haben,  schneiden  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
Kreisen  —  weil  in  Kegelschnitten,  welche  die  Kreispunkte  ihrer 
respectiven  Ebenen  enthalten.   (I,  §  31,  8.) 

Nur  ein  Paar  dieser  Schaaren  kann  reell  sein,  d.  h.  nur  durch 
eine  Axe  der  Fläche  sind  Kreisschnitte  möglich  —  da  die  Realität 
Ton  zwei  Schaaren  die  des  Vierecks  1234  bedingen  würde. 

13)  In  der  That,  wenn  man  in  dem  Hauptschnitt  der 
grossen  und  kleinen  Axe  eines  Ellipsoids  die  der  mitt- 
leren Axe  gleichen  Durchmesser  bestimmt,  so  liefern 
diese  mit  der  mittleren  Axe  selbst  die  beiden  nach 
Kreisen  schneidenden  Diametralebenen.  Beim  einfachen 
Hyperboloid  gehen  solche  Diametralebenen  durch  die  grössere  der 
beiden  reell  begrenzten  Hauptaxen,  oder  sie  werden  durch  Ein- 
tragung eines  mit  diesem  beschriebenen  concentrischen  Kreises  in 
den  Hauptschnitt  der  kleinen  reellen  und  der  unbegrenzten  Hauptaxe 
erhalten.  Beim  zweifachen  Hyperboloid  endlich  geben  sie  parallel 
zur  kleineren  der  beiden  imaginär  begrenzten  Hauptaxen  —  welche 
Grössenrelation  wir  natürlich  aus  den  zur  reell  begrenzten  Axe 
normalen  reellen  elliptischen  Schnitten  entnehmen;  analog  beim 
elliptischen  Paraboloid. 

14)  Die  Tangentialebenen  von  den  Stellungen  der  reellen  Kreis- 
schnitte liefern  als  ihre  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  je  ein 
Paar  Punkte,  die  als  unendlich  kleine  Kreisschnitte  der  Fläche  zu 
betrachten  sind,  d.  h.  für  welche  die  Involution  der  conjugierten 
Tangentenpaare  (§  39,  14)  eine  rechtwinklige  Involution  ist.  Man 
nennt  sie  die  Kreispunkte,  Umbilical-  oder  Nabelpunkte 
der  Fläche. 

15)  Insofern  man  nach  §  39  von  nicht  reellen  Regeischaaren 
auf  den  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  sprechen  und  die  be- 
züglichen Eigenschaften  der  Regelflächen  auf  diese  übertragen  darf, 
kann  man  nach  §  38  den  Satz  aussprechen:  Die  zwölf  Kreis- 
punkte einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  zu  dreien 
in  acht  nicht  reellen  Geraden. 

16)  Weil  im  Falle  der  Hyperboloide  die  reellen  Gegenseiten 
des  Vierecks  12  3  4  den  unendlich  fernen  Schnitt  der  Fläche  nicht 
schneiden  können,  da  sonst  das  Viereck  reell  wäre,  so  kann  das 
einfache  Hyperboloid  Kreispunkte  nicht  haben  —  was  auch  aus  der 
hyperbolischen  Natur  seiner  Punkte  folgt;  dagegen  hat  das  zwei- 
fache Hyperboloid  vier  solche  Punkte,  wie  auch  das  Ellipsoid;  auf 
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dem  elliptischen  Paoraboloid  existieren  deren  zwei,  das  hyperbolische 
gestattet  wie  überhaupt  keine  Kreisschnitte  auch  keine  solchen 
Punkte.  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  durch  einen  be- 
weglichen Ereis  erzeugt  werden,  also  auch  nicht  als  Botationsfläche. 

17)  Die  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  geben  den 
Satz:  Die  Stellungen  der  Kreisschnitte  bilden  mit  denen 
der  Hauptschnitte  durch  die  Axe,  deren  Richtung  jene 
enthalten,  ein  harmonisches  Büschel;  und  da  die  letz- 
teren rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  halbieren  sie 

li  die  Winkel  der  ersteren. 

>-  18)  Die  beiden  Kreisschnitte,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt 

der  Hauptaxe  der  Fläche  gehen,  liegen  auf  einer  Kugel,  weil  sie 
normal  zur  einen  und  symmetrisch  zur  andern  Hauptebene  an  dieser 
Axe  sind;  ihre  Schnittpunkte  mit  einander  sind  die  Berührungs- 
punkte jener  Kugel   mit   der  Fläche;   der   Mittelpunkt   der  Kugel 

:  ist  der  Durchschnittspunkt  der  zugehörigen  Normalen  der  Fläche 

mit  der  Axe,  womit  zugleich  ihr  Radius  gegeben  ist. 

19)  Man  denke  die  schneidende  Hauptaxe  eines  zweifachen 
Hyperboloides,  d.  h.  die  Hauptaxe  mit  reellen  Scheiteln,  so  be- 
stimmen sich  die  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Kreisschnittebenen 
nach  dem  Vorigen.  In  demjenigen  der  beiden  durch  diese  Axe  ge- 
henden Hauptschnitte ,  der  für  P  die  grössere  Ordinate  hat,  yer- 
zeichnet  man  die  Tangenten  und  Normalen  aus  den  Endpunkten 
dieser  Ordinate  und  den  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Axe; 
man  beschreibt  sodann  mit  der  Länge  dieser  Normalen  als  Radius 
um  den  Schnittpunkt  in  der  andern  Hauptebene  einen  Ereis  und 
markiert  seine  Schnittpunkte  mit  der  zugehörigen  Hauptschnitthy- 
perbel; diese  liegen  in  Paaren  in  zwei  durch  P  gehenden  Geraden, 
welche  die  Spuren  der  gesuchten  Kreisschnittebenen  sind  und  durch 
ihre  Sehnenlänge  zugleich  die  Durchmesser  derselben  angeben.  Die  za 
ihnen  parallelen  Tangenten  des  Hauptschnittes  liefern  die  vier  reellen 
Nabelpunkte  der  Fläche.  Die  Gonstruction  geht  unverändert  auf 
das  elliptische  Paraboloid  und  das  EUipsoid  über;  für  daseinfache 
Hyperboloid  gilt  sie  für  einen  beliebigen  Punkt  der  nicht  schnei- 
denden Axe;  reelle  Nabelpunkte  liefert  sie  natürlich  nicht 

Für  die  kleinere  Ordinate  liefert  die  Gonstruction  keine  reellen 
Kreisschnitte;  für  gleiche  Ordinaten,  also  gleiche  Hauptschnitte,  die 
Ebene  beider  Ordinaten  als  einzigen  Kreisschnitt:  Rotationsfläche. 

Man  construiere  nach  derselben  Methode  die  beiden  Kreis- 
schnitte, welche  durch  einen  Punkt  der  inneren  Axe  eines  Kegels 
'^  vom  zweiten  Grade  gehen. 

e  20)  Man  verzeichne  für  ein  EUipsoid  oder  zweifaches  Hyper- 

l*  boloid,  welches  zur  ersten  Projectionsebene  parallelle  kreisförmige 

'y~.  Querschnitte  hat,  die  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  h  und  den 

^y  zu  derselben  parallelen  Berührungscylinder  —  durch  Benutzung  von 

zweien  der  Kreisschnitte;    dieselben  liefern  im  Allgemeinen   vier 
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Pankte  und  die  entsprechenden  Tangenten  des  Schnittes  der  Fläche 
mit  einer  der  projicierenden  Ebenen  von  h  und  dadurch  die  fraglichen 
Schnittpunkte,  zugleich  aber  auch  eine  Erzeugende  und  die  zuge- 
hörigen Tangentialebenen  fUr  den  zugehörigen  Bertthrungscylinder,  etc. 
Diese  Darstellung  leitet  auch  zu  einer  vortheilhaften  Modellbil- 
dung der  Flächen  zweiten  Grades  —  nur  das  hyperbolische 
Paraboloid  ausgenommen. 

21)  Wenn  die  unendlich  fernen  Curven  U  und  J  einander  in 
zwei  Funkten  berühren,  so  ist  das  eine  Paar  der  Verbindungsge- 
raden, sagen  wir  12,  34,  das  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten 
und  ihr  Durchschnittspunkt  A^  die  Richtung  einer  Axe  der  Fläche. 
Die  Paare  23^  14;  31,  24  fallen  in  der  Bertthrungssehne  zusammen 
und  die  Punkte  ^,  CT  sind  unbestimmt  in  derselben,  indem  sie 
die  in  ihr  gelegene  Sehne  harmonisch  theilen;  d.  b.  (vergl.  7)  die 
Fläche  hat  nur  eine  bestimmte  Axe,  die  beiden  andern  Axen  sind 
unbestimmt  in  der  zu  dieser  normalen  Durchmesserebene  und  recht- 
winklig zu  einander.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Rota- 
tionsfläche, die  beiden  Stellungen  der  Kreisschnitte  fallen  zu- 
sammen in  die  eine  zur  Rotationsaxe  normale  Stellung. 

22)  Man  zeige,  dass  die  Construction  des  Textes  gültig  bleibt 
—  unter  Berücksichtigung  von  §  40,  15  betrachtet  —  für  die 
Bestimmung  des  gemeinsamen  Systems  conjugierter 
Durchmesser  von  irgend  zwei  concentrischen  Flächen 
zweiter  Ordnung.  An  welche  Voraussetzungen  ist  die  Realität 
'aller  drei  Durchmesser  des  besagten  Systems  zu  knüpfen? 

23)  Wenn  in  der  Construction  des  Textes  statt  des  Centrums, 
des  gemeinsamen  Pols  der  unendlich  fernen  Ebene,  der  gemeinsame 
Pol  einer  Ebene  im  endlichen  Räume  betrachtet  wird,  so  erhält  man 
in  dieser  Polarebene  die  drei  Punkte ;  welche  in  Bezug  auf  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  dieselben  Polarebenen  haben^  und  in  ihren 
Verbindungslinien  mit  dem  gegebenen  Punkte  die  drei  sich  selbst 
entsprechenden  Strahlen  in  den  beiden  Bündeln  von  Strahlen,  welche 
den  durch  ihn  gehenden  Ebenen  als  conjugiert  in  Bezug  auf  die 
eine  und  die  andere  der  beiden  Flächen  entsprechen.  Die  Durch- 
stosspunkte  jener  Strahlen  in  der  Polarebene  des  Scheitels  sind  die 
Schnittpunkte  der  Polarenbüschel,  welche  den  Punkten  einer  Reihe 
in  der  Polarebene  in  Bezug  auf  ihre  Schnitte  mit  den  Flächen  cor- 
respondieren.  Zwei  Reihen  in  ihr  liefern  so  zwei  Kegelschnitte,  die 
einen  —  dem  gemeinsamen  Punkte  der  Reihen  entsprechenden  — 
Punkt  gemein  haben,  und  deren  drei  andere  gemeinsame  Punkte  jene 
Geraden  liefern.  Durch  dieselbe  Construction  beweist  man  allge- 
meiner, dass  zwei  Polarsysteme  in  derselben  Ebene  oder  an  dem- 
selben Scheitel  wie  zwei  Kegelschnitte  nach  I,  §  32  ein  einziges 
Tripel  conjugierter  Elemente  gemein  haben.  -Man  sieht  auch,  dass 
ein  Elementen  paar  desselben  noth  wendig  reell  ist,  währekid  die 
Realität  der  beiden  andern  damit  noch  nicht  wie  in  dem  Falle  der 
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Axen  im  Text  erwiesen  ist.  Die  Frage  nach  dieser  Realität  ist 
identisch  mit  der  nach  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripeis  har- 
monischer Pole  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte.  (Vergl.  die  all- 
gemeine Untersuchung  in  Band  III.) 

24)  Nach  §  39, 12  f.  und  I,  §  31,  15  ergiebt  sich,  dass  jede 
Gerade  ein  Paar  für  zwei  beliebige  Flächen  zweiten 
Grades  zugleich  conjugierte  Punkte  und  Ebenen  trägt. 

43.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  ellip- 
tischen Punkten  können  aus  der  speciellsten  unter 
ihnen ;  der  Kugelfläche^  durch  die  Methode  der 
centrischen  CoUineation  oder  der  Reliefs  (siehe  I^ 
§  41,  5—7)  abgeleitet  werden.  Die  kreisförmigen  ebenen 
Schnitte  der  Kugel  gehen  in  Kegelschnitte  auf  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  über.  Wenn  die  Kugel  mit  der  Gegenebene 
ihres  Systems  keinen  Punkt  gemein  hat,  so  entsteht  aus  ihr 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  im  Endlidien  geschlossen 
ist;  da  sie  nur  elliptische  Querschnitte  gestattet,  das  EUip- 
so  id.  Berührt  die  Kugel  die  Gegenebene  ihres  Systems  in 
einem  Punkte,  so  verwandeln  sich  alle  ihre  kreisförmigen 
Schnitte  in  elliptische,  ausgenommen  nur  diejenigen  von  zwei- 
fach unendlicher  Anzahl,  welche  auf  den  durch  jenen  Berühr- 
ungspunkt gehenden  Ebenen  liegen,  die  in  Parabeln  übergeheOf 
deren  Ebenen  sämmtlich  eine  feste  Eichtung  enthalten  —  die 
jenen  Berührungspunkt  mit  dem  Centrum  verbindende  Gerade 
giebt  sie  an  —  die  Richtung  aller  Durchmesser  der  Fläche; 
dieselbe  ist  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Schneidet  die  Kugel  die  Gegenebene  des  Systems  in  einem 
Kreise  A",  nach  welchem  ihr  ein  gerader  Kegel  vom  Mittel- 
punkte M  umgeschrieben  ist,  so  enthält  die  entstehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  das  unendlich  ferne  Bild  des  Kreises  AT, 
einen  reellen  Kegelschnitt,  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen bilden  einen  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  M'  der  Fläche 
zu  seinem  Mittelpunkte  hat,  den  Asymptotenkegel  der  Fläche. 
Die  Kreise  auf  der  Kugel  in  allen  den  Ebenen,  welche  den 
Kreis  K  nicht  trefiPen,  verwandeln  sich  in  Ellipsen,  die  Kreise 
der  Ebenen,  welche  eine  Tangente  von  K  enthalten,  werden 
Parabeln,  so  dass  also  deren  Ebenen  den  Tangentialebenen 
des  Asymptotenkeg.els  parallel  sind.  Die  Kreise  der  Kugel  in 
den  den  Kreis  K  schneidenden  Ebenen  werden  zu  Hyperbeln, 
für   welche   die  Schnittpunkte  durch   ihre  Verbindungslinien 
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mit  dem  CeDirum  der  CoUineation  die  Asymptotenrichtungen 
liefern;  die  Fläche  ist  das  zweifache  Hyperboloid. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Kugel  lassen  sich  hier- 
nach entsprechende  Eigenschaften  der  Nichtregelflächen  zweiter 
Ordnung  ableiten.  Die  entsprechenden  zu  zwei  Geraden,  die 
in  Bezug  auf  die  Kugel  zu  einander  polar  sind,  sind  polar  zu 
einander  für  die  entstehende  Fläche  zweiten  Grades;  die  cir- 
culare  Involution  der  Paare  zu  einander  polarer  Kugeltangenten 
in  einem  ihrer  Punkte  geht  über  in  die  elliptische  Involution 
der  Paare  zu  einander  polarer  Tangenten  der  Fläche  zweiten 
Grades  in  einem  ihrer  Punkte. 

Man  kann  leicht  die  Kreisschnitte  und  damit  auch 
die  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen, 
welche  aus  einer  gegebenen  Kugel  durch  eine  cen- 
trische  CoUineation  abgeleitet  wird.  Denken  wir  die 
zweite  Projectionsebene  normal  zur  Colli neationsebene  und 
parallel  zur  Verbindungslinie  des  Centrums  der  CoUineation 
mit  dem  Centrum  der  Kugel,  so  dass  die  Axen  der  entsteh- 
enden Fläche  zweiter  Ordnung  normal  und  respeciive  parallel 
zu  ihr  werden.  Nun  liegen  die  Kreisschnitte  derselben  auf 
Ebenen,  welche  durch  je  ein  Paar  der  vier  nicht  reellen 
Schnittpunkte  des  unendlich  fernen  Querschnittes  U  der  Fläche 
mit  dem  nicht  reellen  unendlich  fernen  Kreise  /  gehen;  und 
weil  die  der  CoUineationsebene  parallelen  Schnitte  der  Kugel 
Kreisschnitte  der  coUinearen  Fläche  von  der  gleichen  Stellung 
nach  sich  ziehen,  so  ist  die  eine  jener  Verbindungslinien  der 
vier  Punkte  1234,  durch  welche  reelle  Kreisschnitte  gehen, 
in  der  Gegenebene  B  unendlich  fem.  Die  andere  finden  wir 
durch  folgende  Schlüsse:  Da  für  alle  Kugeln  der  unendlich 
ferne  nicht  reelle  Kreis  derselbe  ist,  so  liegt  das  gesuchte 
Bild  der  andern  Stellung  der  Kreisebenen  nicht  nur  in  der 
Gegenebene  B  der  gegebenen  CoUineation,  sondern  auch  in 
der  Gegenebene  B^  derjenigen  zweiten  involutorischen  CoUi- 
neation aus  demselben  Centrum,  für  welche  die  Kugel  in  sich 
selbst  transformiert  wird,  d.  i.  der  Ebene,  welche  die  gerad- 
linigen Absi&ide  des  Centrums  der  CoUineation  von  seiner 
Polarebene  in  der  Kugel  halbiert.  (I,  §  42.)  Alle  Ebenen 
durch  jene  Gerade  BB*  schneiden  die  Kugel  in  Kreisen,  denen 
in  der  coUinearen  Figur  wieder  Kreise  entsprechen ;  die  durch 
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sie  mit  dem  Centram  der  CoUiueatiou  bestimmte  Ebene  ist  der 
zweiten  Schaar  der  Kreisschnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
parallel.  (Vergl.  unten  5.)  Der  durch  die  Gerade  BB*  nach 
dem  Pol  der  Gegenebene  B  in  der  Eugel  gehenden  Ebene 
entspricht  die  zweite  Diametralkreisschnittebene  der  Fläche. 
Damit  ist  die  zur  zweiten  Projectionsebene  normale  Axe  der 
Fläche  bestimmt;  die  beiden  andern  Azen  derselben  fallen 
in  die  Halbierungslinien  der  Winkel  ^  welche  die  Diametral- 
kreisschnitte mit  einander  bilden. 

Die  Fig.  82  enthält  die  Construction  für  den  Fall 
des  Ellipsoids.  Der  Punkt  M  ist  der  Pol  der  Gegenebene 
B  in  der  Kugel,  der  Schnitt  GH  der  Ebene  M^  BB*  wird 
somit  zum  Diametralkreisschnitt  G' R'  des  Ellipsoids  und  der 
andere  Diametralschnitt  G*' H"^'  ergiebt  sich  aus  dem  zur 
Collineationsebene  parallelen  Schnitt  der  Kugel  durch  M  oder 
mittelst  des  Satzes  in  8)  unten. 

Die  Schnitte  durch  BB'^  nach  A^^,  K^  liefern  die  Paare 
von  Kreisschnitten  J(k;,  J^'^K^*'  und  J^K^y  J^^'K^*'.  Die 
Kreispunkte  sind  die  K\  die  den  Berührungspunkten  der  von 
BB*  ausgehenden  und  der  zur  Collineationsebene  parallelen 
Tangentialebenen  der  Kugel  entsprechen.    (Vergl.  Fig.  83.) 

Der  Tangentenkegel  aus  6  und  der  Querschnitt  in  S  sind 
der  Kugel  und  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  —  im  Falle 
ihrer  Nichtrealität  die  sie  bestimmenden  Polarsysteme  um  jenen 
und  in  dieser.  Beide  Flächen  haben  (vergl.  I,  §  41^  9)  noch 
einen  zweiten  gemeinsamen  Tangentialkegel  und  einen  zweiten 
gemeinsamen  ebenen  Schnitt,  der  zweiten  Schaar  der  Kreis- 
schnitte der  Fläche  angehörig.  Zwei  Kreisschnitte  verschie- 
dener Schaaren  liegen  immer  auf  einer  Kugel.  Die  Kugel  und 
ihr  Relief  sind  somit  auf  viererlei  Weise  mit  einander  collinear 
—  während  eine  Kugel  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  es 
im  Allgemeinen  gar  nicht  sind. 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  entsprechende  Funkt 
zum  Pol  der  Gegenebene  B  in  Bezug  auf  die  Kugel,  der  harmonischen 
Theilung  mit  dem  Fluchtpunkte  entspricht  Halbierung. 

2)  Man  bilde  durch  Collineation  aus  einer  Kugel  ein  elliptisches 
Paraboloid  von  einem  auf  ihr  gelegenen  gegebenen  Kreisschnitt  und 
gegebener  Richtung  seiner  Durchmesser.  Dieser  Kreisschnitt  giebt 
selbst  die  Collineationsebene  und  die  Gegenebene  B  als  eine  der  zu 
ihm  parallelen  Tangentialebenen  der  Kugel;  der  Berührungspunkt 
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der  Kugel  mit  B  nnd  jene  BicbtuDg  liefern  einen  Strahl  aua  dem 
Centrum.  Kann  der  gegebene  KreisBcbnitt  ausserhalb  der  Engel 
willkürlich  gewKblt  werden? 

3)  Man  leite  für  ein  zweifaches  Hyperboloid,  welches  die  Col* 
linearfigur  einer  Kugel  ist,  die  beiden  Schosren  der  Ereisschnitt- 
-  ebenen  ab  und  stelle  es  durch  dieselben  dar.  Man  bestimme  auch 
die  Ereispunkte  K'  desselben  als  die  entsprechenden  zu  den  Be- 
rUhmngspnnkten  der  Engel  mit  den  zur  CoUineationBebene  paral- 
lelen und  mit  den  durch  die  Gerade  BB*  gebenden  Tangential- 
ebenen. (Fig.  83.) 


A 


4)  Zwei  beliebige  nicht  parallele  Ereissohnitte  der- 
svlben  PlSohe  zweiter  Ordnung  liegen  stets  auf  einer 
Kngelfläobe.  Denn  sie  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  und' ihre 
Mittelpunkte  liegen  in  einer  Normalebene  znr  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen. 

fi)  Die  Construction  des  Textes  wird  ohne  Vermittelnng  nicht 
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reeller  Elemente  durch  den  evidenten  Satz  bewiesen:  Wenn  man 
zwei  Collinearfiguren  desselben  Originals  aus  demsel- 
ben Centrum  mit  verschiedenen  Collineationsebenen 
und  Gegenebenen  B,  B*  macht,  so  entsprechen  seinen 
Schnitten  mit  Ebenen,  welche  die  Durchschnittslinie 
der  Gegenebenen  B,  B*  enthalten,  Curven,  die  ein- 
ander ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind  —  als  Schnitte 
desselben  Kegels  mit  parallelen  Ebenen.  Man  zeichne  in  Fig.  82,  83 
den  zu  G' H'  parallelen  zweiten  Kugelschnitt  G*' ü*'  ein,  der  in 
der  involutorischen  Collineation   dem  Kugelschnitt  GH  entspricht 


6)  Wie  ergiebt  sich  aus  den  Erörterungen  des  Textes  die 
directe  Construction  der  Axen  A'B\C  D'  der  GoUinear- 
figur  eines  Kreises  in  Fig.  83  mittelst  der  durch  €|9  (Sonach 
M  gehenden  Sehnen  AB^  CB'i  (Yergl.  auch  Fig.  82,  in  der  jedoch 
der  Buchstabe  A  nicht  eingesetzt  werden  konnte.) 

7)  Wenn  das  CoUineationscentrum  der  Obei-fläche  der  Kugel 
angehöH,  so  ist  die  zugehörige  Tangentialebene  eine  Ebene  der 
Kreisschnitte  auch  für  die  entstehende  Fläche  zweiten  Grades  und 
der  Punkt  also  ein  Nabelpunkt  derselben ;  die  Ebene  B*  f&llt  mit 
der  zugehörigen  Tangentialebene  zusammen.  Die  Schnitte  der  Kugel 
und  der  Fläche  zweiten  Grades  in  Ebenen  durch  das  CoUineations- 
centrum osculieren  einander  in  diesem,  wenn  die  Collineationsebene 
durch  das  CoUineationscentrum  hindurchgeht.   (Yergl.  I,  §  35.) 
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8)  Wenn  die  Ebenen  K  nnd  K*  zu  einander  parallel  sind,  d.  h. 
wenn  die  Gerade  vom  CoUineationscentram  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel  zur  CoUineationsebene  normal  ist,  so  fallen  beide  Schaaren 
der  Kreisscbnitte  in  die  eine  zur  CoUineationsebene  parallele  Schaar 
zusammen;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Rotationsfläche  mit 
zur  CoUineationsebene  normaler  Axe ;  die  Austrittspunkte  der  letz- 
teren sind  die  einzigen  Kreispunkte  der  Flttche.  Dieselbe  besitzt 
zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Rotationsaxe  oder  einen  Brennkreis 
in  einer  zu  ihr  normalen  Ebene  nach  §  33,  22  und  §  42,  6. 

9)  Wenn  das  Collineationscentrum  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Originalkugel  zuzammenfKllt,  so  ist  nach  8)  die  entstehende  Flttche 
eine  Rotationsflfiche  mit  der  durch  ihn  gehenden  Normale  zur  Col- 
lineationsebene  als  Axe,  insbesondere  als  Hauptaxe  aller  durch  sie 
gehenden  Querschnitte.  Auch  ist  für  jeden  durch  das  Centrum 
gehenden  Querschnitt  dieses  der  eine  Brennpunkt  (vergl.  I,  §  36) 
und  die  Gegenebene  Q^  die  Ebene  der  zugehörigen  Directrix:  denn 
sie  enthält  dieselbe  für  alle  die  durch  die  Hauptaxe  gehenden 
Schnitte  und  liefert  damit  fdr  jeden  Punkt  der  Fläche  die  Eigen- 
schaft, dass  das  Verhältniss  seiner  Entfernungen  von  jenem  Centrum 
und  dieser  Ebene  constant  ist^  nämlich  gleich  dem  Verhältniss 
zwischen  dem  Radius  der  Kugel  und  dem  Abstand  ihres  Centrums 
von  der  Gegenebene  B.  Wir  nennen  hiernach  das  Collineations- 
centrum einen  Brennpunkt  der  Rotationsfläche  zweiten  Grades  und 
erkennen  aus  der  Symmetrie,  das»  dieselbe  auf  der  Hauptaxe  und 
in  symmetrischer  Lage  zum  ersten  hinsichtlich  ihres  Mittelpunktes 
einen  zweiten  Brennpunkt  besitzt. 

10)  Eine  Reihe  von  Eigenschaften  der  Rotationsflächen  zweiten 
Grades  mit  zwei  Brennpunkten  lassen  sich  aus  dieser  Entstehung 
derselben  unmittelbar  erkennen,  ähnlich  wie  in  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  a.  a.  0.  in  den  Beisp.  6,  7,  8. 

Weil  die  Tangentialebene  T  der  Kugel  normal  ist  zum  Radius 
ihres  Berührungspunktes  P^  so  steht  der  Brennstrahl  eines  Punktes 
P^  der  Relieffläche  normal  auf  der  Ebene,  die  vom  Brennpunkte 
nach  der  Schnittlinie  ihrer  entsprechenden  Tangentialebene  T|  mit 
der  Directrixebene  Q^  geht.  Und  weil  auch  der  nach  einem  be- 
liebigen Punkte  P  im  Räume  gehende  Kugeldurchmesser  auf  der 
Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kugel  normal  steht,  so 
ist  die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes  P^  mit  einem  Brenn- 
punkte einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  normal  auf  der  Ebene, 
die  denselben  Brennpunkt  mit  der  Schnittlinie  der  zugehörigen  Di- 
rectrixebene mit  seiner  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  ver- 
bindet. Jede  Ebene  durch  den  Brennpunkt  ist  normal  zu  dem  Brenn- 
strahl ihres  Poles  in  Bezug  auf  die  Fläche.  Weil  zwei  in  Bezug 
auf  die  Kugel  zu  einander  polare  Geraden  mit  ihrem  Mittelpunkte 
zwei  orthogonale  Ebenen  bestimmen,  so  thun  dies  auch  zwei  Gerade, 
die  zu  einander  in  Bezug  auf  eine  Rotationsfläche  mit  zwei  Brenn- 
punkten polar  sind,  mit  einem  Brennpunkte. 
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Der  Kegel,  der  einen  beliebigen  ebenen  Schnitt  der  Fl&cfae 
mit  einem  ihrer  Brennpunkte  verbindet,  ist  ein  Botationskegel,  weil 
er  zugleich  der  projicierende  Eegel  eines  entsprechenden  Kugel- 
querschnittes ist.  Wir  wollen  nur  noch  Folgendes  erwähnen:  Die 
Summe  resp.  Differenz  der  Badienvectoren  ist  für  alle  Punkte  der 
Rotationsfläche  mit  zwei  Brennpunkten  constant,  nämlich  ihrer 
Hauptaxe  gleich,  je  nachdem  dieselbe  ein  £llipsoid  oder  ein  zwei- 
faches Hyperboloid  ist;  und  das  Rotationsparaboloid  ist  der  Ort 
eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem  festen  Punkte  und  einer 
festen  Ebene  gleich  gross  sind.  Die  Winkel  zwischen  den  Badien- 
vectoren eines  Flächenpunktes  werden  durch  seine  Normale  und 
seine  Tangentialebene  halbiert;  die  orthogonal-symmetrischen  Punkte 
eines  Brennpunktes  in  Bezug  auf  die  Tangentialebenen  der  Fläche 
liegen  auf  der  Kugel ,  die  mit  der  Hauptaxe  als  Badius  um  den 
anderen  Brennpunkt  beschrieben  wird.  Die  Fusspunkte  der  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Tangentialebenen  gefällten  Perpendikel  liegen 
auf  der  Kugel,  die  die  Hauptaxe  der  Fläche  zum  Durchmesser  hat. 

11)  Nach  dem  Vorigen  ist  eine  Rotationsfläche  zweiten  Orades 
mit  zwei  Brennpunkten  der  Ort  des  Mittelpunktes  einer  Kngel^  die 
eine  gegebene  Kugel  berührt  und  eine  Ebene  unter  einem  vorge- 
schriebenen Winkel  schneidet;  unter  dem  Complement  desselben 
Winkels  schneiden  im  Falle  des  zweifachen  Rotationshyperboloides 
die  Ebenen  des  Asymptotenkegels  die  feste  Ebene;  er  ist  im  Falle 
des  Ellipsoides  nicht  reell  zugleich  mit  dem  Asymptotenkegel. 
Irgend  zwei  jener  Kugeln  haben  einen  ihrer  Aehnlichkeitspunkte 
in  der  festen  Ebene.  Ersetzt  man  die  feste  Kugel  durch  einen 
Punkt,  den  die  bewegliche  stets  enthält,  so  ist  die  feste  Ebene  die 
Directrixebene  und  er  der  zugehörige  Brennpunkt  der  Fläche. 

Man  bestimmt  hiemach  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades 
aus  einem  Brennpunkte  und  vier  von  ihren  Punkten;  denn  die 
Kugeln,  die  man  um  diese  und  durch  den  Brennpunkt  beschreibt, 
haben  zu  ihren  Aehnlichkeitsebenen  die  zu  jenem  Brennpunkte  ge- 
hörigen Directrixebenen  und  jede  derselben  bestimmt  eine  der  ge- 
suchten Flächen. 

12)  Eine  solche  Rotationsfläche  zweiten  Grades  mit  zwei 
Brennpunkten  ist  aber  auch  der  Ort  der  Centra  derjenigen  Kugeln, 
welche  zwei  feste  Kugeln  gleichartig  oder  ungleichartig  berühren. 
Für  dieselben  festen  Kugeln  entstehen  —  resp.  mit  Hilfe  des  in- 
neren oder  des  äusseren  Aehnlichkeitspunktes  derselben  [vergl.  I, 
§  (^^0]  —  2^^^  confocale  Flächen;  nämlich  für  ausser  einander 
liegende  Grundkugeln  zwei  zweifache  Hyperboloide;  für  Grund- 
kugeln, welche  sich  schneiden,  ein  Hyperboloid  und  ein  EUipsoid, 
welche  einander  in  zwei  zur  Axe  normalen  Kreisen  rechtwinklig 
durchdringen ;  und  für  Grundkugeln,  von  denen  die  eine  die  andere 
umschliessty  zwei  Ellipsoide. 

13)  Nach  den  Eigenschaften  unter   10)  construiert  man  die 
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Rotationsfläche  zweiten  Grades  mit  zwei  Brennpunkten  aus  diesen 
und  einem  ihrer  Punkte  resp.  einer  ihrer  Tangentialebenen,  etc. 

Sind  vier  aus  dem  System  der  die  Fläche  als  Ort  ihrer  Centra 
erzeugenden  Kugeln  gegeben,  so  kann  man  ihre  Brennpunkte 
als  Centra  der  Paare  gemeinsam  berührender  Kugeln  derselben 
finden,  die  in  je  einem  Perpendikel  aus  ihrem  Potenzcentrum  auf 
einer  ihrer  Aehnlichkeitsebenen  liegen;  etc. 

14)  Nach  I,  §  (36"*)  sind  die  Botationsflächen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Brennpunkten  aber  auch  Orte  der  Centra  derjenigen  Ku- 
ffein, welche  zwei  gegebene  feste  Kugeln  unter  yorgeschriebenen 
{durch  ihre  Cosinuswerthe  bestimmten)  Winkeln  gleichartig  resp. 
ungleichartig  schneiden;  die  Kugeln  berühren  zwei  der  Kugeln  der 
durch  jene  beiden  bestimmten  Büscheln  und  sind  zu  einer  Kugel 
desselben  orthogonal;  etc. 

Nach  §  32  oben  sind  sie  auch  die  Orte  der  Punkte,  für  welche 
die  Summe  oder  die  Differenz  der  Tangenten  zu  zwei  festen  Kugeln 
constant  ist.    [Vergl.  I,  §  (36*^),  3.] 

15)  Nach  seiner  Entstehung  in  9)  ist  ein  Brennpunkt  einer 
solchen  Rotationsfläche  zweiten  Grades  ein  Punkt,  für  welchen  das 
Polarsjstem  im  Strahlenbündel;  welches  die  Fläche  in  ihm  erzeugt 
(§  39,  18),  ein  Orthogonalsjstem  ist,  wie  das  System  der  Durch- 
messer und  der  zu  ihnen  conjugierten  Diametralebenen  einer  Kugel. 
(Vergl.  I;  §  36.)  In  Folge  dessen  hat  auch  jedes  Relief  einer  solchen 
Rotationsfläche  für  einen  Brennpunkt  als  Centrum  der  Collineation 
diesen  Punkt  zu  seinem  Brennpunkt  in  dem  nämlichen  Sinne. 

16)  Man  übertrage  Eigenschaften  der  Kugel  für  einen  Punkt 
ihrer  Oberfläche  auf  den  Nabelpunkt  einer  Fläche  zweiten  Grades 
nach  7)  oben. 

17)  Man  kann  die  Regelflächen  zweiten  Grades  durch  centrische 
Collineation  aus  dem  einfachen  gleichseitigen  Rotationshyperboloid 
oder  auch  aus  dem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ab- 
leiten. Im  Sinne  der  Cyklographie,  nach  welchem  die  gleichseitigen 
Rotationsbyperboloide  der  Kugel  an  Einfachheit  zunächst  stehen, 
ist  diese  Ableitung  für  die  Regelflächen  zweiten  Grades  der  vorher 
betrachteten  der  Nichtregelflächen  analog  zu   nennen.     (Vergl.  I, 

18)  Der  Satz:  Die  Durchschnittskreise  von  drei  Kugeln  in  Paaren 
liegen  in  drei  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Scheitelkante  zur  Cen- 
tralebene  normal  ist,  giebt  durch  centrische  Collineation:  Wenn 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung  einen  —  nicht  reellen  — 
ebenen  Schnitt  gemein  haben^  so  liegen  die  drei  ebenen 
Schnittcurven,  die  sie  überdies  paarweise  bestimmen, 
in  den  Ebenen  eines  Büschels.  Was  kann  über  die  Lage  seiner 
Scheitelkante  hinzugefügt  werden  ?  Wie  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn 
die  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
d.  h.  wenn  der  gemeinsame  Kegelschnitt  unendlich  fem  liegt?  Wir 
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führen  an,   dass  diese  Sätze  auch   fttr  den  reellen  gemeinsamen 
Schnitt  Geltung  behalten.  (Vergl.  III.) 

Hier  liegt  es  nahe,  die  linearen  Systeme  von  Kugeln,  die  wir 
Bflschel,  Bündel  und  Netze  von  Kugeln  genannt  haben  ^  als  Ori- 
ginale centrisch  coUinearer  Modellbildung  zu  betrachten  und  die 
Natur  ihrer  Bilder  zu  beschreiben.  Ebenso  die  Bttschel  parallel- 
axiger  gleichseitiger  Rotationshyperboloide  in  den  Beispielen  des 
§  32,  etc. 

19)  Wenn  man  das  Centrum  der  Collineation  unendlich  fem 
denkt,  so  fallen  (vergl.  I,  §  42)  auch  die  Gegenebenen  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene  zusammen  und  die  Collineation  wird  zur 
Affinität  mit  einer  bestimmten  Affinitätsebene  und  Affini- 
tätsrichtung. Die  zur  Kugel  affinen  Flächen  können  nur  Ell  ip- 
so ide  sein.  In  den  besonderen  Fällen,  wo  die  Affinitätsrichtnng 
der  Affinitätsebene  angehört,  werden  dieselben  der  Originalkugel 
volumengleich  (I,  §  42,  1,2).  Sind  Affinitätsrichtung  und  Äf- 
finitätsebene  normal  zu  einander,  so  wird  das  Kugelrelief  zum  Bo- 
tationsellipsoid;  es  wird  aber  insbesondere  für  Charakteristiken, 
welche  kleiner  als  Eins  ist,  immer  zu  einer  Botationsfläche ,  die 
auch  aus  der  Drehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entsteht, 
bei  der  auch  die  reellen  Brennpunkte  einen  Kreis  beschreiben. 
Lassen  sich  auf  diese  Brennpunkte  ähnlich  wie  oben  in  10)  und 
1.5)  Eigenschaften  aus  der  Kugel  übertragen? 

Man  wende  die  Constructipn  der  Diametralkreisschnitte  und 
damit  der  Uauptebenen  und  Hauptaxen  der  Fläche  auf  die  Ellip- 
soide,  als  allgemein  affin  zur  Kugel,  an  und  erörtere  die  Constrnction 
derselben  aus  einem  gegebenen  Diametralkreisschnitte  und  dem  zu 
ihm  conjugierten  Durchmesser;  sowie  die  Uebertragung  der  Me- 
thode von  I,  §  33, 15  auf  das  Ellipsoid  (vergl.  oben  §  42,  l) ;  be- 
sonders auch  im  Falle  der  Volumengleichheit.  Sind  der  Kugelmit- 
telpunkt und  der  des  Ellipsoides  als  sein  entsprechender  in  der 
Art  des  Textes  gegeben,  so  liefert  ein  Kreis  durch  beide  aus  einem 
Punkte  der  Spur  der  Affinitätsebene  durch  seine  Schnitte  mit 
dieser  die  Lage  der  beiden  ersten  Axen  im  Ellipsoid  und  damit 
die  dritte. 

20)  Die  Kugelfläche  entsteht  als  Ort  der  Durchschnittspunkte 
der  entsprechenden  Elemente  eines  Strahlenbündels  und  eines  durch 
die  Normalebenen  seiner  Strahlen  aus  einem  Punkte  gebildeten 
Ebenenbündels.  Das  Bündel  der  Durchmesser  und  das  ihrer  con- 
jugierten oder  normalen  Ebenen,  welche  am  Mittelpunkte  vereinigt 
das  Polarsystem  desselben  bilden,  erzeugen  an  verschiedene  Scheitel 
gebracht  die  über  ihrer  Verbindungslinie  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kugel.  Ein  Strahlenbündel  und  ein  Ebenenbündel,  welche  zu 
einander  projectivisch  reciprok  sind,  erzeugen,  falls  sie  nicht  con* 
centrisch  liegen,  eine  Fläche  zweiten  Grades.  (Vergl.  §  39,  2  f.) 
Macht  man  sie  durch  eine  Verschiebung  concentrisch,  so  erzeugen 
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sie  als  Ort  der  Strahlen,  die  in  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegen 
und  als  Enveloppe  dieser  Ebenen  einen  dem  Asymptotenkegel  der 
Fläche  gleichen  und  parallelen  Kegel.  Ftlr  die  weitere  Betrachtung 
dieser  allgemeinen  Erzeugungsweise  ist  auf  den  dritten  Theil  dieses 
Buches  zu  verweisen. 

44.  Die  bisherigen  Entwickelungen  enthalten  die  con- 
strnctiyen  Elemente  der  Theorie  der  Flächen  zweiten 
Grades^  ihre  Beziehungen  zn  Punkten,  Ebenen  und  Geraden 
betreffend.  Die  Erörterung  ihrer  Beziehungen  zn  Banmenrven 
und  ihren  developpabeln  Flächen,  als  mit  welchen  sie  Punkte, 
Tangenten  und  Tangentialebenen  gemein  haben  können,  ist 
ohne  Schwierigkeit  anzuschliessen. 

Besondere  Untersuchung  fordern  aber  die  Probleme  von 
den  gemeinsamen  Punkten  oder  der  Dnrchdringungscurve, 
und  Yon  den  gemeinsamen  Tangentialebenen  oder  der  gemein- 
schaftlich umgeschriebenen  Developpabeln  zweier 
Flächen  zweiten  Grades.  Sie  mag  mit  der  Discussion 
specieller  Fälle  beginnen. 

Die  gemeinsame  Curve  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
die  im  Allgemeinen  von  der 
Ordnung  »i ««  4  ist,  —  weil 
jede  Ebene  sie  in  den  vier 
Punkten  trifft,  die  die  beiden 
ihr  angehörigen  Curven  zwei- 
ten Grades  auf  den  gegebeneu 
Flächen  gemein  haben  —  zer- 
fallt in  zweiKegelschnitte, 
sobald  sie  zwei  Doppelpunkte 
besitzt,  d.  h.  sobald  die  Flächen 
sich  in  zwei  Punkten  berüh- 
ren, deren  gerade  Verbindungs- 
linie nicht  in  ihnen  liegt. 

Denn  eine  Ebene,  welche 
durch  die  Verbindungsgerade 
der  beiden  Doppelpunkte  nach 
einem  weitem  gemeinsamen 
Punkte  der  beiden  Flächen 
geht,  enthielte  fünf  und  somit 


Die  gemeinsam  umgeschrie- 
bene Developpable  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades,  die 
im  Allgemeinen  von  der  Ülasse 
n,  ««4  ist,  —  weil  jeder  Punkt 
mit  ihr  vier  Ebenen  gemein  hat, 
die  die  beiden  von  ihm  aus- 
gehenden Tangentenkegel  der 
Flächen  gleichzeitig  berühren 
—  zerfallt  in  zwei  Kegelflä- 
chen, sobald  sie  zwei  Doppel- 
ebenen besitzt,  d.  h.  die  Flä- 
chen sich  in  zwei  Ebenen  be- 
rühren, ohne  ihre  Schnittlinie 
zu  enthalten. 

Denn  ein  Punkt,  welcher  in 
der  Schnittlinie  der  beiden 
Doppelebenen  auf  einer  wei- 
tern gemeinsamen  Tangential- 
ebene der  beiden  Flächen  liegt, 
Is^e  in  fünf  und  somit  in  un- 
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unendlich  viele  Punkte  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tern gemeinsamen  Punkte  oder 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Ke- 
gelschnitten ^  für  welche  »die 
Verbindungslinie  jener  Dop- 
pelpunkte der  Schnitt  ihrer 
Ebenen  ist.  (Vergl.  §  21.) 


endlich  vielen  Ebenen  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tem gemeinsamen  Tangential- 
ebenen oder  sie  haben  zwei 
gemeinsame  Tangentenkegel 
zweiten  Grades,  deren  Spitzen 
in  der  Schnittlinie  der  Dop- 
pelebenen liegen. 


Flg.  84. 


St 


Durch  zwei  solche  Kegel- 
schnitte Ä",  K*  gehen  im  Allge- 
meinen stets  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades.  (Fig.  84.) 

Denken  wir  nämlich  zur 
Schnittlinie  «  ihrer  Ebenen  mit 
den  Punkten  G,  H  in  den  Flä- 
chen die  gemeinsame  Polare  s* 
in  beiden  Flächen,  so  schneide 
eine  Ebene  durch  diese  Ge- 
rade die  beiden  Kegelschnitte 
in  Punkten  ^,  ^;  ^*  ^  re- 
spectiye;  dann  bestimmen  die 
Geraden  Aj^.Bff^-,  AB*,  A*B 
zwei  Punkte  M^  M*  in  5*,  welche 
die  Scheitel  jener  Kegel  sind 
—  da  Kegel  MJS^  und  Kegel 
MK*z.B.  vier  Kanten  MAÄ*, 


Solche  zwei  Kegelflächen  K, 
E*  schneiden  sidh  im  Allge- 
meinen stets  in  zwei  Curven 
zweiten  Grades.  (Fig.  84.) 

Denken  wir  zur  Verbin- 
dungslinie «*  ihrer  Spitzen  mit 
den  Ebenen  G,H  an  die  Flächen 
die  gemeinsame  Polare  s  in 
beiden  Flächen,  so  bestimme 
ein  Punkt  in  dieser  Geraden 
mit  beiden  Kegeln  die  Tan- 
gentialebenen A,  B;  A%  B* 
respective;  dann  liegen  die  Ge- 
raden AA*,  BB*;  AB*  A*B 
in  zwei  Ebenen  M,  M*  aus  Sj 
welche  die  Ebenen  der  besag- 
ten Kegelschnitte  sind  —  weil 
ME:  und  ME*  z.  B.  vier  Tan- 
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ßiBB*,  MG,  MH und  dieTvLU'  genten  MAA*,  MBB*,  MG, 
gentialebenen  in  den  beiden  MH  und  die  Berührungspunkte 
letzteren  gemein  haben.  in  den  letzteren  gemein  haben. 

Von  einer  Discussion  der  Ausnahmefalle  sehen  wir  ab; 
nur  sei  erwähnt,  dass  insbesondere  die  beiden  Flächen,  wenn 
die  beiden  Berührungspunkte  derselben  der  nämlichen  Er- 
zeugenden angehören,  diese  mit  allen  ihren  Punkten  gemein 
haben  müssen,  —  weil  jede  Tier  Punkte  von  ihr  enthält  — 
so  dass  der  Rest  der  Durchdringung  eine  Cunre  dritter  Ord- 
nung ist,  also  (§  45)  identisch  mit  der  in  §  20  f.  mehrfach 
behandelten  Gurve;  und  an  den  Fall  von  vier  gemeinsamen 
Geraden  sei  erinnert.    (§  38,  lO.) 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
drei  Punkten  berühren,  die  nicht  in  derselben  Erzeugenden 
liegen  (dafür  vergl.  §  38),  so  schneidet  die  durch  dieselben 
bestimmte  Ebene  sie  in  Kegelschnitten,  welche  diese  drei 
Punkte  und  ihre  Tangenten  gemein  haben,  also  identisch  sein 
müssen;  d.  h.  die  Flächen  berühren  sich  längs  dieser 
Gurve  IC  oder  sind  einander  nach  derselben  umge- 
schrieben und  haben  für  dieselbe  den  nämlichen  Tangen- 
tenkegel vom  Mittelpunkte  M. 

Jede  dieser  Flächen  ist  durch  die  andere,  speciell  den 
Eegel  M,  K,  die  bezeichnete  ebene  Gurve  K  und  einen  Punkt 
auf  ihr  ausserhalb  derselben  bestimmt.  (Vergl.  §  37,  §  40.) 

Jede  Ebene,  welche  beide  Flächen  schneidet,  thut  dies 
in  Kegelschnitten,  K^,  K^y  welche  sich  in  der  Geraden  $  dop- 
pelt berühren,  die  sie  mit  der  Ebene  des  Berührungskegel- 
schnittes  K  gemein  hat.    (§  40,5,  vergl.  I,  §  32,  13.) 

Berührt  die  Ebene  die  eine  Fläche,  —  dieselbe  sei  eine 
Nichtregelfläche,  —  und  schneidet  die  andere,  so  kann  der 
Berührungspunkt  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  der  mit  dem  Schnitt  in  der  andern  Fläche 
in  der  Geraden  $  eine  doppelte  Berührung  hat;  —  wie  diess 
im  Falle  einer  Begelfiäche  mit  den  beiden  Erzeugenden  des 
Berührungspunktes  ersichtlich  stattfindet. 

1)  Wenn  man  zu  einem  Ellipsoid  mit  der  mittleren  Halbaxe 
als  Radius  eine  concentrische  Kugel  beschreibt,  so  berührt  diese  die 
Flttche  in  den  Endpunkten  der  mittleren  Axe  und  schneidet  sie  in 
zwei  ebenen  Curven,  welche  als  Kugelschnitte  Kreise  sind  —  den 
Diametralkreisschnitten  der  Fläche. 
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2) ■Kann  dies  auf  die  Qbrigen  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
Kreisschnitte  lalassen,  angewendet  werden?  Insbesondere  wie  für 
Kegelflächen  mitgegebenen  Hauptebenen?  Die  Kugeln  durch  irgend 
zwei  Kreiaschnitte  derselben  Fläche  zweiten  Grades  von  verschie- 
denen Systemen  sind  doppelt  berührende  Kugeln  der  Fläche  in  den 
Schnitten  beider  Kreise  mit  einander;  ihre  Mittelpunkte  liegen  in 
der  Hauptebene  der  grossen  und  der  kleinen  Äxe.  In  welcher 
Weise  unterscheiden  sie  ^ich  vrai  den  doppelt  berührenden  Kugeln 
aus  Punkten  der  beiden  anderen  Hauptebenen  in  §  42,  10? 


3)  Wenn  die  Äxen  eines  Ellipsoids  den  Projectioosaien  parallel 
sind,  so  wird  dasselbe  von  einem  geraden  Kraisoylinder  um  ihre  zu 
OZ  parallele  Aie  nnd  mit  einem  der  kleineren  unter  den  zn  XOf 
parallelen  Aien  gleichen  Durchmesser  in  den  Endpunkten  dieser 
letzteren  berührt  und  daher  in  zwei  ebenen  Curvcn  geschnitten, 
deren  erete  Projectionen  mit  dem  Grundkreise  des  Cjlinders  zuaam- 
menfallen,  indessen  die  zweiten  als  gerade  Linien  durch  das  Centrum 
erseheinen.     Mau  hat  so  die  beiden  Stellungen  von  Hilfs- 
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ebenen  bestimmt,  welche  zweite  projicierende  Ebenen 
und  für  die  die  ersten  Projectionen  der  Schnittcurven 
Kreise  sind;  ihre  ersten  Spuren  sind  s^^  und  «/.  Die  Mittel- 
punkte derselben  finden  sich  in  den  zu  den  Stellungen  dieser  Ebene 
conjugierten  Durchmessern  d\  also  in  der  ersten  Projection  insbe- 
sondere m  dem  Durchmesser,  welcher  zu  OÄ  parallel  ist. 

Das  System  dieser  Hilfsebenen  dient  bequem  bei  der  Construction 
des  ebenen  Schnittes  der  FlSche;  etc.  Die  Figur  85  zeigt  die  Dar- 
stellung des  ebenen  Schnittes  S.  Die  Benutzung  der  Affinität  in  der 
zweiten  Projection  wird  der  Erklärung  nicht  bedürfen.  Von  den 
beiden  Systemen  von  Hilfsebenen  sind  diejenigen  benutzt ,  welche 
auch  in  der  zweiten  Projection  scharfe  Schnitte  liefern,  die  Punkte 
1,  2,  « . .  6  sind  so  ermittelt.  Die  Berührungspunkte  der  Schnitt- 
curve  mit  den  umrissen  als  Schnitte  der  Ebene  S  mit  den  beiden 
Hauptschnitten  ABCD  und  CDEF  sind  direct  bestimmt. 

Man  entwickele  die  Construction  der  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  in  den  so  bestimmten  Punkten  1^  .  .  . 

4)  Wie  ist  das  Verfahren  für  die  Hyperboloide  zu  modificieren? 
Lässt  sich  dasselbe  auf  die  Bestimmung  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
durch  zwei  conjugierte  Diametralschnitte  im  Allgemeinen  erweitern? 

5)  Durch  zwei  Kreise  in  parallelen  Ebenen  geht,  obwohl  sie  sich 
in  der  Schnittlinie  derselben  schneiden,  im  Allgemeinen  keine  Kugel. 
Man  hat  für  dieselbe  drei  ebene  Schnitte  eines  Büschels  gegeben 
und  die  Tangenten  derselben  in  ihren  gemeinsamen  Punkten  müssen 
in  je  einer  Ebene  liegen ;  die  Centrale  beider  Kreise  muss  auf  ihren 
Ebenen  normal  stehen,  damit  sie  auf  einer  Kugel  liegen. 

6)  Man  bestimme  die  Berührungspunkte  von  zwei  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades,  deren  eine  die  Fluchtlinie  und  Spur  der 
anderen  respective  zur  Spur  und  Fluchtlinie  hat;  oder  deren  erste 
und  zweite  Spuren  vertauscht  sind.  Jene  liegen  in  der  zweiten 
Parallelebene,  diese  in  der  Ebene  H;^;  denn  sie  haben  hier  resp. 
einen  gemeinsamen  Querschnitt. 

7)  Wenn  durch  einen  auf  einer  Fläche  zweiten  Orades  F  ge- 
legenen Kegelschnitt  K  eine  zweite  Fläche  zweiten  Grades  'S*  gelegt 
wird  ^  so  schneidet  sie  die  erste  in  noch  einem  zweiten  Kegelschnitt 
K*  und  beide  Flächen  berühren  einander  in  den  Punkten  G,  H^ 
welche  die  Schnittlinie  $  der  Ebenen  yon  Ky  K*  mit  denselben  und 
den  Flächen  gemein  hat.  Jede  solche  Fläche  F*  ist  durch  Ky  K* 
und  einen  ihrer  Punkte  ausserhalb  dieser  Curvon  bestimmt. 

8)  Zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  eine  ebene 
Curve  gemein  haben,  oder  dem  nämlichen  Kegel  einge- 
schrieben sind,  können  im  Allgemeinen  als  collineare 
Figuren  in  centrischer  Lage  betrachtet  werden.  Die 
Ebene  der  gemeinsamen  Curve  ist  die  Collineationsebene,  die  Spitze 
des  gemeinsamen  Tangentenkegels  das  Collineationscentrum ;  es 
giebt  also  zu  jedem  der  beiden  Centra  zwei  verschiedene  CoUi- 
neationsebenen  und  umgekehrt.   (Vergl.  §  43.) 
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9)  Sind  S  und  S*  die  Pole  der  Geraden  8  in  Bezug  auf  die 
beiden  Kegelschnitte  iC  und  IC*  des  Textes,  so  ist  die  Reihe  SS*i}fM*, 
also  auch  das  Ebenenbüschel  s  .  SS* MM*  harmonisch.  Wenn  geht 
durch  beide  Kegelschnitte  ein  Cylinder?  Wenn  ist  s  für  den  einen 
von  ihnen  ein  Durchmesser? 

10)  Zwei  Rotationsflächen  zweiten  Grades ,  welche  einen  ge- 
meinsamen Brennpunkt  haben,  schneiden  sich  in  ebenen  Curven, 
denn  sie  sind  centrisch  coUinear  (§  43);  jeder  Rotationskegel  aus 
dem  Brennpunkte  einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  schneidet  sie 
in  ebenen  Curven  und  umgekehrt  (ibid.  10). 


11)  Wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  einer  ebenen  Curve  schneidet^  so  ist  der  Rest  der  Durchdringung 
eine  zweite  ebene  Curve  und  in  den  gemeinsamen  Punkten  von 
beiden  Curven  findet  zwischen  dem  Kegel  und  der  Fläche  zweiten 
Grades  Berührung  statt;  durch  beide  Curven  geht  noch  ein  zweiter 
Kegel  zweiten  Grades.  Was  ergiebt  sich  daraus  für  den  Schlag- 
schatten, den  der  Rand  einer  eben  abgeschnittenen 
Hohlkugel  die  von  Lichtstrahlen  aus  einem  Punkte 
oder  von  parallelen  Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  in 
ihr  Inneres  wirft?  Was  insbesondere  für  die  hohle  Halbkugel ? 

Man  erkläre  die  Construction  in  Fig.  86.  In  welcher  Be- 
ziehung steht  die  Selbstschattengrenze  zu  dem  hier  construierten 
Schlagschatten?  Sie  ist  normal  dazu.  (Schlagschatten  des  Durch- 
messers.) 
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12)  Gegeben  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  horizontalen  Kreis- 
schnitten; man  bestimme  fttr  Licht  von  der  Richtung  /  den  Schlag- 
schatten des  oberen  Horizontalschnittes  auf  die  Fläche  aus  seinen 
Schnitten  D^ ,  D^  mit  dem  Horizontalschnitt  und  den  Tangenten 
derselben,  so  wie  seinen  im  Lichtmeridian  liegenden  Punkten. 

13)  Wenn  ans  einem  Funkte  einer  Fläche  zweiten  Grades  ein 
Kegel  über  einem  ebenen  Querschnitte  derselben  beschrieben  wird, 
so  ist  die  Schnittcurve  desselben  mit  der  Diametralebene,  welche  zu 
dem  nach  seiner  Spitze  gehenden  Durchmesser  conjugiert  ist,  dem 
betreffenden  Diametralschnitte  ähnlich. 

•  14)  Man  erkläre  hieraus  die  stereo  graphisch  e  Projection 
(vergl.  §  34)  der  Erdoberfläche  und  verzeichne  die  Bilder 
der  Breiten-  und  Längenkreise  von  10  zu  10®,  so  wie  die  Wende- 
und  Polarkreise  der  gegenüberliegenden  Halbkugel  a)  für  einen 
Punkt  des  Aequators,  b)  für  einen  Pol,  c)  für  einen  andern  Punkt 
der  Oberfläche  von  gegebener  Breite,  und  Länge. 

Im  letzten  Falle  stelle  man  den  Durchmesser  des  gegebenen 
Punktes  parallel  OZ  und  die  Meridianebene  desselben  parallel  XOZ, 
Ein  Parallelkreis  F  erscheint  dann  in  der  Yerticalprojection  als  im 
Umriss  begrenzte  Normale  zu  der  der  Erdaxe  N"  S"  und  sein  Pol 
liegt  in  dieser;  etc.  Man  erhält  die  stereographische  Projection  in 
der  Grundrissebene.  Die  Bilder  der  Parallelkreise  sind  ein  Kreis- 
büschel d.*h.  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Badicalaxe 
oder  Potenzlinie  in  der  Spur  desjenigen  Parallelkreises^  der  durch 
das  Proje(!tionscentrum  geht.  Die  vorigen  Büschel  schneiden  ein- 
ander rechtwinklig.  Die  Bilder  der  Pole  sind  die  Kreise  vom  Badius 
Null  in  demselben. 

15)  Der  Winkel  zweier  Kugeltangenten  in  demselben  Punkte 
ist  dem  Winkel  ihrer  stereographischen  Projectionen  gleich. 

16)  In  der  Projection  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  einem 
beliebigen  Punkte  des  Baumes  auf  eine  beliebige  Ebene  als  Bildebene 
projicieren  sich  alle  ebenen  Schnitte  derselben  als  Kegelschnitte, 
die  einen  festen.  Kegelschnitt  —  den  ümriss  der  Fläche  —  doppelt 
berühren  und  zwar  je  nach  einer  Sehne,  deren  Pol  in  Bezug  auf  sie 
die  Projection  des  Scheitels  desjenigen  Kegels  ist,  der  der  Fläche 
nach  dem  betreffenden  ebenen  Querschnitte  umgeschrieben  wird. 

Daraus  lassen  sich  zahlreiche  Constructionen  von  Kegelschnitten 
ans  Bedingungen  der  Doppelberührung  mit  gegebenen  ableiten. 
(Vergl.  §  32,  8  f.,  11.) 

17)  Wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  einander 
nach  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  sind^  so  schnei- 
den die  Tangentialebenen  der  einen  in  jedem  ihrer 
Kreispunkte  die  andere,  wenn  reell,  in  Kegelschnit- 
ten, die  je  den  betreffenden  Kreispunkt  zum  Brenn- 
punkte haben. 

18)  Eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  wird  von  den  Beruh- 
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ruDgaebenen  einer  ihr  eingeschriebenen  Kugel  nach  Kegelschnittlinien 
geschnitten,  die  den  Berührungspunkt  mit  jener  zum  Brennpunkte 
haben.  (Vergl.  §  9,  4.)  Kann  man  beide  Brennpunkte  eines  solchen 
Schnittes  in  der  Weise  der  angezogenen  Stelle  bestimmen? 

19)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  derselben  dritten 
nach  ebenen  Curven  umgeschrieben  sind,  so  schneiden  sie  sich  nach 
zwei  ebenen  Curven,  deren  Ebenen  mit  denen  der  Berührungscurven 
ein  Büschel  bilden ,  —  denn  jede'  durch  einen  Punkt  der  Durch- 
dringung und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  Berührungscurven 
gelegte  Ebene  schneidet  beide  Flächen  in  identischen  Kegelschnitten. 
(Vergl.  oben  6.) 

20)  Man  weise  in  den  betrachteten  Specialfällen  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  nach,  dass  vier  Kegel 
zweiten  Grades  durch  die  Curve  hindurchgehen.  (Vergl.  §  25.) 

21)  Man  construiere  die  Durchdringung  von  zwei  einfachen 
Hyperboloiden,  die  eine  Erzeugende  /  gemein  haben,  aus  dieser  und 
den  Erzeugenden  derselben  Schaar  /j,,  /ji  für  das  eine  und  /,2,  /^^ 
für  das  andere  —  mittelst  der  durch  /  gehenden  Ebenen  als  Ort 
der  Schnitte  der  Erzeugenden  gn  und  ^,2  in  denselben. 

22)  Wann  zerfällt  die  Eaumcurve  dritter  Ordnung,  in  welcher 
zwei  einfache  Hyperboloide  sich  schneiden,  die  eine  Erzeugende 
gemein  haben,  in  drei  gerade  Linien?  (Vergl.  38,  10.) 

23)  Welchen  Bedingungen  muss  die  Darstellung  von  zwei  ein- 
fachen Hyperboloiden  mit  einer  gemeinsamen  Erzeugenden  in  Cen- 
tralprojection  und  in  Parallelprojection  respective  genügen,  damit 
die  Durchdringung  eine  cubische  Ellipse  oder  Hyperbel  werde? 

24)  Man  verzeichne  zu  einem  gegebenen  einfachen  Hyperboloid 
ein  zweites,  welches  eine  Erzeugende  mit  ihm  gemein  hat  und  als 
Restdurchdringung  eine  cubische  Parabel  mit  ihm  hervorbringt. 

45.  Wenn  die  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Baumcurve  vierter 
Ordnung  iht  —  wir  setzen  voraus,  dass  sie  keinen  Doppel- 
punkt besitze,  also  dass  keine  Berührung  der  Flächen  statt* 
findet,  und  dass  auch  nicht  die  eine  der  beiden  Flächen  eine 
Kegelfläche  zweiten  Grades  ist,  deren  Doppelpunkt  in  der 
andern  liegt  (vergl.  §  25)  —  so  besitzt  sie  für  sich  wie 
für  ihre  developpable  Fläche  Symmetrie- Eigen- 
schaften, die  wir  auf  folgendem  Wege  erkennen. 

Wir  wissen,  dass  durch  centrische  Collineation  aus  der 
Kugel  alle  Nichtregelflächen  zweiten  Grades  und  ans  dem 
gleichseitigen  einfachen  Botationshyperboloid  das  allgemeine 
einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid  abge- 
leitet  werden   können,  und  dass  bei  diesem  Uebergange  alle 
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projecti vischen  Eigenschaften  ungestört  bleiben.  Wenn  wir 
also  die  leicht  erkennbaren  Symmetrien  entwickeln,  welche 
die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ordnung 
mit  einer  concentrischen  Kugel  besitzt,  so  gelangen  wir  durch 
den  Uebergang  zur  centrisch  collinearen  Figur  dieses  Systems 
zu  der  Erkenntniss  allgemeiner  Symmetrie-Eigenschaften  einer 
Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wenigstens  die  eine  eine  Michtregelfläche  ist.  Betrachten 
wir  dagegen  die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  mit  einem  concentrischen  einfachen  Rota- 
tationshyperboloid ,  dessen  Rotationsaxe  mit  einer  Axe  der 
ei-sten  Fläche  zusammenfällt,  so  erkennen  wir  daraus  Sym- 
nietriegesetze  einer  Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung,  von  denen  wenigstens  die  eine  eine  Begelfläche  ist. 
Die  Untersuchung  der  beiden  einfachen  —  offenbar  durch 
das  Vorhandensein  eines  beiden  Flächen  gemeinsamen  Qua- 
drupels harmonischer  Pole  in  den  Richtungen  der  drei  Axeii 
und  dem  Mittelpunkte  charakterisierten  —  Fälle  erfordert  aber 
wesentlich  die  gleichen  Mittel  und  giebt  die  gleichen  Resul- 
tate. Sei  die  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  so  gestellt, 
dass  ihre  Axen  den  Projectionsaxen  parallel  und  speciell  die 
Rotationsaxe  parallel  OZ  ist,  so  schneidet  eine  zur  Ebene 
XOY  parallele  Hilfsebene  die  eine  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitt mit  zu  OX^  OY  respective  parallelen  Axen  und  die 
andere'  Fläche  in  einem  concentrischen  Kreise.  Die  Schnitt- 
punkte beider  liegen  in  Paaren  auf  Parallelen  'lxxOX  und  0Y\ 
die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern 
Fläche  schneiden  sich  in  Paaren  in  den  respective  zu  YOZ, 
XOZ  parallel  liegenden  gemeinsamen  Hauptebenen.  Fügt 
man  aber  sodann  zu  dieser  Hilfsebene  eine  zweite  zw  XOY 
parallele;  welche  vom  gemeinsamen  Mittelpunkte  M  der  Flächen 
ebenso  weit  wie  die  vorige,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
absteht,  so  schneidet  dieselbe  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  dem  vorher  gebildeten  gleichen  Kegelschnitte 
und  die  andere  in  einem  dem  vorigen  gleichen  Kreise,  welche 
beide  ihre  ersten  Projectionen  mit  den  vorigen  zusammen- 
fallend haben  ;  für  ihre  Tangentialebenen  gelten  die  nämlichen 
Bemerkungen  wie  vorher.'  Zwei  solche  Hilfsebenen  liefern 
somit  acht  Punkte  1,  2,  ...  8  (Tafel  XII)  der  Durchdringungs- 
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curve^  welche  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  mit  seinen  Kan- 
ten den  Projectionsaxen  parallelen  Parallelepipedes  bilden^  also 
viermal  in  Paaren  je  auf  Geraden  parallel  den  Projectionsaxen 
und  respectiye  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  M  der 
Flächen  liegen.  Von  diesen  vier  Punkten  aus  wird  so- 
mit die  Durchdringungscurve  durch  Kegel  zweiten 
Grades  projiciert.    (Vergl.  §  25.) 

Die  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern  Fläche 
in  diesen  acht  Punkten  bilden  je  ein  Octaeder  ABCDEFy 
A^  By  C^  Z>,  E^  Fl ,  welches  seine  Ecken  paarweise  in  den  Axen 
und  seine  Kanten  zu  je  vier  in  den  gemeinsamen  Bauptebenen 
hat.  Die  Durchschnittslinien  entsprechender  Paare  ihrer  Flä- 
chen, welche  die  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in  den 
gewonnenen  Punkten  sind,  schneiden  sich  also  paarweise  ent* 
weder  in  einer  der  Hauptebenen  oder  sie  sind  parallel ,  d.  h. 
schneiden  sich  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Und  zwar  ist 
die  zu  äOV  parallele  Hauptebene  der  Ort  der  Schnittpunkte 
der  Tangentenpaare  in  Punkten,  welche  auf  Geraden  aus  der 
Richtung  von  OZ  liegen,  die  zu  FOZ  parallele  von  solchen, 
deren  Berührungspunkte  auf  Geraden  in  der  Richtung  von  OÄ^ 
die  zu  ZOä  parallele  von  solchen,  deren  Berührungspunkte 
auf  Geraden  von  der  Richtung  der  0  F,  die  unendlich  ferne  Ebene 
endlich  von  solchen,  deren  Berührungspunkte  auf  Geraden  aus 
M  gelegen  sind.  Die  developpable  Fläche  der  Durch- 
dringungscurve hat  also  in  den  Hauptebenen  und  der 
unendlich  fernen  Ebene  vier  ebene  Doppelcurven. 
In  der  Figur  der  Tafel  XH  sind  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
genten der  Durchdringungscurve  in  den  Punkten  1,  ...  8  ein- 
getragen und  bezeichnet. durch  T^^f  ^ay  ^56 >  T^^  (diese  liegen 
in  der  Ebene  ABEF  und  entsprechen  dem  doppelt  projicie- 
renden  Kegel  aus  dem  Scheitel  1^);  Tjj,  Jjöj  ^37»  ^48  (^^  ^®^ 
Ebene  CDEF^  dem  Kegel  aus^  entsprechend);  Tj^,  T^^y  T^^^ 
T^^  (in  AB  CD  für  den  Kegel  aus  ^);  T,^,  J^g,  ^35;  ^46  (»^^- 
endlich  fern,  dem  Kegel  aus  M  entsprechend).  Die  Curve  hat 
vier  reelle  Punkte  I,  .  .  IV  mit  der  Ebene  ABCD  und  vier 
reelle  Punkte  I*,  .  .  IV*  mit  der  Ebene  ABEF  gemein,  indes 
die  Punkte  derselben  in  den  Ebenen  der -beiden  andern  Dop 
pelcurven  nicht  reell  sind;  jene  sind  die  Punkte  der  acht  reellen 
stationären  Ebenen  der  Curve.  (Yergl.  §  25,9  und  Tafel  III.) 
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Die  Doppelcurven  gehen  von  da  nach  T^g,  Tg,,   7*23,  T^^  resp. 
in  ABCD  und  nach  ^50,  T^^,  ^34,  T^,  in  ABEF. 

Oder  die  Scheitel  der  doppelt  umgeschriebenen 
Kegel  der  Durchdringijingscurve  sind  die  Punkte 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  in 
beiden  Flächen;  die  Ebenen  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curven  der  Developpabeln  derselben 
sind  die  Ebenen  desselben  Quadrupels  und  zwar 
gehört  zu  jedem  Scheitel  die  Gegenfläche  des  Qua- 
drupels alsEbene  der  bezüglichen  Doppelcurve  und 
umgekehrt. 

Man  erhält  ganz  die  analogen  Resultate  für  zwei  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  concentrisch  sind, 
indem  man  Hilfsebenen  benutzt,  welche  zu  einer  der  Ebenen 
des  ihnen  gemeinsamen  Systems  conjugierter  Durchmesser 
(vergl.  §  42,  22)  parallel  und  symmetrisch  sind. 

Gehen  wir  sodann  von  dem  betrachteten  System  zu  einem 
mit  ihm  centrisch  collinearen  System  über,  so  haben  wir  in 
demselben  zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  dem 
gemeinsamen  Quadrupel  harmonischer  Pole  M^y  Ä^,  1^,,  Z^ 
—  für  Ji^i ,  F, ,  Z|  als  die  Bilder  der  Richtungen  der  Axen  des 
Originalsystems  —  und  ihre  Durchdringung,  mit  den  Schei- 
teln der  doppelt  projicierenden  Kegel  in  ifj,  JTj,  J^j,  Z^  und 
den  entsprechenden  Ebenen  der  Doppelcurven  der  Develop- 
pabeln JC^y^Zu  Y^Z^M^y  Z^M^Ä^,  M^X^Y^.  Im  Einzelnen* 
treten  an  Stelle  der  zu  XOY  parallelen  und  zum  Gentrum  M 
symmetrischen  Uilfsebenen  Ebenenpaare  des  Büschels  aus  X^  Y^ , 
welche  zu  den  Ebenen  X^  Y^  Z,  und  X^  Y^  M^  harmonisch  con- 
jugiert  sind;  die  zweimal  vier  Schnittpunkte  in  denselben  liegen 
in  Paaren  je  viermal  auf  einerlei  Erzeugenden  der  Kegel  von 
den  Scheiteln  ^, ,  J^,,  Z^  und  JSf,  und  die  zugehörigen  Tan- 
genten der  Durchdringungscurve  schneiden  sich  in  entsprech- 
enden Paaren  je  viermal  in  Punkten  der  Ebenen  F,  Z^  M^ , 
X^Z^M^,  X^Y^M^  und  X^YyZ^-,  etc. 

Man  zeigt  mit  Leichtigkeit,  dass  jede  Gerade,  welche 
von  einem  Pol  mit  einerlei  Polarebene  in  beiden  Flächen  nach 
einem  Punkte  ihrer  Schnittci^rve  geht,  noch  einen  zweiten 
Punkt  derselben  enthalten  muss  und  dass  die  entsprechenden 
Tangenten    derselben  sich  in   einem  Punkte  jener  Polarebene, 

23* 
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die  zugehörigen  Schmiegungsebeueu  sieb  also  in  einer  Geraden 
derselben  schneiden,  (lo.) 

Man  kann  auch  wie  im  §  25  von  der  Verbindungslinie 
der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Bildes  der  Durchdringungs- 
curve  ausgeheu,  die  man  auch  hier  aus  den  gleichen  Gründen 
wie  a.  a.  0.  als  das  Bild  der  Durchschnittslinie  der  Polar- 
ebenen des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen 
zweiten  Grades  erhält.  Sie  wird  also  nur  dann  unbestimmt, 
oder  jede  Gerade  der  Tafel  ist  Yerbindunglinie  zweier  Doppel- 
punkte des  Bildes  der  Durchdringung  d.  h.  dieses  Bild  ist  ein 
Kegelschnitt,  wenn  die  beiden  Polarebenen  des  Projections- 
centrums in  den  sich  durchdringenden  Flächen  zusammen- 
fallen. Es  ist  nicht  schwer,  die  Disposition  der  Bestimmungs- 
elemente so  zu  machen;  dass  diess  eintritt.   (§  41.) 

In  Allem:  Die  Durchdringungungscurve  ?on  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  ist  identisch  mit  der  Durch - 
dringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiter  Ordnung; 
es  lassen  sich  höchstens  vier  solche  Kegel  durch 
diese  Durchdringungscurve  legen.    (Vergl.  §  25.) 

Die  Bequemlichkeit  und  insbesondere  die  Genauigkeit  ihrer 
Construction  hängen  von  der  Kenntniss  des  gemeinsamen  Qua- 
drupels beider  Flächen  ab.  Ist  dasselbe  bekannt,  so  genügt  ein 
Punkt  der  Durchdringungscurve  und  seine  Tangente  zur  voll- 
ständigen Construction  derselben,  weil  sie  durch  ihre  Projectionen 
•die  Spuren  der  doppelt-projicierenden  Kegel  aus  den  Quadrupel- 
ecken auf  die  Gegenflächen  bestimmen.  (Vergl.  I,  §  32,  lif.) 
Zu  seiner  Bestimmung  führt  z.  B.  die  folgende  Betrachtung,  die 
natürliche  Verallgemeinerung  der  Construction  des  §  42,  spec.  23. 

Man  habe  drei  Strahlen  ^,*,  ff^*}  ^z*  ^^^  einem  Punkte, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder  in  einer  Ebene,  die  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen,  und  betrachte  sie  als  Punktreihen 
resp.  als  Ebenenbüschel.  Jedem  Punkte  entspricht  ein  Paar 
von  Polarebenen  in  beiden  Flachen,  und  somit  eine  Gerade  als 
ihm  gemeinschaftlich  conjugiert;  den  Punkten  einer  Reihe  ffi* 
entsprechen  die  Schnittlinien  der  entsprechenden  Ebenen  zweier 
projectivischen  Büschel  der  Polarebenen,  deren  Scheitelkanten 
die  conjugierten  Geraden  ffm  ffa  der  Reihen  in  beiden  Flächen 
sind,  also  die  Erzeugenden  /,•  eines  einfachen  Hyperboloids;  so 
entsprechen  den  drei  Reihen  ^,*,  ^2*9  ^3*  ^^^  Regeischaaren  / 
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der  einfachen  Hyperboloide  G, ,  Gj ,  G3  •  Weil  aber  die  ^<*  einen 
Punkt  gemein  haben,  so  enthalten  alle  diese  Hyperboloide  die 
doppelt  conjugierte  Gerade  /  dieses  Punktes  und  schneiden 
sich  somit  in  drei  Raumcurven  dritter  Ordnung,  die  einander 
in  den  gemeinsamen  Punkten  aller  drei  Hyperboloide  begegnen 
niUssen.  Ist  AT  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  derselben,  so  gehen 
durch  M  drei  Gerade  der  Kegelschaaren  /  und  durch  diese  wird 
ihm  in  g^y  ^2*  ^s*  J®  ®^^  ^^^  ihrem  Schnittpunkte  verschie- 
dener Punkt  als  gemeinsam  conjugiert  zugeordnet,  so  dass  ihm 
in  beiden  Flächen  dieselbe  Polarebeue,  die  Ebene  dieser  drei 
Punkte,  entspricht.  Nach  dem  Vorigen  kann  die  Zahl  solcher 
Punkte  nur  vier  sein,  und  sie  bilden  das  gesuchte  Quadrupel. 
(Vergl.  auch  Theil  III.)  Ihre  Realität  wird  aus  der  Anschauung 
des  'durch  die  Curve  gehenden  Büschels  von  Flächen  zweiten 
Grades  erkannt.  (4,  7,  28.) 

Nach  §  44,  21  würde  die  Construction  dieser  Punkte  so- 
mit in  folgender  Weise  geschehen.  Ist  0  der  gemeinsame 
Punkt  von  g^^  g^^  g^  im  Büschel  und  lo  die  ihm  entspre- 
chende gemeinschaftlich. conjugierte,  so  w^hle  man  auf  g* 
zwei  Punkte  1,  2  beliebig  und  construiere  die  gemeinsam  con- 
jugierten  /|,^  /^i  in  der  Begelschaar  Ri\  ebenso  zwei  Punkte 
1,  2  auf  g^  und  construiere  /,2i  l^  in  Rn\  endlich  zu  den 
Punkten  1,  2  in  g^  die  /j,,  l^^  in  ^///.  Nun  drehe  man  um 
lo  eine  Ebene,  bestimme  in  jeder  ihrer  Lagen  E/  ihre  Schnitt- 
punkte mit  /||,  /2t  und  deren  Verbindungsgerade  ^,1,  ebenso 
ihre  Schnittpunkte  mit  Z],,  /22  und  deren  Verbindungslinie  gity 
endlich  ihre  Schnittpunkte  mit  /,3,  l^^  und  die  Verbindungs- 
linie ^o  derselben.  Die  Punkte  giu  ga]  ga,  ga]  gm,  gn  ge- 
hören den  drei  Raumcurven  dritter  Ordnung  C^,  ^, ,  C2  au, 
deren  Schnittpunkte  die  Punkte  des  Quadrupels  sind.  Man  ver- 
folgt zwei  derselben  z.  B.  die  beiden  ersten ;  tritt  für  zwei  be- 
nachbarte Ebenen  E^,  Ei^  ein  Ordnungswechsel  der  zugehörigen 
Punkte  ein,  so  liegt  in  einer  Ebene  zwischen  denselben  ein 
Punkt  des  Quadrupels.  Man  construiert  daher  beide  Curven  nur 
in  der  Nachbarschaft  ihrer  Schnittpunkte. 

Die  dualistische  Construction  von  drei  Ebenenbüschelu  aus, 
deren  Scheitelkanten  in  einer  Ebene  liegen  ohne  durch  einen 
Punkt  zu  gehen,  liefert  direct  die  Flächen  desselben. 

1)  Man  zeichne  in  Tafel  XII  die  Spuren  der  doppelt  projicie- 
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renden  Kegel  der  Durchdringungscurve  aus  X^ ,  Y^y  Z^  in  den 
Ebenen  yz^  zx^  xy  respective  ein. 

2)  Man  construiere  die  Durchdringung  eines  Cjlinders  vom 
zweiten  Orade  mit  einer  durch  den  zu  ihm  parallelen  Durchmesser 
und  den  zu  diesem  conjugierten  Diametralschnitt  bestimmten  Fläche 
zweiten  Grades,  wenn  der  Querschnitt  des  Cjlinders  mit  der  letzten 
Diametralebene  gegeben  ist.  (Für  die  Construction  der  fehlenden 
Ecken  des  Quadrupels  siehe  16)  f.  unten.)  Insbesondere  für  das 
elliptische  Paraboloid  und  einen  coaxialen  Botati onscjlinder  —  wo 
die   eine   Projection   der  Curve  in  Lemniecatenform  erscheint. 

3)  Nach  den  Entwickelungen  des  Textes  und  mit  Bezug  auf 
§§  22  f.  hat  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  im  Allgemeinen  die  Charactere  »»  =  4,  y  =  8,  r  =  8 
(§  23,  14)  und  muss  also  nach  den  Anmerk.  der  §§  22  und  23 
auch  deshalb  wesentlich  identisch  sein  mit  der  dort  studierten  Durch- 
dringungscurve von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades. 

4)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  bestimmt  mit  jedem  Punkte  P  des  Baumes 
eine  Fläche  zweiter  Ordn.ung,  welche  sie  ganz  enthält, 
penn  alle  die  Kegelschnitte  der  besagten  Fläche  mit  den  Ebenen 
des  Bündels  aus  P  sind  linear  bestimmt^  nämlich  durch  P  und  die 
vier  Punkte  der  Durchdringungscurve  in  der  betrachteten  Ebene. 
Durch  eine  solche  Curve  gehen  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung,  deren  Gesammtheit  als  ein  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung  bezeichnet  wird.  In  diesem  Büschel  bilden  die  doppelt 
projicierenden  Kegel  der  Curve  die  Uebergangsformen  zwischen  ein- 
fachen und  zweifachen  Hyperboloiden  analog  wie  in  §  32.  (Vergl. 
Tafel  XII,  von  dem  Kegel  aus  M  aus.)  Sind  nur  zwei  von  ihnen 
reell,  so  finden  die  Uebergänge  statt  von  zweifachen  Hyperboloiden 
durch  den  einen  Kegel  zu  einfachen  und  von  diesen  durch  den 
zweiten  Kegel  zu  den  zweifachen  zurück.  Sind  alle  vier  Kegel  reell, 
so  haben  wir  zwei  Serien  einfacher  Hyperboloide  H|,,  H^  und 
ebenso  zwei  Serien  zweifacher  H^i ,  H22;  und  wenn  der  erste  Kegel 
den  Uebergang  bildet  von  H||  zu  Hj^ ,  der  zweite  von  Hji  zu  H,2, 
so  giebt  der  dritte  den  von  H,2  zu  H22  und  der  vierte  den  von 
H22  zu  H|,  zurück.  Die  Paraboloide  (13)  machen,  wenn  elliptisch, 
den  Uebergang  von  zweifachen  Hyperboloiden  zu  Ellipsoiden  und 
von  diesen  zu  jenen;  wenn  hyperbolisch  aber  den  Uebergang  von 
einfachen  wieder  zu  einfachen  Hyperboloiden  von  anderer  Lage. 

5)  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren,  oder 
wenn  die  eine  ein  Kegel  ist,  dessen  Spitze  auf  der  andern  liegt,  so 
ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  und  ein  Punkt 
der  Doppelcurve  ihrer  Developpabeln.  Die  Charaktere  der  Durch- 
dringung sind  die  in  §  24^  14  unter  a)  gegebenen.  Unter  den  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  die  Punkte  des  Baumes  mit  dieser  Curve 
bestimmen,  sind  drei  Kegel  zweiten  Grades.    (Vergl.  §§  20,  25.) 
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Die  gemeinsame  Berübrungsebene  aller  dieser  Flächen  im  Doppel- 
punkt schneidet  dieselben  in  Paaren  erzeugender  Geraden,  welche 
eine  Involution  bilden,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  der 
Curve  im  Doppelpunkte  sind. 

6)  Eine  Fläche  zweiten  Grades  und  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Spitze  in  jener  liegt  ui^  der  von  der  entsprechenden  Tan- 
gentialebene der  Fläche  zugleich  berührt  wird,  schneiden  einander 
in  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung,  die  einen  Bückkehrpunkt  in 
jenem  Punkte  hat.  Ihre  Charaktere  sind  die  unter  c)  am  vorher 
angeführten  Orte  angegebenen.  (Vergl.  20.) 

Die  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  bestimmt 
mit  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Die 
ihnen  allen  gemeinsame  Berührungsebene  im  Bückkehrpunkt  M* 
(vergl.  Fig.  53)  schneidet  diese  Flächen  in  Paaren  von  geraden 
Erzeugenden,  die  mit  den  Berührungserzeugenden  der  Kegel  MS^ 
und  M*S{*  harmonische  Gruppen  bilden,  so  dass  diese  die  Dop- 
pelstrahlen der  Involution  von  jenen  sind.  Die  stationäre  Ebene 
schneidet  sie  in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten,  die  sich  im  ent- 
bprechenden  Punkte  vierpunktig  osculieren. 

7)  Eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  sie  zweimal 
schneidende  Gerade  bestimmen  mit  jedem  Punkte  des  Baumea  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  beide  ganz  enthält.  Zwei  Flächen 
dieses  Büschels  sind  Kegelflächen,  alle  übrigen  Begelflächen  zweiten 
Grades.  (Vergl.  §  21.)  Wie  modificiert  sich  diess  für  den  Fall,  wo 
die  Gerade  die  Baumcurve  berührt? 

8)  Das  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  Grund- 
curve  aus  zwei  Kegelschnitten,  welche  sich  in  zwei  reellen  oder 
nicht  reellen  Punkten  schneiden,  oder  welche  sich  in  einem  Punkte 
berühren^  haben  wir  in  §  32  in  der  Specialform  des  Büschels 
der  parallelaxigen  gleichseitigen  Botationshyperboloide  eingehend 
untersucht  und  weiterhin  auf  die  entsprechende  projectivisch  allge- 
meine Form  hingewiesen.  Wir  haben  eben  dort  auch  die  Möglich- 
keit^ weiterer  Specialisierung  der  Grundcurve  schon  gesehen:  Ein 
doppelt  zählender  Kegelschnitt  —  wenn  die  Hyperboloide  einerlei 
Axe  und  Mittelpunkt  haben  —  wird  ein  Kegelschnitt  und  ein 
Paar  von  geraden  Linien,  die  einander  schneiden  und  deren  jede 
auch  jenen  einmal  trifft  —  im  Falle  der  einander  berührenden  Hy- 
perboloide; dieser  Fall  mit  der  weiteren  Specialität,  wo  der  Kegel- 
schnitt durch  den  Schnitt  des  Linienpaares  geht  und  von  der  Ebene 
desselben  berührt  wird. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  sich  daran  die  Fälle  der  Grundcnrve 
als  windschiefes  Vierseit  mit  seinen  beiden  Specialformen  schliessen, 
der  ersten,  wo  ein  Paar  seiner  Gegenseiten  unendlich  nahe  zusammen- 
gerückt ist  —  also  eine  doppelt  zählende  Gerade  d.  h.  ein  wind- 
schiefes Flächenelement  (vergl.  §  64)  und  zwei  sie  schneidende  zu 
einander  windschiefe  Gerade ;  und  der  zweiten,  wo  jenes  bei  beiden 
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Paaren  der  Gegenseiten  des  windschiefen  Viersei ts  eingetreten  ist 
oder  die  Grundcurve  aus  zwei  sich  schneidenden  doppelt  zählenden 
Geraden  besteht.  Bei  noch  weiterer  Specialisierung  erhält  man 
Büschel  ohne  allgemeine  Flächen  zweiten  Grades,  also  von  Kegeln 
mit  einerlei  Mittelpunkt,  etc. 

9)  Von  einem  Punkte  P  des  ßaumes  aus  gehen  zwei  Gerade, 
welche  die  Durchdringungscurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  je 
zweimal  schneiden  —  nämlich  die  beiden  Erzeugenden  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  P,  welche  von  der  Durchdringungscurve  be- 
stimmt ist.  Also  ist  Ä  =  2.  (Vergl.  §  23,*14;  §  22,  c.)  Man  sieht 
aber,  dass  die  Doppelpunkte  des  Bildes  (*iner  solchen  Carve  auch 
nicht  reell  sein  können,  und  ferner,  dass  nicht  einer  von  ihnen 
allein  reell  sein  kann;  sie  sind  reell,  wenn  die  durch  das  Projec* 
tionscentrum  nach  der  Curve  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  eine 
R^gelfläche  ist.- (Vergl.  Fig.  47,  48  und  Tafel  III.)  Wann  fallen  sie 
zusammen?  Die  nähere  Erörterung  für  die  zwölf  besonderen  Fälle, 
die  in  den  Beisp.  5 — 8  aufgezählt  sind,  ist  zu  empfehlen. 

10)  Die  Polarebenen  von  P  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  /?,  welche  mit  P  eine  Ebene  be- 
stimmt, die  die  Durchdringungscurve  derselben  in  vier  Punkten 
so  durchschneidet,  dass  dieselben  zweimal  in  Paaren  auf  Geraden 
aus  P  liegen.  (Vergl.  §  26.)  Die  Spur  von  Pp  ist  die  Verbind- 
ungsgerade der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Curvenbildes  auch 
im  Falle  ihrer  Isoliertheit. 

11)  Die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  eines  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung 
bilden  ein  Ebenenbüschel,  d.  h.  sie  schneiden  sich  in 
einer  Geraden  p, 

12)  Die  Polarlinien  einer  Geraden  P1P2  in  Bezog 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bilden 
die  eine  Regelschaar  eines  einfachen  Hyperboloides  — 
denn  sie  liegen  in  den  entsprechenden  Paaren  der  Ebenen  der  zwei 
projectivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  Pj  und  P2 
(nach  11),  der  Polarlinien  von  P^  und  P^* 

13)  Die  Pole  einer  Ebene  P^P^P^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bilden  eine 
Baum  curve  dritter  Ordnung  C^  —  denn  sie  liegen  in  den 
Temen  der  entsprechenden  Ebenen  von  drei  projectivischen  Ebenen- 
büscheln von  den  Scheitelkanten  P|,  Pj»  ^37  ^^^^  ^i^  bilden  die 
Durchdringungscurve  von  zwei  einfachen  Hyperboloiden  mit  einer 
gemeinsamen  Erzeugenden,  z.  B.  p^y  wenn  die  von  den  Büscheln 
um  p,,  P2;  /?2»  -P3  erzeugten  gewählt  sind.   (Vergl.  §  44.) 

Die  Durchschnittspunkte  der  Ebene  Py  P.^  P,^  mit  der  zugehörigen 
Curve  C.^  der  Pole  sind  die  Berührungspunkte  derselben  mit  Flächen 
des  Büschels ;  nach  dem  Vorigen  werden  sie  auch  erhalten  als 
Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  des  Vierecks,  welches  die  vier 


Das  gemeiiiBame  Quadrupel  der  Flächen  des  Büschels.  45.      361 

Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der  Durchdringungecurve  der  Flächen 
zu  Ecken  hat.  Nach  der  ersten  Construction  ist  entweder  nur  einer 
von  ihnen  reell  oder  es  sind  alle  drei  reell.  Wir  sagen,  dass  in  einem 
Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  drei  Flächen 
existieren,  die  eine  gegebene  Ebene  berühren.  Dass  zwei  von  ihnen 
eine  gegebene  Gerade  berühren  ist  nach  I,  §  25^  4  offenbar. 

Insbesondere  bilden  die  Mittelpunkte  der  Flächen  des 
Büschels,  als  Pole  der  unendlich  fernen  Ebene  in  ihnen,  eine 
Curve  dritter  Ordnung  (vergl.  14)  und  es  giebt  im  Allgemeinen 
drei  Flächen  im  Büschel ,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  einer  gege- 
benen Ebene  haben;  ebenso  drei  Paraboloide. 

14)  Man  zeige^  wie  die  Polcurve  dritter  Ordnung  zerföllt,  wenn 
die  Polarebene  durch  eine  Ecke  des  Quadrupels  geht^  und  wie  beim 
Durchgange  durch  zwei  Ecken  derselben.  Wir  haben  in  §  32  den 
Mittelpunktsort  der  Flächen  des  Büschels  als  eine  gerade  Linie 
kennen  gelernt,  in  dem  Falle,  wo  die  unendlich  ferne  Ebene  zwei 
Ecken  des  gemeinsaifien  Quadrupels  enthält. 

15)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  drei  bekannt  sind, 
so  findet  man  den  vierten  als  den  gemeinsamen  Pol  ihrer  Ebene  in 
beiden  Flächen. 

1 6)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  zwei  bekannt  sind, 
so  liegen  die  beiden  andern  in  der  Polare  ihrer  Verbindungslinie 
für  beide  Flächen  und  sind  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen 
harmonischer  Pole,  welche  die  Flächen  in  dieser  Geraden  bestim- 
men. Sie  sind  also  entweder  beide  reell  oder  beide  nicht  reelle 
wie  in  §  25.  Im  letzten  Falle  zeigen  die  Bilder  der  Curve  nur  zwei 
Paare  von  Doppeltangenten  wie  in  §  26. 

17)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  einer 
bekannt  ist^  so  liegen  die  drei  andern  in  der  gemeinschaftlichen 
Polarebene  desselben  in  beiden  Flächen  und  bilden  das  gemeinsame 
Tripel  harmonischer  Pole  (I,  §  32)  für  die  beiden  Kegelschnitte, 
welche  diese  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hat. 

18)  Man  erläutere  die  Methode  der  Construction  der  Axen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  §  42  als  einen  Specialfall  der  vorigen 
allgemeinen  Construction.  (Vergl.  §  40,  13.) 

Die  Construction  geht  dort  in  der  unendlich  fernen  Ebene  als 
in  der  Polarebene  des  Centrums  vor  sich  und  wird  an  dem  aus 
diesem  beschriebenen  Bündel  über  ihr  ausgeführt.  Wir  wissen  (Art. 
42,  11),  dass  es  sich  darum  handelt,  für  den  unendlich  fernen 
Querschnitt  der  Fläche  und  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
(als  Querschnitt  der  concentrischen  Kugel)  das  gemeinsame  Tripel 
harmonischer  Pole  und  Polaren  zu  construieren ;  und  offenbar  ist  die 
entwickelte  Construction  folgendermassen  anders  ausdrückbar :  Wir 
denken  die  beiden  Kegelschnitte  oder,  da  die  Construction  von  ihrer 
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Realität  nicht  abhängen  darf,  die  beiden  ebenen  Polarsysteme  gege- 
ben, welche  sie  bestimmen,  d.  i.  zu  denen  sie  als  Directrixcanren  ge-  ^ 
hören;  wir  lassen  einen  Punkt  eine  gerade  Reihe  g  durchlaufen  und 
bestimmen  als  Schnittort  der  entsprechenden  Strahlen  ihrer  Polaren- 
büschel die  Kegelschnittbahn  G  des  in  beiden  Systemen  zugleich  zu 
ihm  conjugierten  Punktes ;  wir  thun  dasselbe  fdr  eine  zweite  gerade 
Reihe  h  mit  dem  Kegelschnitte  H. 

Dann  bilden  die  drei  Punkte,  welche  G  und  H  ausser  dem  dem 
Punkte  (^,  K)  doppelt  conjugierten  mit  einander  gemein  haben,  das 
gemeinsame  Tripel  der  harmonischen  Pole.  Ihre  Verbindungslinien, 
das  gemeinsame  Tripel  der  harmonischen  Polaren,  können  direct  durch 
die  entsprechende  Construction  gefunden  werden,  wo  man  zu  den 
Strahlen  zweier  Büschel  die  Kegelschnittenveloppen  der  ihnen  ge- 
meinsam conjugierten  Strahlen  ermittelt  und  die  drei  gemeinsamen 
Taugenten  derselben  aufsucht,  welche  sie  ausser  der  dem  Scheitel- 
strahl der  Büschel  doppelt  conjugierten  Geraden  besitzen. 

19)  Man  construiert  das  gemeinsame  Quadrupel  har- 
monischer Pole  für  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  auch, 
indem  man  für  zwei  willkürlich  gewählte  Ebenen  —  die  eine  kann 
als  die  unendlich  ferne  Ebene  gedacht  werden  —  die  cubischen 
Raumcurven  ihrer  Pole  (13)  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels 
bestimmt;  da  dieselben  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  welches  nach 
(12)  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  entspricht,  so  schneiden 
sie  einander  im  Allgemeinen,  und  die  Schnittpunkte  derselben  sind  die 
Punkte  des  gemeinsamen  Quadrupels.  Man  beweist  auch  leicht  direct, 
dass  solche  zwei  cubische  Raumcurven  nur  vier  Punkte  gemein  haben 
können.  Die  cubische  Raumcurve,  welche  der  unendlich  fernen  Ebene 
entspricht,  ist  die  Ortacurve  der  Contra  der  Flächen  des 
Büschels,  in  welcher  die  Punkte  des  Quadrupels  als  Centra  der 
durch  die  Curve  gehenden  Kegelfiächen  zweiten  Grades  liegen  müssen. 
Man  bedarf  zur  Construction  ausser  den  beiden  gegebenen  noch  vier 
Flächen  des  Büschels,  die  man  durch  drei  unendlich  ferne  Punkte 
und  einen  Punkt  im  endlichen  Räume  gehen  lässt,  welche  dann 
zugleich  als  Bestimmungspunkte  der  beiden  Ebenen  dienen  werden. 

20)  Wenn  die  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  auf 
Curven  in  einer  Ebene  reducieren  —  durch  Reduction  der  Längen 
der  zu  dieser  Ebene  conjugierten  Durchmesser  auf  Null  —  so  er- 
giebt  sich  aus  der  vorigen  Construction  diejenige,  welche  zur  Be- 
stimmung des  gemeinsamen  Tripels  harmonischer  Pole  der  zwei 
Kegelschnitte  dient. 

21)  Wie  liegt  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer  Pole 
in  den  besonderen  Fällen  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  unter 
5)  und  mit  Rückkehrpunkt  unter  6)?  (Vergl.  §  23.)  Wie  in  den 
übrigen  besonderen  Fällen  der  Form  der  Grundcurve  des  Büschels? 

22)  Ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Ebene 
in  einem  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung  geschnitten,  d.  h.  in  einem 
Büschel  von  Kegelschnitten ;  welche  durch  dieselben  vier  Punkte 
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geben ;  im  Allgemeinen  sind  diese  Punkte  von  einander  verschieden, 
aber  sie  können  in  Paaren  reell  oder  imaginär  sein. 

23)  Enthielt  die  Ebene  eine  Tangente  der  Curve  vierter  Ord- 
nung, welche  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsam  ist,  so  wird 
das  Büschel  von  solchen  Kegelschnitten  gebildet,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren  und  in  zwei  andern  Punkten,  welche  reell  oder 
imaginär  sind,  schneiden. 

24)  Enthält  die  Schnittebene  zwei  Tangenten  der  Curve  vierter 
Ordnung  oder  gehört  sie  als  Tangentialebene  zu  einem  ihrer  dop- 
peltprojicierenden  Kegel,  so  besteht  das  Büschel  aus  Kegelschnitten, 
die  einander  in  zwei  festen  Punkten  berühren.  Der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  liegt  in  der  Doppelcurve  der  Developpabeln,  d.  h.  in 
einer  der  Ebenen  des  Quadrupels. 

25)  Ist  die  Schnittebene  eine  Schmiegungsebene  der  Baumcurve 
vierter  Ordnung,  so  haben  die  Kegelschnitte  des  in  ihr  liegenden 
Büschels  im  entsprechenden  Punkte  der  Curve  eine  Osculation  und 
schneiden  sich  überdiess  in  einem  andern*  festen  Punkte. 

26)  Die  stationären  Ebenen  der  Baumcurve  vierter  Ordnung 
schneiden  das  zugehörige  Flächenbüschel  in  Kegelschnitten,  die  im 
entsprechenden  Punkte  derselben  eine  vierpunktige  Osculation  haben, 
Nach  24)  können  solche  Punkte  nur  in  den  Quadrupel  flächen  liegen, 
sind  also  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  diesen,  (a  =  16.)  Man 
sieht,  es  sind  in  22)  f.  die  Arten  der  Kegelschnittbüschel  erhalten, 
die  in  I,  Tafel  I,  II,  p.  XXI  f.  und  p.  124,  172,  etc.  dargestellt 
und  besprochen  wurden. 

27)  Man  weise  die  vorhergehenden  Arten  der  Kegelschnitt- 
büschel als  Schnitte  des  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung,  welches 
durch  die  Curve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  bestimmt  ist, 
mit  Ebenen  nach,  die  die  eine  der  Spitzen  oder  beide  Spitzen  der 
erzeugenden  Kegel  enthalten. 

28)  Man  erläutere  die  stationäre  Berührung  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  Gnind  des  Vorigen  in  der  Art,  dass  man  die 
eine  von  ihnen  und  den  stationären  Punkt  in  derselben  als  gegeben 
voraussetzt  und  die  Bestimmungselemente   der  zweiten  bezeichnet. 

29)  Wenn  das  Flächenbüsohel  wie  im  §  32,  1  nur  einfache 
Hyperboloide  enthält,  so  ist  das  Quadrupel  desselben  nicht  reell. 
Das  Bild  der  Curve  hat  stets  zwei  Knoten,  aber  keine  reellen  Dop- 
peltangenten. Die  Specialitäten,  welche  aus  dem  Eintritt  des  Cen- 
trums in  den  Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Kegels  oder  in 
die  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  entspringen  (§  26),  können 
nicht  eintreten. 

30)  In  der  Projection  der  Fläche  aus  einem  ihrer  Punkte  er- 
scheinen ihre  ebenen  Querschnitte  als  die  Kegelschnitte  durch  die 
Durchstosspunkte  seiner  Erzeugenden  oder  mit  gegebener  elliptischer 
Involution  in  der  Spur  der  Tangentialebene.  Die  Fläche  ist  bestimmt 
durch  diese,  den  Spur-  und  resp.  Fluchtkegelschnitt  S,  Q',  die  selbst 
zu  jenen  gehören.    Wird  für  das  zweifache  Hyperboloid  insbeson- 
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dere  das  Centrunfi  als  ein  Kreispunkt  der  Fläche  und  die  Tafel  als 
parallel  zur  zugehörigen  Tangentialebene  gewählt,  so  werden  8 ,  Q' 
concentrische  Kreise  aus  dem  Bilde  M'  des  Mittelpunktes  der  Fläche. 
Jeder  ebene  Schnitt  erscheint  als  Kreis,  mit  dem  Bilde  des  Poles 
als  Centrum ;  den  Punkten  der  Tafel  oder  den  Ebenen  durch  ihren 
Pol  entsprechen  die  Orthogonalkreise  von  8,  den  unendlich  fernen 
d.  h.  den  Schnitten  durch  M  die  von  Q'.  Eine  Gerade  SQ'  be- 
stimmt also  ein  Büschel  von  Kreisen  (aus  den  Orthogonalkreisen 
zu  8,  Q'  um  S,  resp.  Q*]^  dessen  Nullkreise  ihre  Schnitte  mit  der 
Fläche  darstellen.  Die  Bilder  der  Schnitte  mit  den  Ebenen  eines 
Bündels  gehören  zu  dem  Netze  mit  dem  Bilde  des  Schnittes  der 
Polarebene  als  Orthogonalkreis;  für  einen  Punkt  der  Fläche  ist  es 
bpeciell  ein  konisches  (vergl.  §  34). 

46.  Der  vorige  Art.  hat  uns  von  der  Durchdringungscurve 
zweier  Flächen  zweiten  Grades  zu  der  einfach  unendlichen 
Gesammtheit  von  Flächen  zweiten  Grades  geführt,  welche 
durch  dieselbe  gehen  und  zu  denen  als  die  einzigen  singulären 
unter  ihnen  die  vier  Kegel  zweiten  Grades  gehören,  die  die 
Curve  doppelt  projicieren.  Die  Betrachtung  der  Curve  als  ihrer 
Durchdringung  hat  uns  schon  in  §25  f.  die  vier  Paarevou 
Doppeltangenten  ihres  Bildes  als  die  Sparen  der  von  ihm 
ausgehenden  Paare  der  Tangentialebenen  dieser  Kegel  kennen 
gelehrt.  Und  dass  durch  das  Projectionscentrum  selbst  eine 
Fläche  des  Büschels  geht,  deren  zwei  dasselbe  enthaltende  Ge- 
rade die  Curve  daher  je  zweimal  schneiden,  erkannten  wir  soeben 
wieder  als  die  Ursache  der  Existenz  von  zweiDoppelpunkten 
im  Bilde  der  Durchdringung.  Jene  Ebenenpaare  sind  die  vier 
Paare  doppelt  berührender  Ebenen  und  diese  Geraden  die  zwei 
Doppelerzeugenden  vom  projicierenden  Kegel  der  Durchdring- 
ungscurve,  welche  in  jedem  ihrer  Bilder  d.  h.  in  jedem  ebenen 
Querschnitte  dieses  Kegels  die  bezeichneten  Singularitäten  her- 
vorrufen. In  §  26  haben  wir  gesehen,  dass  die  speciellen 
Formen  dieses  projicierenden  Kegels  sich  für  Lagen  des  Cen- 
trums ergeben,  welche  zur  Curve  selbst  in  speciellen  Bezieh- 
ungen sind,  nämlich  in  ihrer  Tangentenfläche  oder  auf  dem 
Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Kegels,  etc.  Wir  wollen  nun 
zeigen,  wie  die  allgemeine  Theorie  unseres  projicie- 
renden Kegels  aus  der  Beziehung  desProjectionscen- 
trums  auf  die  durch  das  Flächenbüschel  im  Räume 
hervorgerufenen  projectivischen  Gebilde  hervorgeht. 

Sei  C  das  Projectionscentrum,  F  eine  beliebige  und  F«  ins* 


Das  UrnnsB-System  und  die  zugehörigen  Kegel.  46.  365 

besondere  die  durch  C  gehende  Fläche  des  Büschels  von  Flächen 
zweiten  Grades ,  die  letztere  mit  den  von  C  ausgebenden  ge- 
raden Erzeugenden  d^  und  ä^y  den  Doppelkanten  des  projicie- 
renden  Kegels  der  Durchdringungscurve  R,  Vom  Centrum  C 
geht  an  die  Fläche  F  ein  Beruhrungs-  oder  Umrisskegel  K, 
der  sie  in  ihrem  Querschnitte  mit  der  Polarebeue  F  von  C  in 
Bezug  auf  F  berührt^  und  von  dessen  Tangentialebenen  daher 
vier,  den  Schnittpunkten  der  Curve  B  mit  diesem  Querschnitte 
entsprechen  dy  auch  Berührungsebenen  der  Curve  B  und  ihres 
projicierendeu  Kegels  sind.  Die  einfach  uneudlich  vielen  Dm- 
risskegel  zweiten  Grades  K  berühren  also  den  projicierendeu 
Kegel  von  B  je  in  vier  Mantellinien,  ihre  Spuren  in  einer 
Bildebene  daher  das  bezügliche  Bild  B'  von  B  in  vier  Punkten. 
Es  ist  evident;  dass  die  vier  vorher  erwähnten  Paare  der  Dop- 
peltangenten von  B'  die  aus  den  Umrissen  der  Kegel  im 
Flächenbüschel  entspringenden  degenerierten  in  dem  System 
dieser  vierfach  berührenden  Umrisskegelschnitte 
sind.  Für  die  Fläche  F«  des  Büschels  ist  die  Ebene  d^d^  die 
Umrissebene,  und  ihr  Durchschnitt  mit  irgend  einer  der  Ebenen 
P  ist  die  zu  C  conjugierte  Gerade  c  (§  45);  der  Kegelschnitt,  in 
welchem  F«  von  F  geschnitten  wird,  enthält  stets  die  Schnitt- 
punkte von  F  mit  d^^  ^2  ^^^  ^^^  ^  diesen  die  Spuren  der 
zugehörigen  Tangentialebenen  von  Fe  zu  TangenteD^  oder  sein 
projicierender  Kegel  geht  durch  d^  und  d^  mit  festen  Tangen- 
tialebenen. Dieser  projicierende  Kegel  Ii  enthält  abet  auch 
die  vier  Mantellinien  des  projicierendeu  Kegels  von  B,  längs 
welcher  derselbe  vom  Umrisskegel  K  berührt  wird.  Jene  vier- 
fach berührenden  Umrisskegel  zweiten  Grades  haben  also  ihre 
je  vier  Berührungserzeugenden  in  je  einem  Kegel  zweiten 
Grades  von  einem  einfach  unendlichen  System  mit  zwei  festen 
Mantellinien  und  zugehörigen  Tangentialebenen  d.  h.  von  einem 
System  einander  doppelt  berührender  concentrischer  Kegel 
zweiten  Grades;  und  ihre  Spuren  in  der  Bildebene,  die  B' 
vierfach  berührenden  Kegelschnitte  des  Umriss-SystemS;  haben 
ihre  Berührungspunkte  in  je  einem  der  Kegelschnitte,  welche 
durch  die  Duechstosspunkte  von  d^  und  d^  gehen  und  in  ihnen 
die  Spuren  der  Tangentialebenen  von  Fe  in  den  Punkten  cc/, 
und  resp.  cd^  berühren.  Man  sieht^  dass  eine  jener  Berührungs- 
mantellinien  zwischen  den  Kegeln  C^  B  und  K  den  zugehörigen 
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Eegel  L  und  damit  die  drei  übrigen  bestimmt.  Zwischen  zwei 
Gruppen  solcher  vier  Berührungsmanteliinien  bestehen  daher 
Relationen^  die  wir  in  folgendem  Satze  zusammenfassen  können: 
Zwei  Gruppen  yon  Berührungsmanteliinien  desUm- 
riss-Systems  liegen  in  einem  Kegel  zweiten  Grades^ 
der  von  der  Ebene  der  Doppelerzeugenden  d^,  d^ 
von  C,  B  in  zwei  Mantellinien  eines  dritten  Um- 
risskegels geschnitten  wird;  die  Berührungsebene 
des  letzteren  ist  im  Büschel  der  Berührungsebenen, 
die  zu  den  beiden  Gruppen  gehören,  die  harmonisch 
conjugierte  zu  der  nach  C  gehenden  Ebene. 

Sind  nämlich  P,  P<^^  P<*>  ...  die  Polarebenen  des  Cen- 
trums C  in  Bezug  auf  die  Flächen  P,  P<^),  P(*>  ...  des  Bü- 
schels und  bezeichnen  wir  durch  dieselben  Buchstaben  auch 
die  entsprechenden  Querschnitte  und  ihre  projicierenden  Kegel 
aus  Cy  so  schneidet  die  Ebene  P  die  Fläche  P(^>  in  einem 
Kegelschnitte,  dessen  projicierender  Kegel  aus  (7  die  Berühr- 
ungsmanteliinien der  projicierenden  Kegel  von  B  und  P  enthält 
und  den  von  P<^)  längs  der  beiden  Mantellinien  in  der  Ebene 
d^  d^  berührt,  weil  diese  die  projicierende  Ebene  von  der 
Scheitelkante  c  des  Büschels  P,  P^*>.. .  .  ist.  Dieser  projicie- 
rende Kegel  von  P,  P<'>  durchdringt  aber  P<*J  in  einem  zweiten 
Kegelschnitte,  dessen  Ebene  durch  c  geht  und  zu  P  harmonisch 
conjugiert  ist  in  Bezug  auf  P<*>  und  die  projicierende  Cc\  zu 
dieser  ]^bene  gehört  eine  Fläche  des  Büschels,  für  welche  sie 
Polarebene  von  C  ist  und  der  vorbezeichnete  Kegel  geht  auch 
dfirch  die  Berührungsmanteliinien  des  zugehörigen  Umriss- 
kegels mit  dem  projicierenden  Kegel  Cy  B.  Wählt  man  F  und 
F(^)  unter  den  Flächen  des  Büschels  beliebig,  so  sind  P  und 
P<*>  zwei  beliebige  unter  den  Umrisskegeln  und  zu  der  nach 
C  gehenden  Ebene  des  Büschels  P,  P^*>  ist  P^*)  die  harmonisch 
conjugierte.  Es  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Art  zweifach  un- 
endlich viele  Kegel  zweiten  Grades  erhält,  unter  denen  die 
Umrisskegel  ein  einfach  unendliches  System  bilden. 

Die  Involution  von  Punktepaaren,  welche  die  Flächen  des 
Büschels  aus  der  Scheitelkante  c  des  Büschels  der  Polarebenen 
schneiden  und  zu  der  alich  das  Paar  cd^^  cd^  gehört,  hat  zu 
ihrem  projicierenden  Büschel  die  Paare  der  Mantellinien  der  Um- 
risskegel E  und  der  Kegel  des  Systems  Ii  mit  der  Ebene  Cc, 
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Durch  jeden  projicierenden  Strahl  gehen  zwei  Eegel  des 
Umriss-Systems ,  weil  er  von  zwei  Flächen  des  Büschels  be- 
rührt wird  —  in  den  Doppelpunkten  der  Involution  ihrer  auf 
ihm  gebildeten  Schnitt punktepaare.  Jede  projicierende  Ebene 
wird  von  drei  Kegeln  desselben  Systems  berührt,  nämlich  in  den 
projicierenden  Strahlen  der  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierecks  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  B.  Enthält  diese 
Ebene  eine  Tangente  von  B,  so  fallen  zwei  der  drei  Berühr- 
ungsgeraden in  den  projicierenden  Strahl  des  Berührungs- 
punktes und  zwei  der  Umrisskegel  vereinigen  sich  in  dem 
hierdurch  bestimmten;  ist  die  Ebene  eine  der  von  C  ausgeh- 
enden Schmiegungsebenen  der  Curve  B,  so  sind  alle  drei  sie  be^ 
rührenden  Umrisskegel  in  dem  durch  die  projicierende  Gerade 
der  Berührungsstelle  bestimmten  vereinigt,  so  dass  die  zuge- 
hörige Spur  osculierend  ist  für  das  Bild  der  Durchdringung. 
Wir  haben  gesehen,  dass  die  vier  Paare  der  Berührungsebenen 
der  doppelt  projicierenden  Eegel  von  B  (Mittelpunkte  M^y  M^^ 
M^j  M^  die  zerfallenden  Eegel  des  Umriss-Systems  bilden  und 
dass  auch  die  Ebene  d^d^  zu  denselben  als  eine  doppelt  zäh* 
lende  Ebene  gehört  und  erkennen ;  dass  das  System  andere 
singulare  Eegel  nicht  enthält;  wir  haben  so  vier  singulare 
Strahlen  CM^y  CM^^  CM^^  CM^  als  Schnitte  jener  Ebenen- 
paare, und  eine  singulare  Ebene  Cc  im  Umriss-Systeme. 

Irgend  ein  projicierender  Strahl  g  hat  aber  nach  §  45, 12 
in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  die  Strahlen  einer 
Hyperboloidregelschaar  Q  zu  Polarlinien ,  und  die  projicieren- 
den Ebenen  derselben,  die  Polarebenen  von  g  in  Bezug 
auf  die  Umrisskegel  der  Flächen,  bilden  einen  Kegel  zweiten 
Grades;  weil  die  Ebene  Cc  zu  jenen  gehört,  so  wird  sie  immer 
von  diesem  Eegel  berührt;  die  Tangentialebenen  durch  g  an 
die  beiden  von  g  berührten  Flächen  des  Büschels  berühren 
jeweilig  den  aus  g  entspringenden  Eegel.  Wenn  der  projicie- 
rende  Strahl  g  in  der  Ebene  Cc  liegt,  so  wird  der  ihm  har- 
monisch conjugierte  in  Bezug  auf  d^^  d^  der  zu  ihm  conju- 
gierte  in  Bezug  auf  die  Fläche  F«  des  Büschels,  die  Regelschaar 
G*  wird  selbst  zum  Eegel  zweiten  Grades,  und  da  dieselbe  die 
Qnadrupelecken  Mi  nothwendig  enthält,  so  ist  das  System  der 
projicierenden  Ebenen  ein  Büschel  durch  diese;  die  Scheitelkante 
desselben  beschreibt,  wenn  g  das  Büschel  Cc  durchläuft,  einen 
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Eegel  zweiten  Grades  J,  der  die  projicierenden  Strahlen 
der  Quadrupelecken  Mi  enthält  und  die  Ebene  Cc  in  zwei  za 
</, ,  ^2  coDJugiert  harmonischen  Strahlen,  den  Doppelstrahlen 
der  zagehörigen  Involution,  schneidet.  Umgekehrt  bilden  die 
projicierenden  Ebenen  der  Polaren  von  einer  Mantellinie  dieses 
Kegels  immer  ein  Büschel,  dessen  Scheitelkante  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  Cc  gehört.  Die  Mantellinien,  welche  dieser  Kegel  ^ 
mit  dem  projicierenden  von  B  gemein  hat,  sind  Berührungserzeu- 
gende  solcher  Kegel  des  Umriss-Systems,  von  deren  Berührungs- 
rzeugenden  zwei  vereinigt  sind,  den  acht  Ebenen  des  Büschels 
der  P  oder  um  c  entsprechend,  welche  die  üurve  B  berühren. 

Denken  wir  eine  projicierende  Ebene  Z^  so  gehört  zu 
ihr  als  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  eiue 
Raumcurve  dritter  Ordnung  S,  deren  projicierender  Kegel 
ihre  Polarlinieu  in  Bezug  auf  die  Umrisskegel  des  Systems  zu 
seinen  Mantellinien  hat.  Derselbe  ist  ein  Kegel  dritter  Ord- 
nung mit  einer  Döppelerzeugenden  und  geht  durch  die  Ecken 
des  Quadrupels  Mi\  er  enthält  auch  die  drei  Berühruugsgeraden 
von  27  mit  Kegeln  des  Umriss-Systems.  Die  projicierende  Doppel- 
sekante dieser  Curve  dritter  Ordnung  entspricht  der  Schnitt- 
linie von  Z  mit  Cc  und  ihr  Ort  für  alle  die  Büschel  von 
projicierenden  Ebenen,  die  ihre  Scheitelkanten  in  Cc  haben^ 
ist  daher  der  vorerwähnte  Kegel  zweiten  Grades  J.  Unser 
Kegel  dritter  Ordnung  S  reduciert  sich  auf  den  Kegel  zweiten 
Grades  J,  wenn  die  Ebene  Z  mit  Cc  zusammenfällt 

Die  Yerbindungsebene  der  Spur  von  Z  in  Cc  mit  der 
projicierenden  Doppelsekante  der  zugehörigen  Curve  S  oder 
der  entsprechenden  Mantellinie  des  Kegels  vom  zweiten  Grade 
J  umhüllt  einen  Kegel  dritter  Glasse,  der  die  Ebene  Cc 
doppelt  in  den  Doppelstrahlen  ihrer  Involution  oder  den  Mantel- 
linien von  J  und  die  vier  Paare  der  Doppeltangentialebenen 
von  B  einfach  berührt.  Wir  unterlassen  die  weitere  Ausführung 
und  geben  nur  noch  einige  Winke  unter  den  Beispielen. 

Hier  knüpfen  wir  noch  einige  Erörterungen  an  über  die 
Frage  nach  der  Bestimmung  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  die  an  diesem  Schluss  unserer  Betrachtungen  wieder 
augeregt  ist  in  der  Form  der  Bestimmung  aus  einer  Raum, 
curve  vierter  Ordnung  B  und  einem  ihr  nicht  zugehörigen 
Punkte.    Unsere  Untersuchungen  begannen  mit  der  Construc- 
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tion  der  Regelfläche  zweiten  Grades  durch  drei  windschiefe 
Gerade^  und  wir  wollen  von  weiteren  Constrnctionsfällen  nur 
erinnern  an  den  Fall^  wo  von  der  Fläche  ein  Punkt  und  zwei 
Kegelschnitte  gegeben  sind,  die  in  ^er  Schnittlinie  ihrer  Ebenen 
die  nämliche  Involution  harmonischer  Pole  besitzen.  Im  ersten 
Falle  bemerken  wir,  dass  eine  gerade  Linie  ganz  in  der  Fläche 
zweiten  Grades  liegt,  wenn  sie  drei  Punkte  mit  derselben 
gemein  hat,  und  erkennen,  dass  die  Angabe  von  drei  Geraden 
derselben  Schaar  die  Eenntuiss  von  dreimal  drei  Punkten  der 
zugehörigen  Fläche  zweiten  Grades  vertritt.  Im  zweiten  Falle 
sind  durch  drei  Punkte  des  einen  und  drei  des  andern  Kegel- 
schnittes ihre  Ebenen  und  durch  die  zwei  Punkte  in  der 
Schnittlinie  derselben  die  Kegelschnitte  bestimmt,  so  dass  als 
neunter  Punkt  der  ausserhalb  beider  Kegelschnitte  gegebene 
Punkt  der  Fläche  hinzutritt.  Wir  entnehmen  daraus,  dass  die 
Fläche  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte  im  Allgemeinen 
bestimmt  sein  werde,  und  schliessen  zugleich,  dass  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  erster  Art  durch  acht  Punkte  des 
Raumes  im  Allgemeinen  bestimmt  sein  muss. 

Damit  entspringt  aber  das  Problem  der  Construction 
einer  durch  neun  beliebig  gegebene  Punkte  gehen- 
den Fläche  zweiten  Grades.  Wir  wollen  die  gegebenen 
Punkte  als  Punkt  1,  2,  ...  9  bezeichnen  und  drei  Ebenen 
betrachten,  welche  alle  neun  Punkte  enthalten,  also  etwa  die 
Ebenen  123,  456,  789  oder  2:,,  Z^,  £^,  die  sich  im  Punkte 
0  und  in  drei  von  demselben  ausgehenden  Geraden  ^|,  $2,  s^ 
durchschneiden.  Die  Construction  der  Fläche  wäre  erreicht 
durch  die  Ermittelung  der  drei  Kegelschnitte  K^,  K^,  E3, 
in  welchen  sie  von  diesen  Ebenen  '^i,  .  .  geschnitten  wird, 
und  welche  daher  durch  die  Punktegruppen  123,  456,  789 
resp.  gehen  und  sich  paarweise  in  den  Geraden  f,,  s^  und  s^ 
in  zwei  reellen  oder  conjugiert  imaginären  Punkten  begegnen. 
Betrachtet  man  nun  zuerst  die  Punkte  1  bis  8,  so  trifft  die 
Gerade  23  die  Schnittlinien  ^2)  ^3  ^^  Punkten  2*  und  3*  resp., 
von  denen  3*  mit  4,  5  und  6  ein  Büschel  von  Kegelschnitten 
bestimmt,  die  ^3  ausser  in  3*  in  noch  je  einem  Punkte  3*' 
und  5,  in  zwei  Punkten  einer  Involution  treffen.  Diese  be- 
stimmen mit  7,  8  und  2*  einen  neuen  Kegelschnitt  in  der 
Ebene  2^,  der   $2  ausser   in   2*   noch   in   einem   Punkte  2*' 
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schneidet.  Die  Punkte  2*'  und  3*'  beschreiben  projectivische 
und,  weil  sie  gleichzeitig  nach  0  fallen,  perspectivisch  liegende 
Reihen  in  $2 ,  ^3  und  liefern  daher  ein  Perspectivcentrum  I  in 
der  Ebene  ^,.  Denken  wir  nun  das  Linienpaar  23  und  II 
als  Kegelschnitt  in  der  Ebene  £i,  so  liefert  der  zugehörige 
Punkt  3*'  auf  ^3  in  der  angegebenen  Weise  einen  Kegelschnitt 
in  £2  ^^^^  einen  Kegelschnitt  in  £^,  welche  Kegelschnitte  die 
Si  zu  paarweise  gemeinsamen  Sehnen  haben  und  daher  zu  einer 
Fläche  zweiten  Grades  F^^'^  gehören,  die  durch  die  acht  ersten 
der  gegebenen  Punkte  geht.  Wiederholt  man  dasselbe  Ver- 
fahren für  die  Gerade  31,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise 
eine  Fläche  F^^J  durch  dieselben  acht  Punkte.  Die  vierten 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  dieser  Flächen  in  den  drei 
Ebenen  2;-  sind  nun  Punkte  der  Raumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Art,  welche  durch  1  bis  8  bestimmt  ist,  und  die  dnrch 
die  Quadrupel  ihrer  Schnitte  in  den  besagten  Ebenen  gehenden 
Büschel  von  Kegelschnitten  sind  die  Querschnitte  derselben 
mit  dem  dadurch  bestimmten  Flächenbüschel  zweiten  Grades. 
Sind  10  und  10*  die  beiden^  neuen  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitte in  2?3,  so  ist  der  Kegelschnitt  durch  7,  8,  9,  10,  10* 
der  Querschnitt  der  auch  durch  9  gehenden  Fläche  zweiten 
Grades  in  unserem  Büschel,  d.  h.  der  gesuchten  Fläche,  und 
man  erhält  sofort  auch  die  in  £^  und  2*2  resp.  gelegenen  Ke- 
gelschnitte derselben.  Nach  dem  Früheren  sind  die  erforder- 
lichen Gonstructionen  streng,  weil  mit  Zirkel  und  Lineal 
ausführbar. 

Zu  einer  rein  linearen  Construction  kann  die  dar- 
stellend geometrische  Auffassung  der  Tangenten  der  Durchdrin- 
gung in  Verbindung  mit  der  Anschauung  conjugierter  Geraden 
wie  folgt  geführt  werden.  Sind  A  und  B  zwei  Punkte  der 
Durchdringungscurve  B  der  Flächen  zweiten  Grades  F^^>,  F<*^, 
so  schneiden  sich  die  Tangentialebenen  in  A  und  B  an  F<'> 
in  der  conjugierten  Geraden  h^^^  und  die  an  F^*)  in  der  conju- 
gierten  Geraden  h^^^  zu  AB  oder  h]  die  Tangenten  a,  b  der 
Durchdringungscurve  in  A  und  B  sind  die  Transversalen  za 
Ä(^>  und  Ä^^>  aus  A  resp.  B.  Nur  wenn  AB  Mantellinie  eines 
der  vier  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Durchdringungscurve 
ist,  treffen  sich  Ä^^>  und  h^^K 

Betrachten  wir  dann  nach  einander  die  Curven  vierter  Ord- 
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nung  erster  Art  durch  die  Punkte  1  bis  8  oder  Bg  und  die 
durch  die  Punkte  2  bis  9  oder  B,,  welche  beide  die  Punkte 
2  bis  8  gemein  haben^  so  können  wir  die  Tangenten  beider 
Curven  in  irgend  zweien  dieser  Punkte,  z.  B.  2  und  3,  und 
damit  die  Tangentialebenen  der  gesuchten  Fläche  zweiten  Grades 
in  denselben  Punkten  construieren.  Damit  ist  dann  jeder  ihrer 
Querschnitte  durch  2,  3  und  einen  der  übrigen  sieben  Punkte 
linear  bestimmt,  nämlich  durch  drei  Punkte  und  die  Tan- 
genten in  zweien  derselben. 

Zur  Construction  der  conjugierten  zu  der  Geraden  23  bedient 
man  sich  je  zweier  einfacher  Hyperboloide  in  den  Flächenbü- 
scheln durch  1  bis  8  und  resp.  durch  2  bis  9;  und  zwar  solcher 
Hyperboloide,  welche  die  Verbindungsgerade  zweier  der  Punkte 
enthalten,  also  z.  B.  im  ersten  Büschel  der  Hyperboloide  durch 
die  Gerade  67  resp.  78  und  die  Punkte  123458,  123456. 
Dass  dies  linear  ausführbar  ist,  lehrt  folgende  Ueberlegung. 
Zieht  man  durch  1  die  Transversale  zu  23  und  67,  welche 
diese  Geraden  in  ^j  und  B^  resp.  treffe,  so  wird  ihre  conju- 
gierte  /^  in  Bezug  auf  das  erste  Hyperboloid  erhalten  als  die 
Verbindungsgerade  der  harmonisch  conjugierten  zu  A^  in  Bezug 
auf  2  und  3  resp.  B^  und  1;  ebenso  erhält  man  zu  den  Trans- 
versalen aus  4,  5,  8  zu  23  und  67  die  Conjugierten  Z^,  i^,  /g 
in  Bezug  auf  jenes  Hyperboloid,  und  die  Gonjugierte  zu  23 
kann  nur  die  gemeinsame  Transversale  der  Geraden  t^,  t^y  i^,  /g 
sein,  die  ausser  23  noch  existiert.  Ihre  lineare  Construction 
folgt  leicht  aus  §  38. 

Wir  fügen  in  den  Beispielen  noch  einige  Bemerkungen 
hinzu. 

1)  Wenn  der  Punkt  0  einer  der  Nabelpunkte  der  durch  ihn 
gehenden  Fläche  To  des  Büschels  ist,  so  sind  (§  45, 30)  die  geraden 
Erzeugenden  ^,  und  d^  oder  die  Doppclkanten  des  projicierenden 
Kegels  von  B  die  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  von  F^  von  C 
nach  ihren  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkten  gehenden  Ge- 
raden und  die  Projection  der  Durchdringungscurve  B  aus  C  auf  eine 
zu  dieser  Ebene  parallele  Bildebene  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkten  in  den  Kreispunkten  oder  eine  bicirculare  Curve 
vierter  Ordnung.  Die  durch  diese  Doppelpunkte  mit  festen  Tan- 
genten gehenden  Kegelschnitte  sind  Kreise  um  einen  festen  Mittel- 
punkt 0;  auf  solchen  Kreisen  liegen  also  die  Berührungspunkte 
der  Projection  der  Durchdringung  mit  Spuren  von  Kegeln  des  Um- 
riss-Systems  in  Paaren.    Die  Spurcurve  des  Kegels  J,  jetzt  der  Ort 
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der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Ümriss-Systems,   ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel;  etc. 

2)  Ans  dem  Vorigen  entspringt  die  Frage  nach  dem  Ort  der 
Ereispunkte  der  Flächen  eines  Büschels.  Die  unendlich  fernen  Punkte 
desselben  würden  die  Parallelprojectionen  der  Grundcurve  des  Bü- 
schels bestimmen,  in  welchen  sie  als  bicirculare  Curve  vierter  Ord- 
nung erschien.   (Vergl.  §  47,  Beisp.) 

3)  Welche  Modificationen  treten  in  den  im  Texte  entwickelten 
Betrachtungen  ein,  wenn  das  Projectionscentrum  in  einer  Tangente 
der  Curve  oder  im  Durchschnittspunkte  von  zwei  nicht  benach- 
berten  Tangenten  derselben  gelegen  ist?   (§  26.) 

4)  Man  erörtere  den  Fall  der  Lage  des  Projectionscentrums 
auf  einem  der  doppelt  projicierenden  Kegel  und  speciell  in  einer 
seiner  die  Curve  berührenden  Mantellinien.  Endlich  den  Fall,  wo 
das  Projectionscentrum  der  Durchdringungscurve  selbst  angehört. 
(Vergl.  §  45,  30.) 

5)  Man  erörtere  die  Modificationen,  welche  diese  Betrachtungen 
für  die  zerfallenden  Durchdringungen  der  Flächen  zweiten  Orades 
erfahren. 

6)  Für  die  Construction  des  einfachen  Hyperboloides  durch 
zwei  windschiefe  Gerade  und  drei  Punkte  oder  einen  sie  schnei- 
denden Kegelschnitt  ist  nach  dem  Früheren  gesorgt;  man  prüfe 
die  bezüglichen  Constructionen  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den 
allgemeinen  Lösungen  des  Textes. 

7)  Man  wende  beide  Constructionen  des  Textes  auf  den  Fall 
der  Bestimmung  der  Begelfläche  zweiten  Grades  aus  einer  geraden 
Erzeugenden  und  sechs  beliebigen  ihrer  Punkte  an. 

8)  Für  die  allgemeine  Construction  kann  man  bei  Benutzung 
der  Methode  der  „G6om.  descr/^  die  Ebene  von  drei  Punkten  z.  B. 
123  als  die  eine  Projectionsebene,  die  Gerade  2  3  als  Axe  und  die 
zu  ihr  normale  Ebene  durch  7  als  die  andere  Projectionsebene 
wählen;  man  würde  den  Kegelschnitt  in  der  Ebene  123  bestimmen. 

Im  Falle  der  gewöhnlichen  Centralprojection  würde  man  12  3 
zur  Bildebene  machen;  im  Falle  der  allgemeinen  Centralprojection 
könnten  123  die  Bildebene,  456  die  Fixebene  IT  bestimmen  und 
7  das  Centrum  sein;  so  dass  8  und  9  in  einer  Geraden  von  ge- 
gebenem S  und  U'  durch  ihre  Bilder  gegeben  wären. 

9)  Man  untersuche  die  Constructionen  des  Textes  für  den  Fäll, 
wo  zwei  der  gegebenen  Punkte  der  Fläche  als  Doppelpunkte  einer 
bestimmten  elliptischen  Involution  in  einer  bekannten  Geraden  be- 
stimmt sind;  und  für  den  Grenzfall;  wo  sie  in  einem  bestimmten* 
Punkte  derselben  vereinigt  sind. 

10)  Man  entwickele  die  Constructionen  für  den  Fall,  wo  unter 
den  gegebenen  Punkten  drei  unendlich  benachbarte  sind;  die  ein 
Dreieck  bilden,  d.  h.  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  derselben. 
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47.  Der  Vorgang  der  Untersuchung  der  letzten  §§  ist 
auch  für  das  Problem  der  Construction  der  gemeinsam 
umgeschriebenen  Developpabeln  von  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  vollkommen  anwendbar.  Wir  ziehen  es 
aber  vor,  die  Methode  —  das  Priucip  der  Beciprocität 
(man  vergl.  in  dem  Ueberblick  zum  ersten  Abschnitt  in  I, 
speciell  p.  113  das  Princip  der  Dualität,  zu  welchem  sich 
das  der  BeciprocilSt  als  ein  Specialfall  von  besonders  an- 
schaulicher Verknüpfung  stellt)  —  darzulegen,  durch  welche 
seine  allgemeine  Losung  auf  die  bereits  gewonnene 
des  Problems  der  Durchdringungscurve  zurückge- 
führt wird.  In  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  zweiter  Ord- 
nung F  —  denken  wir  z.  B.  eine  Kugel  als  solche  —  ent- 
spricht nach  §  39  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  Polarebene, 
jeder  Ebene  des  Baumes  ein  Pol;  den  Punkten  einer  Ebene 
entsprechen  die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  etc.  Den  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  einer  ebenen  Curve  entsprechen  als 
Polarebenen  die  auf  einander  folgenden  Tangentialebenen  einer 
Kegel  fläche,  deren  Spitze  der  Pol  der  Curvenebene  ist,  und 
umgekehrt,  den  Tangentialebenen  eines  Kegels  die  Curve  ihrer 
Pole  in  der  Polarebene  der  Spitze;  den  Tangenten  der  ebenen 
Curve  die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  und  umgekehrt. 

Der  stetigen  Folge  der  Punkte  einer  Baumcurve  ent- 
spricht die  stetige  Folge  ihrer  Polarebenen,  die  eine  deve- 
loppable  Fläche  bilden;  der  Folge  der  Tangenten  von  jener 
entspricht  die  der  Erzeugenden  von  dieser,  d.  h.  den  Ver- 
bindungslinien der  Nachbarpnnkte  die  Schnittlinien  der  Nach- 
barebenenen;  der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln  der 
Curve  die  doppelt  eingeschriebene  Curve  der  Developpabeln 
und  umgekehrt.  Der  Beihe  der  Schmiegungsebenen  der  Curve 
entspricht  die  Beihe  der  Puukte  der  Bückkehrkante  der  deve- 
loppabeln Fläche,  d.  i.  den  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nach- 
barpunkten die  Schnittpunkte  von  je  drei  Nachbarebenen. 

Einer  krummen  Fläche  entspricht  eine  andere  krumme 
Fläche;  die  Polarebenen  der  Punkte  der  ersten  sind  die  Tan- 
gentialebenen, die  Pole  der  Tangentialebenen  der  ersten  die 
Punkte  der  zweiten;  einem  ebenen  Schnitt  der  ersten  ent- 
spricht der  Berührungskegel  der  zweiten  aus  dem  Pol  der 
Ebene  und  umgekehrt  dem  letzteren  der  erste  in  der  Polarebene 
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der  Spitze.    Speciell  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe 
entspricht  wieder  eine  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung. 

Sind  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  Pol  und  Polarebene^  so  entsprechen  ihnen  eine 
Ebene  und  ein  Punkte  die  in  Bezug  auf  die  entsprechende 
Fläche  zweiten  Grades  Polarebene  und  Pol  sind. 

Zweien  Flächen  zweiten  Grades  Fj,  F^  entsprechen  also 
zwei  andere  Flächen  zweiten  Grades  Fj*,  Fj*  aber  den  Punkten 
von  jenen  die  Tangentialebenen  von  diesen.  Der  Curve  der  ge- 
meinsamen Punkte  der  ersten  Flächen  entspricht  die  Develop- 
pable  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  letzteren.  Sind  ein 
Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  beide  erste  Flächen  zu- 
gleich Pol  und  Polarebene ;  so  entsprechen  ihnen  eine  Ebene 
und  ein  Punkt  ^  die  in  Bezug  auf  beide  letztere  Flächen  zu- 
gleich Polarebene  und  Pol  sind;  also  entspricht  dem  gemein- 
samen Quadrupel  der  ersteren  das  gemeinsame  Quadrupel  der 
letzteren,  und  umgekehrt 

Darum  ist  die  Ordnung  m  der  Durchdringungscurve  der 
Flächen  Fp  Fj  gleich  der  Classe  n*  der  gemeinsam  umgeschrie- 
benen Developpabeln  der  Flächen  F^*   F^*; 

w  =  n*  =  4. 

Von  den  Tangenten  der  Durchdringungscurve  der  Flächen 
F  haben  acht  mit  einer  beliebigen  Geraden  einen  Punkt  ge- 
mein-, also  liegen  von  den  Erzeugenden  der  gemeinsam  um- 
geschriebenen Developpabeln  der  Flächen  F*  acht  mit  einer  be- 
liebigen Geraden  in  je  einer  Ebene 

r  =  r*  =  8. 

Von  den  Schmiegungsebenen  der  Durchdringungscurve  der 

F   gehen    zwölf   durch   einen    Punkt;    daher   liegen    von    den 

Punkten  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln  der  F*  zwölf 

in  einer  Ebene 

n  =  w*  =  12. 

Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Gerade ,  die  mit  der  ge- 
meinsamen Curve  der  F  je  zwei  Punkte  gemein  haben;  also 
liegen  in  einer  Ebene  zwei  Gerade  ^  die  mit  der  gemeinsamen 
Developpabeln  der  F*  je  zwei  Ebenen  gemein  haben 

^  =  Ä  =  2. 

Sowie  wir  in  §  45  die  projicierende  Ebene  erhielten, 
welche  die  beiden  Doppelsekanten  der  Curve  aus  dem  Projec- 
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tionscentrum  mit  einander  bestimmen,  als  Ebene  vom  Projec- 
tionscentrum  nach  der  Durchschnittslinie  seiner  Polarebenen 
in  den  Flächen,  so  erhalten  wir  als  Durchstosspunkt  der  Ver- 
bindungsgeraden  der  Pole  der  Bildebene  in  beiden  Flächen 
den  Schnittpunkt  der  in  der  Tafel  liegenden  beiden  Geraden, 
welche  Doppeltangenten  der  deyeloppabeln  Fläche  sind. 

In  einer  Ebene  liegen  38  Gerade,  durch  deren  jede  zwei 
Schmiegungsebenen  der  Curve  gehen;  also  gehen  durch  einen 
Punkt  38  Gerade,  welche  die  Rückkehrkante  der  Deyeloppa- 
beln zweifach  schneiden 

^  =  Ä*  =-  38. 


Die  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  der  F  liegen  in  Paaren 
auf  den  Erzeugenden  Ton  vier 
Kegeln  zweiten  Grades,  deren 
Spitzen  die  vier  Punkte  des 
gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  der  Flächen 
sind. 

Die  zugehörigen  Tangenten 
der  gemeinsamen  Curve  der  F 
schneiden  sich  in  Paaren  in 
den  Punkten  von  vier  Curven 
vierter  Ordnung,  deren  Ebenen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Ebenen  sind. 

y  =  4.2,    x  =  4.4. 

Den  Durchschnittspunkten 
der  gemeinsamen  Curve  mit  die- 
sen vier  Ebenen  gehören  die  16 
stationären  Ebenen  an,  wo  vier 
auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  in  einer  Ebene  lie- 
gen. Stationäre  Punkte  hat 
die  Curve  im  Allgemeinen 
nicht. 

a  =  16,     ß  =  0. 

Durch  die  gemeinsame  Cur- 


Die  Ebenen  der  gemein- 
samen Developpabeln  der  F* 
gehen  in  Paaren  durch  die  Tan- 
genten von  vier  Curven  zwei- 
ten Grades,  deren  Ebenen  die 
vier  Ebenen  des  gemeinsamen 
Quadrupels  harmonischer  Po- 
larebenen der  Flächen  sind. 

Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Develop- 
pabeln der  F'*'  liegen  in  Paaren 
in  den  Ebenen  von  vier  Kegeln 
vierter  Classe,  deren  Spitzen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Punkte  sind. 

a:*  =  4.2,      y*  =  4  .  4. 

Den  Ebenen  der  gemeinsa- 
men Developpabeln,  die  durch 
diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  16  stationären  Punkte  au, 
wo  vier  auf  einander  folgen- 
de Ebenen  der  Developpabeln 
durch  einen  Punkt  gehen.  Sta- 
tionäre Ebenen  hat  die  Deve- 
loppable im  Allgemeinen  nicht. 

/3*  =  16,    a*  =  0. 

Die    gemeinsame    Develop- 
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ve  von  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  gehen  unendlich  viele 
andere  Flächen  zweiter  Ord- 
nung (  Flächenbüschel ) , 
nämlich  durch  jeden  Punkt  im 
Raum  eine,  weil  ihre  Schnitt- 
curven  mit  den  durch  ihn  geh- 
enden  Ebenen  bestimmt  sind; 
vier  von  ihnen  sind  Kegel,  ir- 
gend zwei  der  Flächen  be- 
stimmen die  Curve  (nach  §  25). 


pable  von  zwei  Flächen  zwei- 
ten Grades  umhüllt  unendlich 
viele  andere  Flächen  zweiten 
Grades  (Flächenschaar), 
nämlich  für  jede  Ebene  im 
Raum  eine;  weil  ihre  Berüh- 
rungskegel  mit  den  in  dieser 
liegenden  Punkten  bestimmt 
sind ;  vier  sind  Kegelschnitte;  ir- 
gend zwei  der  Flächen  bestim- 


men die  Developpable.  (§  24.) 

Für  die  Gonstruction  beider  Probleme  ergiebt  sich  speciell : 

Angenommen  das  gemeinsame  Quadrupel  der  Flächen  sei 

bekannt  (§45,  18),  Jlf,,  M^y  M^,  M^  mögen  seine  Punkte  sein, 

M},  .  .  .  M4  die  ihnen  resp.  gegenüberliegenden  Flächen, 


so  schneidet  ein  Ebenenpaar 
durch  die  Kante  M^M^  z.  B., 
welches  mit  den  beiden  durch 
sie  gehenden  Flächen  des  Qua- 
drupels M3,  M4  harmonisch 
conjugiert  ist,  die  Flächen  in 
Kegelschnitten,  welche  durch 
ihre  respectiven  Schnittpunkte 
acht  Punkte  der  Durchdrin- 
gungscurve  liefern,  die  viermal 
in  Paaren  auf  Geraden  aus  den 
vier  Punkten  des  Quadrupels 
liegen  und  für  welche  die  Tan- 
genten der  Durchdringangs- 
curve  sich  viermal  in  Paaren 
je  in  den  vier  Ebenen  dessel- 
ben begegnen. 

Die  acht  Taugenten  in  den 
Punkten  einer  Gruppe  (vergl. 
§  25,  21)  bestimmen  in  je- 
der Ebene  acht  Punkte  eines 
Kegelschnittes  und  mit  jedem 
Punkte  acht  Tangentialebenen 
einer  Kegelfläche  zweiten  Gra- 


80  bestimmt  ein  Punktepaar 
in  der  Kante  MjMj  z.  B.,  wel- 
ches mit  den  beiden  in  ihr  lie- 
genden Ecken  des  Quadrupels 
il/3,  M^  harmonisch  conjugiert 
ist,  mit  den  Flächen  Berüh- 
rungskegel, welche  durch  ihre 
respectiven  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen acht  Ebenen  der 
Developpabeln  liefern,  die  vier- 
mal in  Paaren  sich  in  Geraden 
auf  den  vier  Ebenen  des  Qua- 
drupels schneiden  und  für  die 
die  Erzeugenden  der  Develop- 
pabeln viermal  in  Paaren  auf 
Ebenen  aus  den  Punkten  des 
Quadrupels  liegen. 

Die  acht  Erzeugenden  in  den 
Ebenen  einer  Gruppe  bestim- 
men mit  jedem  Punkte  acht 
Tangentialebenen  einer  Kegel- 
fläche zweiten  Grades  und  mit 
jeder  Ebene  acht  Punkte  eines 
Kegelschnittes;  sie  sind  somit 
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des;  sie  sind  somit  acht  Er- 
zeugende eines  einfachen  Hy- 
perboloides, welchem  die  Curve 
aufgeschrieben  ist.   (§  31,  2.) 

Die  geraden  Erzeugenden 
ff^,  /|  und  ^2;  ^2  ^^^  beiden 
sich  durchdringenden  Flächen^ 
welche  durch  einen  Punkt  P 
der  Durchdringungscurye  ge- 
hen^ bestimmen  mit  einander 
ausser  den  Tangentialebenen 
der  Flachen  selbst  (^1 /, ,  ^2^2)» 
die  sich  in  der  zugehörigen  Tan- 
gente /  der  Durchdringungs- 
curye schneiden ;  vier  Ebenen 

ffi  ff 27  h  hj  9\  h*  ff2^v  welche  Tan- 
gentialebenen der  gemeinsamen 
developpabeln  Fläche  sind. 


acht  Erzeugende  eines  ein- 
fachen Hyperboloids,  welchem 
die  developpable  Fläche  um- 
schrieben ist. 

Die  geraden  Erzeugenden 
^1;  /i  und  ^2'  ^2  ^^^  beiden 
von  der  Developpabeln  um- 
hüllten Flächen  in  einer  Ebene 
TT  derselben  bestimmen  mit- 
einander ausser  ihren  Berüh- 
rungspunkten an  den  Flächen 
selbst  (^i/j,  ^2^2);  ^eren  Ver- 
bindungslinie die  zugehörige 
Erzeugende  e  der  Developpa- 
beln ist,  vier  Punkte  g^ff^j  ^i^2> 
ff\^2}  ff2^if  welche  Punkte  der 
Durchdringungscurve  dersel- 
ben beiden  Flächen  sind. 


Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
und  die  gemeinsame  Developpable  derselben  beiden  Flächen 
sind  in  der  Art  perspectivisch  zu  einander^  dass  durch  jeden 
Punkt  der  ersten  die  vier  entsprechenden  Ebenen  der  zweiten 
gehen  und  in  jeder  Ebene  der  zweiten  die  vier  entsprechenden 
Punkte  der  ersten  liegen. 

Wenn  die  Durchdringungscurve  der  Flächen  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfällt,  so  dass  die  Punktepaare  ff^ff^}  ^1/2  ^^^  ff\h^  ff 2h 
rechts  in  zwei  bestimmten  Ebenen  liegen,  so  gehen  die  Ebenen 

^1^2;  ^1^2  "^^  ff  1^27  ff2^\  ^^^^^  durch  zwei  bestimmte  Punkte. 
Die  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtung  ist  zu  empfehlen. 
In  Bezug  auf  die  constructive  Bedeutung  des  Pro- 
blems von  der  gemeinsamen  Developpabeln  bemerken 
wir  noch,  dass  wenn  eine  der  betrachteten  Flächen 
leuchtend  ist  und  die  andere  als  von  ihr  beleuchtet 
betrachtet  wird,  die  Berührungscurven  der  Deve- 
loppabeln mit  der  letzten  Fläche  die  Grenzlinien 
des  Halbschattens  und  des  Vollschattens  auf  der- 
selben sind,  während  die  Mäntel  der  developpabeln 
Fläche  selbst  auf  der  der  leuchtenden  Fläche  abge- 
wendeten   Seite    der    beleuchteten     die    Bäume    be- 
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grenzen,  wejclie  man  als  Halbschatten-  und  Eern- 
schattenräume  bezeichnen  kann. 

Wir  erörtern  unter  den  Beispielen  die  verschiedenen  Fälle, 
insbesondere  auch  einige  Hauptcharaktere  des  wichtigen  Falles 
der  confocalen  Flächen,  endlich  die  Verbindung  des 
Büschels  und  der  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  von  zwei  solchen  Flächen  bestimmt  werden. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Art.  über  den  projicie- 
renden  Kegel  der  Durchdringungscurve  von  Flächen  zweiten 
Grades  aus  irgend  einem  Punkte  mit  Benutzung  des  Büschels 
seiner  Polarebenen  in  ihnen,  sowie  der  Regeischaaren  der  con- 
jugierten  der  durch  ihn  gehenden  Geraden  und  der  Kaumcurve 
dritter  Ordnung  der  Pole  der  durch  ihn  gehenden  Ebenen 
werden  nach  dem  Principe  der  Reciprocität  oder  der  Dualität 
Schritt  für  Schritt  übertragen  in  entsprechende  Untersuchungen 
und  Resultate  in  Bezug  auf  die  Spurcurve  der  gemein- 
samen Developpabeln  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiten  Grades  in  irgend  einer  Ebene.  Die  Reihe  ihrer 
Pole  in  jenen  und  die  Spuren  ihrer  Umrisskegel  aus  denselben, 
die  Regeischaaren  der  conjugierten  zu  den  in  ihr  gelegenen 
Geraden  und  die  developpabeln  Flächen  dritter  Glasse  aus  den 
Polarebenen  der  in  ihr  gelegenen  Punkte  führen  zu  entsprech- 
enden Beziehungen  für  die  Gurve  vierter  Glasse  achter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppeltangenten  und  vier  Paaren  von  Doppel- 
punkten, zwölf  Rückkehrpunkten  und  ohne  Inflexionen.  Für 
die  Bildung  ihrer  Specialfälle  vergleiche  man  §  26, 16  f.  und  die 
in  den  hier  folgenden  Beispielen  enthaltene  Wegweisung.  Der 
Specialfall,  in  welchem  die  eine  degenerierte  Fläche  der  Schaar 
der  imaginäre  unendlich  ferne  Kreis  aller  Kugeln  ist,  oder  der 
Fall  der  Schnitte  der  imaginären  Envel  oppe  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades  verdient  besondere  Aufmerksamkeit. 

Dass  auch  dieGonstruction  einer  Fläche  zweiten  Grades 
aus  neun  Tangentialebenen  und  in  verschiedenen  leicht 
aufzuzählenden  Specialformen  dieser  Bedingung  nach  dem 
Principe  der  Dualität  aus  den  Constructionen  des  vorigen  Art. 
abgeleitet  werden  kann,  erwähnen  wir  nur  ohne  weitere  Erör- 
terung; auch  die  Bildung  bezüglicher  Beispiele  dürfen  wir 
ganz  dem  Leser  überlassen. 

1)  Man  erläutere  die  Construction  der  gemeinsamen  umgeschrie- 
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benen  Developpabeln  von  zwei  Kegelschnitten  oder  von  zwei  ebenen 
Cnrven  überhaupt  als  dualistisch  entsprechend  oder  reciprok  zur 
Construction  der  gemeinsamen  Curve  von  zwei  Kegelflächen. 

Man  beachte  dabei  besonders  die  Punkte  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen^  welche  auf  den  Kegelschnitten  selbst  liegen;  die  Ebenen, 
Erzeugenden  und  Punkte^  welche  sie  liefern,  sind  durch  die  Polar- 
figur zu  characterisieren.  (Vergl.  Tafel  III,  Punkte  C  ,  .  .  K  und 
ihre  Tangenten;  die  entsprechenden  Schmiegungsebenen  sind  die 
stationären.) 

2)  Wenn  der  eine  Kegelschnitt  die  Ebene  des  andern  berührt, 
so  sondert  sich  diese  Ebene  zweifach  von  der  Developpabeln  ab 
und  man  erhält  r*  «=  6.  Bei  gegenseitiger  Berührung  kommt  man 
auf  die  Developpable  vierter  Ordnung  zurück,  zusammen  mit  zwei 
doppelt  zählenden  Schmiegungsebenen. 

3)  Man  erörtere  die  constructiven  Bedingungen  für  das  Auf- 
treten von  Doppelebenen  der  so  entstehenden  Developpabeln;  ins- 
besondere von  stationären  Ebenen  im  Vergleich  zu  §  20  f.  (Vergl. 
§  50,  7f.) 

4)  Man  zeige  aus  der  Construction,  dass  in  den  Ebenen  der 
Doppelkegelschnitte  der  Developpabeln  je  vier  Erzeugende  derselben 
liegen  (vergl.  1)  und  ebenso ;  dass  durch  die  Spitzen  der  doppelt 
berührenden  Kegel  zweiten  Qrades  der  Durchdringungscurve  je  vier 
Tangenten  derselben  gehen.  Dies  ist  in  Uebereinstimmung  einer- 
seits mit  r*  «=  8,  anderseits  mit  r  =  8, 

5)  Eine  beliebige  Ebene  E  des  Raumes  enthält  zwei  Gerade, 
welche  mit  der  gemeinsamen  Developpabeln  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  je  zwei  Schmiegungsebenen  gemein  haben  —  nämlich  die 
beiden  in  E  gelegenen  Erzeugenden  derjenigen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  E  berührt  und  der  Developpabeln  eingeschrieben  ist. 
Man  sieht;  dass  die  Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes  der  De- 
veloppabeln auch  nicht  reell  sein  können.. 

6)  Wie  bedingt  man,  dass  die  einer  solchen  Deve- 
loppabeln eingeschriebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
eine  Begelfläche  wird?  Man  lässt  die  sie  bestimmende  Ebene 
durch  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  der  Developpabeln  gehen. 
(Vergl.  §  45,  9.) 

7)  Die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Developpabeln  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  derselben  bilden  eine  Curve 
vierter  Ordnung  oder  sie  liegen  auf  einer  anderen  Fläche  zweiten 
Grades  von  dem  nämlichen  Quadrupel  harmonischer  Pole  mit  den 
gegebenen.  Der  entsprechende  Satz  für  die  Tangentialebenen  in  den 
Punkten  der  Durchdringungscurve  an  die  eine  der  beiden  Flächen 
ist  ebenso  wahr. 

8)  Die  Pole  E^^  E^  einer  Ebene  E  in  Bezug  auf  zwei  gege- 
bene Flächen  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Geraden  ß,  welche 
mit  E  einen  Punkt  bestimmt^  durch  den  an  ihre  gemeinschaftliche 
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Deyeloppable  vier  Ebenen  gehen,  die  sich  zweimal  in  Paaren  auf 
Geraden  in  E  durchschneiden. 

9)  Man  entwickele  die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  der  in  §  43,  20  gegebenen  reciprok  ist. 

10)  Man  bilde  zu  §  45,  13—20  die  entsprechenden  Sätze  und 
Constructionen  nach  dem  Princip  der  Beciprocität;  ebenso  zu  den 
Sätzen  und  Aufgaben  21 — 27  ibid. 

11)  Man  erläutere  für  zwei  Kegelschnitte  A^],  A^2  "^  ^®^ 
Ebenen  M|  und  M2  die  Bestimmung  der  Ebenen  der  beiden  übrigen 
Kegelschnitte  der  gemeinsam  umgeschriebenen  developpabeln  Räche. 

1 2)  Man  characterisiere  die  gemeinschaftlich  umgeschriebene  De- 
yeloppable von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  für  den  Fall,  dass  sich 
diese  in  einem  Punkte  berühren  und  erläutere,  wie  dieselbe  durch 
zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Weise  erzeugt  werden  kann.  (Vergl. 
§  45,  6,  §  25  und  §  20.) 

13)  Wenn  besitzt  die  gemeinsam  umgeschriebene  Developpable 
von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  eine  stationäre  Ebene  und  wie 
kann  eine  solche  als  Grenzfläche  des  Halbschattens  und  Kemschat- 
tcns  erzeugt  werden,  den  eine  leuchtende  Kegelschnittfläche  mit 
einem  andern  Kegelschnitt  bildet?   (Vergl.  §  25.) 

14)  Die  Developpable  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bück- 
kehrpunkt ist  die  gemeinsam  umgeschriebene  von  unendlich  vielen 
Flächen  zweiten  Grades,  die  in  dem  der  stationären  Ebene  ent- 
sprechenden Curvenpunkte  nach  jener  in  stationärer  Berührung  sind 
—  sowie  die  Curve  selbst  die  gemeinsam  eingeschriebene  von  un- 
endlich vielen  Flächen  zweiten  Grades,  die  im  stationären  Punkt 
in  stationärer  Berührung  sind. 

15)  Wenn  für  eine  developpable  Fläche  vierter  Classe  die  eine 
der  Doppelcurven  ein  gegebener  Kegelschnitt  K^  und  die  andere  K^ 
ein  Kreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ist,  der  die  Richtung  der 
Normalen  zur  Ebene  von  K^  zum  Mittelpunkte  hat,  so  sind  alle 
Erzeugenden  und  Tangentialebenen  der  Developpabeln  gegen  jene 
Normale  und  gegen  die  Ebene  des  Kegelschnittes  Ky  von  gleicher 
Neigung.  Ist  die  letztere  horizontal,  so  kann  man  die  fragliche 
Developpable  als  eine  solche  von  gleichem  Fallen  durch 
einen  horizontalen  Kegelschnitt  bezeichnen;  sowie  die  de- 
veloppable Schraubenfläche  die  Developpable  von  gleichem  Falle 
durch  eine  horizontale  Kreisevolvente  ist.  Man  zeige,  dass  die  beiden 
andern  Kegelschnitte  auf  der  Developpabeln  in  denjenigen  Ebenen 
liegen,  welche  durch  die  Axen  von  K^  normal  zu  seiner  Ebene  gehen, 
und  bestimme  sie. 

Die  Orthogonalprojectionen  der  Erzeugenden  auf  die  Ebene 
des  horizontalen  Kegelschnittes  sind  die  Normalen  desselben;  die 
entsprechende  Projection  der  Rückkehrcurve  der  Developpabeln  ist 
die  Evolute  des  Kegelschnittes. 

Die  Veränderung  des  Fallwinkels  der  Developpabeln  bei  Fest- 
haltung  des  Grundkegelschnittes  hat  nur  eine  proportionale  Vor- 
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ftndenmg  der  Höhen  der  Ponkte  von  einerlei  Projection  über 
und  unter  seiner  Ebene  zur  Folge,  so  dass  zwei  solche  Flächen 
orthogonal  affin  sind  in  perspectivischer  Lage  für  das  Yerhältniss 
der  Tangenten  der  Fallwinkel  als  Affinitälsverhältniss ;  dieselben 
können  daher  alle  auf  die  dem  Winkel  von  45^  entsprechende 
zurückgeführt  werden,  deren  beide  Mäntel  sich  im  Grundkegelschnitt 
rechtwinklig  durchsetzen.  Für  diese  werden  aber  die  Punktreihen 
ihrer  Erzeugenden  durch  die  den  Grundkegelschnitt  in  ihren  Fuss- 
punkten  resp.  berührenden  Kreise  cyklographisch  dargestellt,  oder 
die  Qesammtheit  der  den  Grundkegelschnitt  berührenden  Kreise 
bildet  die  cjklographische  Darstellung  der  ganzen  Fläche;  jeder 
Kreis  nach  dem  doppelten  DrehungssinU;  der  ihm  beigelegt  werden 
mvLsSf  die  eines  Paares  zur  Grundebene  symmetrischer  Punkte. 

16)  Man  zeige,  wie  die  doppelt  berührenden  Kreise  die  beiden 
in  den  Verticalebenen  durch  die  Axen  liegenden  Doppelkegelschnitte 
der  Fläche  liefern  und  bestimme  diese  auf  Grund  der  in  §  32,  2  f. 
entwickelten  Gesetze.  Man  construiere  auch  mittelst  der  Krüm- 
mungskreise des  Kegelschnittes  die  Rückkehrcurve  der  developpa- 
beln  Fläche  und  discutiere  ihre  Form  und  Lage. 

Betrachten  wir  in  der  Normale  des  Kegelschnittes  im  Punkte 
P  ihre  Schnitte  /  und  /j  bei  der  Ellipse  resp.  E  und  Ei  bei  der 
Hyperbel  mit  der  Haupt-  und  Nebenaxe  derselben,  so  erhalten  wir 
durch  Abtragung  der  Längen  PJ  resp.  PE  und  P/^  resp.  Pi?, 
auf  Normalen  zu  seiner  Ebene  in  /  resp.  E  und  /,  resp.  E^  die 
Punkte  der  Doppelkegelschnitte  unserer  developpabeln  Fläche,  welche 
in  den  durch  die  Haupt-  und  resp.  Nebenaxe  des  Grundkegelschnittes 
^henden  Verticalebenen  enthalten  sind.  Für  Af  als  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes  erhält  man  aber  aus  den  ähnlichen  Dreiecken 
MJJ^^  MEyE^  PJEj  /'j?, /,  aus  den  bezüglichen  Entwickelungen 
des  §  32  für  die  bezüglichen  Längen  die  folgenden  Ausdrücke 


''i        ^1       JLT  V ^  ''i  +  ^ 


MJ^c^    .     \     ME^c 


2 


r, -frj'  n-^2' 


und  diese  erfüllen  für  alle  Lagen  von  P  in  dem  betrachteten  Kegel- 
schnitt, wenn  er  eine  Ellipse  ist  wegen  r,  -f-  r^  =  2  a ,  b^  =  a}  —  c' 
die  Relationen 


MJ'^      ,PJJ_.  PJ^  _    MJ^    _ 
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und  wenn  derselbe  eine  Hyperbel  ist  wegen  r,  — r2=2a,  &^=c^ — ä^ 


«2  +  ^2         Ä>'^    ~    '  a^         fl2  +  ^,2  — 1- 

Diese  Relationen  sind  offenbar  die  Gleichungen  der  Doppel- 
curven  in  den  bezeichneten  Verticalebenen ;  für  die  MJy  ME 
als  Coordinaten  x,  die  iff/p  MEi  als  y  und  die  PJ^  PJ\i  ^^» 
PEy  als  Coordinaten  z  eines  Systems  Oartesischer  Raumcoordinaten 
erhalten  sie  die  gewöhnliche  Form. 

17)  Sie  lehren,  dass  für  den  Grundkegelschnitt  als  Ellipse  die 
fraglichen  Doppelcurven  eine  Ellipse  in  der  Verticalebene  durch 
die  Hauptaxe  und  eine  Hyperbel  in  der  Verticalebene  durch  die 
Nebenaxe  sind;  dass  jene  die  reellen  Brennpunkte  der  Grundellipse 
zu  Scheiteln  hat,  während  ihre  Axe  in  z  der  Nebenaxe  der  Grund- 
ellipse gleich  ist,  so  dass  sie  für  die  a.  a.  0.  schon  hervorgetretene 
specielle  Ellipse  mit  a^  —-  2c^  zum  Kreise  über  der  Brennpunkts- 
distanz wird;  während  diese,  die  Hyperbel  in  yz,  ihre  Scheitel  in 
z  auf  dem  über  der  Hauptaxe  der  Grundellipse  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  hat  und  den  reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe 
gleich  und   zusammenfallend   mit  der  Nebenaxe   der  Grundellipse. 

Beide  neuen  Doppelcurven  sind  in  der  developpabeln  Fläche  zum 
Theil  reell  doppelt,  zum  Theil  isoliert;  die  üebergangsstellen 
werden  bestimmt  durch  die  Centra  der  kleinsten  und  grössten  reell 
doppelt  berührenden  Kreise ,  d.  h.  der  Krümmungskreise  in  den 
Scheiteln  der  Grundellipse;  für  die  doppelte  Ellipse  in  der  Ebene 
xz  durch  die  Krümmungscentra  der  Scheitel  der  Hauptaxe,  für  die 
doppelte  Hyperbel  m  yz-  durch  die  der  Scheitel  der  Nebena^, 
welche  jeweilig  ihre  Projectionen  sind,  und  zwar  sind  die  zwischen 
diesen  Grenz  punkten  liegenden  Bögen  beider  Doppelcurven,  denen 
die  Scheitel  in  der  Axe  z  angehören,  reell  doppelt  und  der  Rest 
ist  isoliert  doppelt  oder  parasitisch  in  der  Fläche.    (§  50.) 

Dieselben  Grenzpunkte  sind  zugleich  nach  §  17  die  stationären 
Punkte  in  der  Rückkehrcurve  der  developpabeln  Fläche,  deren  Pro- 
jection  der  Ort  der  Krümmungscentra  oder  die  Evolute  der  Grund- 
ellipse ist;  die  im  Krümmungscentrum  normal  zur  Grundebene  ab- 
getragene Länge  des  Krümmungsradius  liefert  die  entsprechenden 
Punkte  der  Rückkehrcurve;  für  die  vorerwähnten  Grenz-  und  sta- 
tionären -Punkte  sind  die  zugehörigen  Tangenten  die  vier  von  ihnen 
nach  den  Scheiteln  der  Gmndellipse  gehenden  45^-Linien.  Von 
diesen  Punkten  und  den  damit  bezeichneten  Richtungen  aus  gehen 
nach  den  zwei  benachbarten  Punkten  derselben  Art  und  ihren  Tan- 
genten die  vier  Curvenäste  oberhalb  und  die  vier  zu  ihnen  orthogonal 
symmetrischen  unterhalb  der  Ebene  xy^  welche  den  vier  Theilen 
der  Evolute  von  einem  Rückkehrpunkte  zum  nächsten  entsprechen. 
Die  Projectionen  der  oberen  Rückkehrcurve  auf  xz  und  resp.  yz 
bilden  mit  den  reell  doppelten  Bögen  der  Ellipse  resp.  Hyperbel 
krummlinige  nach  innen  convexe  Dreiecke,  die  zu  den  zwei  Ecken 
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in  den  Grenzpunkten  die  jeweilige  dritte  Ecke  in  der  Axe  z  haben, 
Doppelprojectionen,  wie  die  Evolute  der  Grundellipse. 

18)  Für  den-  Grundkegelschnitt  als  horizontale  Hyperbel  mit 
der  Hauptaxe  in  x  ist  der  Doppelkegelschnitt  \n  xz  eine  Hyperbel 
mit  den  Brennpunkten  der  ersten  als  Scheiteln  und  von  derselben 
Nebenaxenlänge  in  z  wie  jene  in  y;  dieselbe  ist  imaginär  doppelt 
in  den  ihren  Scheiteln  benachbarten  Bögen  bis  zu  den  Punkten 
mit  nach  den  Scheiteln  der  Grundhyperbel  gehenden  45^- Tangenten, 
deren  cyklographische  Bilder  die  Osculationskreise  in  jenen  Schei- 
teln sind.  Von  diesen  Grenzpunkten  aus  als  Rückkehrpunkten  nach 
jenen  Tangenten  verlaufen  die  je  zwei  Aeste  der  Rückkehrcurven, 
deren  Projectionen  die  je '  zwei  dem  einen  und  dem  anderen  Hy- 
perbelaste entsprechenden  Aeste  der  Evolute  sind  und  die  wie  diese 
in's  Unendliche  gehen.  Die  Doppelcurve  '\vl  yz  ist  eine  durchweg 
reell  doppelte  Hyperbel,  welche  ihre  Hauptaxe  in  z  und  gleich  der 
Hauptaxe  der  Grundhyperbel,  den  reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe  aber 
gleich  der  Brennpunktsdistanz  von  dieser  hat.  Die  Verbindungs- 
linien der  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Doppelcurven  sind  die  un- 
endlich fernen  reellen  Erzeugenden  der  Fläche,  Stellungen,  die  die 
Asymptotenrichtungen  der  Grundhyperbel  in  Paaren  enthalten. 

19)  Wenn  der  Grundkegelschnitt  eine  horizontale  Parabel  in 
xy  mit  der  Axe  in  x  ist,  so  haben  wir  als  einzige  Doppelcurve 
eine  ihr  gleiche  Parabel  vom  nämlichen  Sinne  der  Oeffnung,  die 
den  Brennpunkt  der  ersten  zum  Scheitel  hat.  Die  vom  Scheitel 
der  ersten  an  sie  gehenden  45^-Tangenten,  deren  Berührungspunkte 
durch  den  Scheitel- Osculationskreis  der  ersten  cy klographisch  ab- 
gebildet werden,  geben  in  dieser  die  Anfangsstellen  ihrer  unbe- 
grenzten reell  doppelten  Theile  und  zugleich  die  Rückkehrpunkte 
und  Anfangsrichtungen  der  Rückkehrcurve ,  die  die  Evolute  der 
Parabel  zur  Doppelprojection  hat  und  also  auch  wie  diese  in's  Un- 
endliche geht.  Die  Verticalebene  durch  die  Nebenaxe  ist  unendlich 
fem  und  die  entsprechende  Doppelcurve  verschwindet,  die  Rück- 
kehrcurve erscheint  wie  die  eine  Hälfte  der  dem  hyperbolischen 
Grundkegelschnitt  entsprechenden.  Die  Ausftlhrung  dieser  Figuren 
—  etwa  in  schiefer  Axonometrie  ohne  Verkürzungen  der  Axen  —  ist 
sehr  zu  empfehlen;  ebenso  wie  die  Anfertigung  bezüglicher  Modelle. 

20)  Die  Schnittcurven  der  Developpabeln  gleichen  Fallens  mit 
zur  Grundebene  parallelen  Ebenen  werden  als  Parallelcurven  des 
Qrundkegelschnittes  projiciert,  d.  h.  als  Orte  der  Centra  derjenigen 
berührenden  Kreise  desselben,  deren  Radius  der  Distanz  der  Ebenen 
gleich  ist;  es  sind  Curven  achter  Ordnung  und  vierier  ClassC;  für 
die  die  acht  Schnitte  der  Ebenen  mit  den  Doppelcurven  die  Dop- 
pelpunkte in  dciA  Axen  des  Grundkegelschnittes  und  im  Unendlichen 
und  die  zwölf  Durchschnitte  mit  der  Rückkehrcurve  die  stationären 
Punkte  in  der  Evolute  liefern.  Man  Übersieht  sofort;  dass  sta- 
tionäre Punkte  und  Doppelpunkte  erst  zugleich  auftreten,  wenn  die 
Ebenendistanz  den  Krümmungsradius  im  Hauptaxenscheitel  über- 
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trifft,  und  dass  für  Distanzen  zwischen  der  kleinen  und  grossen 
Halbaze  der  Grundellipse  nur  Bückkebrpunkte,  sodann  wieder  bei- 
derlei,  aber  nun  die  Doppelpunkte  in  der  Nebenaxe,  und  schliesslich 
f(ir  alle  weiter  wachsenden  Distanzen  nur  isolierte  Doppelpunkte 
in  dieser  auftreten  können;  indess  für  den  Grundkegelschnitt  als 
Hyperbel  zwar  auch  Doppelpunkte  in  der  Hauptaxe  und  stationäre 
Punkte  in  der  Evolute  gleichzeitig  für  Distanzen  über  dem  Krüm- 
mungsradius im  Scheitel  auftreten,  aber  ohne  bei  wachsenden  Di- 
stanzen jemals  zu  verschwinden ,  während  noch  Doppelpunktpaare 
in  der  Nebenaxe  hinzutreten. 

Wesentlich  Gleiches  gilt  für  andere  ebene  Querschnitte;  ihre 
Projectionen  sind  die  Orte  der  Centra  den  Grundkegelschnitt  be- 
rührender Kreise,  die  die  Spur  der  Ebene  unter  vorgeschriebenem 
Winkel  schneiden.  [I,  §  (7).]  Doch  sind  die  45^-Ebenen  besonders 
zu  betrachten,  welche  die  Systeme  berührender  Kreise  des  Kegel- 
schnittes liefern,  die  auch  eine  feste  Gerade  berühren;  ihre  Schnitte 
mit  den  Doppelcurven  und  mit  der  Bückkehrcurve  unter  diesen  die 
doppelt  berührenden  und  die  Osculationskreise  des  Kegelschnittes. 

Die  Durchdringungen  unserer  developpabeln  Fläche  gleichen 
Fallens  mit  gleichseitigen  Botations-Kegeln  resp.  -Hyperboloiden 
von  zur  Tafel  normaler  Axe  geben  Anlass  zur  Untersuchung  der 
Systeme  und  Gruppen  von  einfach,  doppelt  und  dreipunktig  be- 
rührenden Kreisen  des  Kegelschnittes,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  einen  Kreis  berühren^  resp.  welche  einen  Kreis  ortho- 
gonal oder  diametral  oder  endlich  unter  vorgeschriebenen  Winkeln 
schneiden.  Man  erläutere  unter  diesem  Gesichtspunkte  den  Satz, 
dass  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnittes  vier  seiner  Krümmungs- 
kreise gehen,  der  zugehörige  und  drei,  die  ihn  in  anderen  Punkten 
osculiereU;  welche  mit  jenem  auf  einem  Kreise  liegen  und  erweitere 
denselben.  Ebenso  kann  man  die  berührenden  Kreise  bestimmen, 
die  einer  linearen  Beihe,  einem  durch  zwei  seiner  Kreise  bestimmten 
Büschel  von  Kreisen  angehören,  etc. 

Die  Durchdringung  der  45^-Developpabeln  über  zwei  verschie- 
denen Kegelschnitten  derselben  Ebene  giebt  das  System  von  Kreisen, 
welche  beide  Kegelschnitte  berühren,  und  die  Gruppen  von  solchen, 
welche  den  einen  doppelt  oder  dreipunktig  und  den  anderen  ein- 
fach berühren;  etc.  Aehnliche  Probleme  hätten  schon  bei  der  Be- 
trachtung der  Tangentenfläche  der  Schraubenlinie  mit  ß  «=  45"  in 
§  13,  6  als  Fläche  gleichen  Fallens  durch  die  Kreisevolvente  auf- 
gestellt werden  können;  etc. 

Es  ist  evident,  dass  für  andere  ebene  Gurven  eine  ganz  ajialoge 
Auffassung  des  Normalenproblems,  etc.  sich  durchführen  lässt,  wie 
die  vorigen  Betrachtungen  sie  für  Kegelschnitte  enthalten. 

21)  Man  bestimme  die  Lage  der  beiden  Kegelschnittebenen  für 
die  Developpable  gleichen  Fallens  durch  einen  Kegel- 
schnitt in   schräger  Ebene.     Der  Mittelpunkt  des  unendlich 
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fernen  Kreises  ist  die  Bichtang  der  Verticalen.  Man  macbe  ihre 
Darstellung  in  Centralprojection  auf  eine  verticale  Bildebene. 

22)  Die  Erzeugenden  der  Developpabeln  werden  durch  die  drei 
im  endlichen  Baume  gelegenen  Doppelkegelschnitte  derselben  in 
gli^ichem  Verhältniss  getheilt.  Nach  den  in  15  citierten  Werthen 
erhält  man  fttr  die  Ellipse  resp.  Hyperbel 

/>y,  :  PJ  :  JJ^  =  fl2  .  ^2  .  ^2^     pß^  .  pß  .  ßß^  =  a2  .  ^2  .  ^2. 

es  sind  also  die  Verhältnisse  der  Abschnitte  der  Erzeugenden 
zwischen  den  Doppelcurven  nur  von  der  Form  des  Grundkegel- 
schnittes abhängig  —  von  seinem  Axenverhältniss  oder  seiner  nume- 
rischen Excentricität ;  denn  diese  Abschnitte  selbst  gehen  aus  ihren 
hier  geschriebenen  Projectionen  durch  Division  mit  dem  Cosinus 
des  Fallwinkels  gleichmässig  hervor. 

Für  die  Ellipse  ä^  =  2c^  oder  b  ^=^  c,  bei  welcher  die  zweite 
Doppelcurve  ein  Kreis  ist  (17),  erhält  man  speciell 

/>y,  :/>/://,  =  2  :  1  :  1 

und  für  den  Grundkegelschnitt  als  gleichseitige  Hyperbel  oder 
2a^  ssa  c^^  wo  beide  andere  Doppelcurven  im  Endlichen  gleiche 
Hyperbeln  werden^  analog 

PE^  :  PE :  EE^  =  1:1:2. 

23)  Aus  der  Developpabeln  gleichen  Fallens  in  14)  für  45^ 
konnte  durch  orthogonale  AfQnität  für  die  Grundebene  als  Affini- 
tätsebene jede  andere  solche  Developpable  gleichen  Fallens  abge- 
leitet werden.  Durch  allgemeine  Affinität  fttr  eine  beliebige  Grund- 
ebene wird  man  daraus  jede  developpable  Fläche  bilden  können, 
welche  einen  Kegelschnitt  im  Endlichen  und  eine  unendlich  ferne 
Ellipse  zu  Doppelcurven  hat.  Insbesondere  aber  führt  die  centrisch 
collineare  Umwandlung  die  Developpable  gleichen  Fallens  direct 
in  andere,  zwei  reellen  Kegelschnitten  von  allgemeiner  Lage  ge- 
meinsam umgeschriebene,  Developpable  über  und  zeigt,  dass  die 
projectivischen  Eigenschaften  der  ersten  bei  diesen  fortbestehen. 

Die  Constanten  Theilverhältnisse  in  22) 

PJy  :  PJ    und     PJ  :  JJ^  etc. 

werden  zu  den  Doppelverhältnissen 

(7,  JPP^)  und  (/>/,  7/>,)  ,     (^,  EPP^)  und  {PE^  EP^) , 

wenn  wir  mit  P^  den  Durchschnittspunkt  der  Erzeugenden  mit  dem 
vierten  vorher  im  Unendlichen  gelegenen  Doppelkegelschnitte  be- 
zeichnen. Wir  haben  damit  einen  neuen  Beweis  für  den  Satz  von 
der  Constanz  des  Doppelverhältnisses^  das  eine  Erzeugende  mit  den 
Ebenen  des  Quadrupels  hervorbringt,  dessen  Dualen  wir  schon  im 
Abschn.  A,  §  26,  20  gefunden  hatten.  Man  benutze  die  Idee  der 
coUinearen  Umformung  für  die  Charakteristik  der  stationären  Punkte 
der  Bückkehrcurve  im  allgemeinen  Falle  u.  s.  w. 

Fiedler,  danteUende  Geometrie.  II.  8.  Aufl.  26 
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Wenn  man  von  der  gemeinsamen  Developpabeln  zweier  be- 
liebiger reeller  Kegelschnitte  ausgeht,  so  kann  man  sie  durch  Belief- 
bildung  zunächst  in  eine  solche  überführen^  bei  welcher  der  eine 
dieser  Kegelschnitte  zu  einem  Kreise  geworden  ist,  der  seinen  Mit- 
telpunkt in  der  Normale  auf  der  Ebene  des  anderen  in  seinem 
Mittelpunkte  und  seine  Ebene  zu  dieser  parallel  hat;  und  man  kann 
weiter  durch  eine  specielle  Beliefbildung  die  letzterhaltene  in  die 
Developpable  gleichen  Eallens  mit  45^  verwandeln. 

24)  Die  einer  solchen  Developpabeln  eingeschriebenen  Flächen 
zweiten  Grades  sind  concentrisch.    Wie  liegen  ihre  Hauptebenen? 

25)  Ist  der  unendlich  ferne  nicht  reelle  Kreis  die 
eine  der  Doppelcurven,  so  sind  alle  die  der  developpabeln 
Fläche  eingeschriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  concentrisch  und 
haben  zugleich  dieselben  Hauptebenen ;  die  Doppelcurven  liegen  in 
diesen  und  zwei  derselben  sind  reell. 

Denkt  man  die  eine  derselben  horizontal  —  in  xy  mit  den 
Axen  in  x  und  resp.  y  —  so  entspricht  die  Ersetzung  des  un- 
endlich fernen  Kreises  des  gleichseitigen  Botationskegels 

x'^  +  y'^  —  z'^^0 

durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis   aller  Kugeln,  also 
auch  der  Nullkugel 

x^  +  y*  +  z^  =  0 

der  Veränderung  des  Vorzeichens  von  z*,   d.  h.   auch  von  7*/^, 
PJi^,  PE^^  PE^^  in  den  Formeln  von  1*.    Dieselbe   liefert  aber 

m7^    _^ 


a^  —  ft« 

für  die  EUipse 

a2   +  ^2  —  1  . 

ä'  —  h. 


d.  h.  eine  reelle  Hyperbel  in  der  Ebene  xz  mit  den  Brennpunkten 
der  Grundellipse  als  Scheiteln  und  der  Nebenaxe  derselben  als  dem 
reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe  in  z  oder  ihren  Scheiteln  als  Brenn- 
punkten; und  eine  imaginäre  Ellipse  in  yz.  Und  sie  liefert  ftlr 
die  Hyperbel 


ME^        PE^  _  _  PE^  _    ME^^    _ 

fl2^j2-r    11    —1     und  ^j         ^^_^^^_i, 

d.  h.  eine  reelle  Ellipse  in  der  nämlichen  Belation  in  xz  und  eine 
imaginäre  Ellipse  in  yz.  Die  Beziehung  der  reellen  Doppelcurven 
ist  gegenseitig  und  irgend  zwei  Punkte  des  einen  von  zwei  solchen 
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Kegelschnitten  besitzen  in  Bezug  auf  den  anderen  die  Eigenschaft 
der  Brennpunkte  betreffs  der  Constanz  der  Entfernungssumme  oder 
Differenz.  Wir  sehen  die  charakteristischen  Merkmale  des  Uebeir- 
ganges  vom  Beeilen  zum  Imaginären,  wie  er  der  Cjklographie 
eigen  ist,  nochmals  in  der  Vergleichung  dieser  Figuren  mit  denen 
von  16  und  18. 

Die  centrisch-collineare  Umformung  erlaubt  von  dieser  spe- 
ciellen,  den  imaginären  unendlich  fernen  Kreis  als  Doppelcurve 
enthaltenden  Developpabeln  zu  jeder  andern  developpabeln  Fläche 
überzugehen,  deren  Doppelcurven  zwei  reelle  und  zwei  nicht  reelle 
Kegelschnitte  sind.  Welches  sind  die  allgemeinen  Charaktere  der 
reellen  Doppelkegelschnitte  einer  solchen  Fläche? 

Flg.  87. 


26)  Das  System  der  einer  solchen  developpabeln  Fläche  ein- 
geschriebenen Fläche  zweiter  Ordnung  führt  auf  die  nämlichen  Be- 
lationen  seiner  Doppelcurven  im  endlichen  Baume. 

Weil  nach  11)  §  45  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
der  Developpabeln  eingeschriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  eine 
Gerade  bilden,  und  nach  14)  §  40  eine  Ebene  und  eine  Gerade 
oder  zwei  Gerade  konjugiert  sind  in  Bezug  auf  den  nicht  reellen 
unendlich  fernen  Kreis,    wenn   sie  normal   zu   einander  sind,    so 

26  ♦ 
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liegen  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug   auf  die  Flfichen 
der  Schaar  auf  einer  zur  Ebene  normalen  Geraden. 

In  Folge  dessen  haben  die  Hauptschnitte  aller  dieser  FlSchen 
dieselben  Brennpunkte  (vergl.  I,  §  36);  man  nennt  sie  confocale 
FlächenzweitenGrades  und  bezeichnet  die  Doppelkegelschnitte 
als  ihre  Focal  curven.  Die  Fig.  87  zeigt  die  Focalcurven  P, ,  Fj 
des  EUipsoides  von  den  Axen  AB^  CD,  EF ^  wo  dies  auch  ihre 
Ordnung  nach  der  Grösse  ist.  Es  sind  G^ ,  //^  die  Brennpunkte  des 
Hauptschnittes  ABCD,  G.^i  H^  die  von  ABEF  und  Ö3,  H^  die 
von  CDEF\  die  Focalellipse  F^  in  der  Ebene  AB  CD  geht  durch 
G^  //j  B^  K^  und  G^ ,  //,  sind  ihre  Brennpunkte ;  die  Focalhyperbel 
F2  in  der  Ebene  A  B  EF  geht  durch  G^ ,  H^  und  hat  die  Brenn- 
punkte (?2)  '^21  ^^^  dringt  in  den  je  denselben  Durchmesser  an- 
gehörenden Punktepaaren  K^^  K^i  den  Kreispunkten,  aus  der  Fläche 
heraus.  Die  entsprechenden  Diametralkreisschnitte  sind  A',*,  Ä'j*. 
Wir  kommen  im  HI.  Bande  auf  die  Untersuchung  der  confocalen 
Flächen  zweiten  Grades  zurück  und  erwähnen  hier  nur  einige  Haupt- 
eigenschaften derselben. 

27)  Die  Tangentenkegel,  welche  aus  einem  Punkte  an  die 
Flächen  der  Schaar  der  Confocalen  gehen,  sind  coaxial  und  con- 
focal;  speciell,  die  orthogonal  projectivischen  umrisse  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades  sind  confocal  unter  einander  und  mit  den 
entsprechenden  Projectionen  ihrer  Focalcurven.  (Vergl.  Fig.  87.) 

Die  Brennpunkta  der  Ortbogonalprojectionen  der  Focalcurven 
einer  Fläche  zweiten  Grades  auf  irgend  eine  Ebene  sind  also  auch 
die  Brennpunkte  ihres  entsprechenden  Umrisses,  so  dass  aus  der 
Kenntniss  von  zwei  Hauptschnitten  der  Fläche  durch  Umlegung 
derselben  in  die  Tafel  die  Brennpunkte  des  Umrisses  direct  ge- 
funden werden  können.  (Für  eine  vielseitiger  und  bequemer  brauch- 
bare Bestimmung  vergl.  weiterhin  §  68,  9  f.) 

Zum  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  denken  wir  die  vier  nicht 
reellen  Tangentialebenen  der  gemeinsamen  Developpabeln  des  con- 
focalen Systems  von  dem  betrachteten  Punkte  L  aus  und  vergegen- 
wärtigen unS;  dass  sie  jede  Fläche  des  Systems,  die  von  L  an  sie 
gehenden  Tangentenkegel  und  den  imaginären  Kugelkreis  im  Un- 
endlichen berühren ;  dass  dieselben  somit  ein  Vierflach  bilden,  dessen 
Diagonaldreiflach  ein  Tripel  conjugierter  und  zugleich  orthogonaler 
Ebenen  in  beiden  Kegeln  ist;  während  zwei  in  einerlei  Diagonal- 
ebene liegende  Kanten  desselben  in  beiden  Kegeln  dieselbe  Becht- 
winkelinvolution  harmonischer  Polarebenen  tragen»  also  gemeinsame 
Focallinien  derselben  sind. 

28)  Durch  jeden  Punkt  im  Baume  gehen  drei  Flächen  von  der 
Schaar  der  Confocalen^  die  zu  einander  rechtwinklig  sind;  ihre  Tan- 
gentialebenen in  diesem  Punkte  sind  die  drei  zu  einander  recht- 
winkligen Ebenen,  welche  zugleich  in  Bezug  auf  die  gegebene  Flädie 
zweiter  Ordnung  oder  die  gegebene  Doppelcurve  der  Developpabeln 
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einander  conjugiert  sind;  die  Normalen  sind  daher  die  Axen  des 
in  27)  besprochenen  Systems  confocaler  Kegel. 

29)  Die  Focalcurven  bilden  den  Ort  der  Scheitel  derjenigen 
Rotationskegel,  welche  den  Flächen  der  Schaar  umgeschrieben  werden 
können;  sie  durchschneiden  daher  die  Flächen  normal  in  ihren 
Nabelpunkten,  wo  der  Rotationskegel  sich  auf  die  Tangentialebene 
reduciert,  und  jede  geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern.  (Vergl. 

§  9.  »•) 

Das  Centrum  der Collineation  zwischen  einer  Kugel 

und  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegt  auf  einer 
Focalcurve  der  letzteren;  der  nach  dem  Gentrum  der 
Kugel  gehende  Collineationsstrahl  ist  die  bezügliche 
Tangente  von  jener  (vergl.  §  43);  in  der  Figur  dieser  Colli- 
neation (Fig.  82,  83)  ist  daher  die  eine  der  Focalcnrven  durch 
fünf  Punkte  uud  ihre  Tangenten  bestimmt. 

30)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  ist  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  Normalen  der  einen  Fläche  in  den  aufeinander 
folgenden  Punkten  der  Curve  sich  schneiden,  weil  sie  in  der  bezüg- 
lichen Tangentialebene  der  andern  Fläche  liegen;  man  nennt  sie  die 
Krümraungslinien  der  Fläche.   (Vergl.  §  17,  5,  6.) 

Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  zwei 
Krümmungslinien  und  diese  sind  rechtwinklig  zu  einander. 

Die  orthogonalen  Projectionen  der  Krümm ungslinien  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  auf  ihre  Hauptebenen  sind  Kegelschnitte, 
deren   Axen   mit  denen  dieser  Hauptscfanitte  zusammenfallen;    etc. 

31)  Die  Grenzen  des  Halbschattens  und  Vollscbattens  an  einer 
Fläche  zweiten  Grades ,  welche  durch  eine  andere  Fläche  zweiten 
Grades  beleuchtet  wird,  sind  Raumcurven  vierter  Ordnung. 

32)  Die  gemeinsame  Developpable  D^  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  eigentliche  krumme  Flächen  enthält,  kann 
die  dualistisch  entsprechenden  zu  den  Besonderheiten  der  Grund- 
curve  eines  Büschels  zeigen,  die  in  §  45,  5 — 8  aufgezählt  bind. 
Also  ausser  der  D^  ohne  Doppelebene  erhalten  wir  die  mit  Doppel- 
und  die  mit  stationärer  Ebene;  sodann  die  Developpable  dritter 
Classe  mit  einer  ihrer  Doppeltangenten ,  speciell  einer  ihrer  Man- 
tellinien. Zwei  Kegelflächen  zweiter  Classe  mit  zwei  gemeinsamen 
Tangentialebenen  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen^  insbe- 
sondere mit  einer  gemeinsamen  Mantellinie  und  einerlei  Tangential- 
ebene längs  derselben,  und  endlich  ein  doppelt  zählender  Kegel 
zweiter  Classe.  Ferner  eine  Kegel  fläche  zweiter  Classe  und  ein  Paar 
von  geraden  Linien,  die  sie  berühren  und  einander  schneiden, 
speciell,  welche  sich  auf  ihr  schneiden  und  in  ihrer  zugehörigen 
Tangentialebene  liegen.  Endlich  die  Fälle  des  windschiefen  Vier- 
seits  mit  den  Specialformen  von  einer  doppelt  zählenden  Geraden 
mit  zwei  sie  schneidenden  windschiefen,  und  von  zwei  doppelten 
Geraden,  die  einander  schneiden. 
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Die  Lage  der  Miitelpunktsgeraden  der  Flächen  der  Schaar  and 
die  Specialitäten  der  Polardeveloppabeln  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  dieselben  (vergl.  §  45,  13)  in  diesen  verschiedenen  Fällen  zu 
erörtern,  ist  sehr  zu  empfehlen. 

Die  Vergleichung  der  hier  aufgezählten  Fälle  mit  denen  yon 
§  45  a.  a.  0.  zeigt  zugleich^  in  welchen  Fällen  die  Flächen  eines 
Büschels  zugleich  eine  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  bilden^ 
die  wir  vergleichen  mit  den  Büscheln  von  Kegelschnitten,  welche 
zugleich  Schaaren  sind. 

33)  Nach  dem  Vorigen  bestimmen  irgend  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  Fj,  'F^  im  Allgemeinen  zugleich  ein  Büschel  und  eine 
Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  ihrer  Durchdringungscurve 
C4  und  ihrer  gemeinsamen  Developpabeln  D^  als  Fundamentalcurve 
resp.  als  Fundamen taldeveloppable.  In  Analogie  zu  den  in  Beisp.  2 — 7 
des  §  25  enthaltenen  Sätzen  gelten  bezüglich  dessen  die  folgenden 
Sätze.  Die  Durchdringungscurve  der  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welche  den  Flächen  zweiten  Grades  F|^  F^  nach 
ihren  Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  Ebene  £  um- 
geschrieben sind,  liegt  mit  der  Grundcurve  C4  des  Bü- 
schels F|,  F2  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Alle 
Tangentialebenen  der  Fläche  zweiten  Grades  in  der 
durchF],  F2  bestimmten  Flächenschaar,  welche  E  be- 
rührt, liefern  in  derselben  Art  Durchdringungscurven 
der  zugehörigen  Kegel,  welche  auf  der  nämlichen 
Fläche  des  Büschels  liegen.  Der  Schnittpunkt  von  E  mit 
der  Verbindungsgeraden  ihrer  Pole  i?,;  E2  in  beiden  Flächen  F], 
F2  ist  der  Berührungspunkt  von  E  mit  jener  Fläche  der  Schaar 
und  die  durch  ihn  gehenden  Ebenen  liefern  als  die  Durchdringungs- 
curven der  von  ihren  Querschnitten  mit  den  Flächen  Ff ,  Fj  mit  den 
Polen  £^^  E^  resp.  als  Mittelpunkten  bestimmten  Kegel  zweiten 
Grades  die  Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  auf  derselben  Fläche 
des  Büschels. 

Ist  e^  eine  Erzeugende  des  von  E^  aus  der  Fläche  Fj  um- 
geschriebenen Kegels  E^^  F, ,  und  sind  P^ ;  P^  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegel  E^,  "P^,  so  trifft  die  Ebene  e,  E^  die  Flächen  F, ,  F^ 
in  zwei  Kegelschnitten;  die  Punkte  P^^  P^  liegen  mit  den  Schnitten 
der  Ebene  e^E^  mit  der  Grundcurve  C4  des  Büschels  F],  F^  auf 
einem  Kegelschnitt  und  also  mit  der  Grundcurve  in  einer  Fläche 
zweiten  Grades.  Verbindet  man  P,  oder  P.^  mit  E^^  so  liegt  auf 
der  Erzeugenden  ein  neuer  Punkt  der  Durchdringungscurve  der 
Kegel,  der  ivieder  derselben  Fläche  zweiten  Grades  angehört,  u.  s.  w. 

Die  gemeinsame  Developpable  der  Kegelschnitte, 
in  welchen  die  Flächen  zweiten  Grades  F|,  Fj  von  den 
Berührungskegeln  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  be- 
rührt werden,  umhüllt  mit  der  gemeinsamen  Developr 
pabeln  der  Flächen  F|,  F^  selbst  die  nämliche  Fläche  F 
zweiten    Grades.     Alle  Punkte    der    durch   P  gehenden 
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Fläche  des  Büschels  F^,  Fj  liefern  in  dieser  Art  De- 
veloppable  D*^  die  der  nämlichen  Fläche  F  umgeschrie- 
ben sind.  Die  Verbind ungsebene  von  P  mit  der  Durchschnittslinie 
seiner  Polarebenen  F| ,  Fj  in  beiden  Flächen  ist  die  Tangentialebene 
jener  Fläche  in  P  und  die  auf  ihr  liegenden  Punkte  liefern  als  die 
gemeinsamen  Developpabeln  der  von  ihren  Tangentialkegeln  an  F, , 
F2  mit  den  Polarebenen  Fj  resp.  F.^  bestimmten  Kegelschnitte 
lauter  D^,  die  dieselbe  Fläche  zweiten  Grades  umhdllen. 

So  entspricht  jeder  Fläche  des  Büschels  F) ,  Fj  eine  bestimmte 
Fläche  der  Schaar  F|,  F,;  der  Fläche  F,  entspricht  immer  die 
Fläche  F^;  jedem  Eegel  des  Büschels  entspricht  ein  Kegelschnitt 
der  Schaar. 

34)  Sind  F| ,  Fj  Kugel  flächen,  so  umhüllen  die  Ebenen 
mit  constantem  Flächenverhältniss  der  Schnittkreise  mit  ihnen  eine 
Fläche  der  durch  sie  bestimmten  Schaar ;  für  gleiche  Flächen  speciell 
ein  Rotationsparaboloid  mit  der  Centrale  der  Kugeln  als  Axe, 
ihrer  Mitte  als  Brennpunkt  und  der  Potenzebene  der  Kugeln  F,  ^ 
F.^  als  Tangentialebene  im  Scheitel.  Die  Durchdringungscurven  der 
zugehörigen  Rotationskegel  liegen  sämmtlich  auf  der  nämlichen 
Kugel  des  Büschels  F^,  F^.  Dem  Rotationsparaboloid  in  der 
Schaar  entspricht  die  Aehnlichkeitskugel  der  gegebenen  Ku- 
geln; etc.    (Vergl.  §  32,  22  und  §§  25,  2;  31,  8.)    . 

48.  Die  Flächen  zweiten  Grades  erläutern  einfach  und 
vollständig  die  doppelte  Entstehungsweise  einer  krum- 
men Fläche  als  Ort  von  Punkten,  sagen  wir  von  auf- 
geschriebenen Curven,  und  als  Enveloppe  von  Ebe- 
nen, sagen  wir  von  umgeschriebenen  Developpabeln. 
Sie  vermitteln  zugleich  den  Beweis,  dass  diese  beiden  An- 
schauungsweisen von  krummen  Flächen  als  doppelt  un- 
endlichen Reihen  Yon  Punkten,  und  als  doppelt  unendlichen 
Schaaren  von  Ebenen  —  im  Gegensatze  zu  den  Gurven  und 
developpabeln  Flächen  als  einfach  unendlichen  Reihen  und 
Schaaren  —  für  alle  Flächen  gültig  sind  und  liefern 
dabei  ein  für  die  darstellende  Geometrie  wichtiges  Theorem 
über  dieselben.  Ist  P  ein  Punkt  der  krummen  Fläche  F  und 
F  die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  und  zieht  man 
in  F  durch  P  nach  drei  verschiedenen  unendlich  nahen  Punk- 
ten P^j  />2,  />3  die  Geraden  PjPj,  PP^,  PP^^  welche  also  Tan- 
genten von  T  in  P  sind,  so  denke  man  durch  P,  jPj,  P^  eine 
Fläche  zweiten  Grades  Fj  gelegt,  die  somit  T  in  P  berührt  und 
also  auch  P^  enthält.  Legt  man  dann  durch  die  Geraden 
PP^j   PP^y   PP^i   etwa   nach   einem   beliebigen   Punkte    des 
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BaumeS;  drei  Ebenen;  so  schneiden  diese  die  Flache  in  drei 
Curven,  deren  zu  I\,  P^,  P^  respective  benachbarte  Punkte 
wir  jP,*,  -Pj*  P^*  nennen  wollen.  Die  vorerwähnte  Fläche 
zweiter  Ordnung  F,  kann  auch  durch  diese  drei  Punkte  ge- 
führt werden.  Sie  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre 
ebenen  Schnitte  durch  P  die  entsprechenden  Schnitte  der 
Fläche  F  in  diesem  Punkte  P  dreipuiiktig  berühren  oder  os- 
cidieren;  denn  der  Punkt  P  muss  nach  den  gegebenen  Bedin- 
gungen in  ihrer  Durchdringungscurve  mit  F  ein  dreifacher 
Punkt  sein.  Man  sagt,  dass  die  Fläche  zweiten  Grades  F^ 
selbst  die  Fläche  V  in  P  osculiere  und  sieht  aus  der  Betrach- 
tung,  dass  in  jedem  Punkte  einer  krummen  Fläche  unzählig 
yiele  sie  osculierende  Flächen  zweiten  Grades  bestimmt  werden 
können. 

Immer  aber  haben  in  Folge  der  Construction  beide  Flächen 
F  und  F2  nicht  nur  in  P,  sondern  auch  in  allen  dem  Punkte 
P  unendlich  nahen  Punkten  P^y  P^^-  einerlei  Tangentialebenen 
und  die  Beziehungen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten 
der  Flächen  zweiten  Grades  um  einen  Punkt  herum  stimmen 
sonach  mit  denen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten  der 
Fläche  F  in  den  zu  P  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten 
vollständig  überein.  Also  haben  die  Inflexions-  oder  Haupt- 
tangenten der  Fläche  F  in  /^  je  drei  Punkte  mit  der  besagten 
Fläche  F2  gemein,  d.  h.  sie  sind  ihre  Erzeugenden  für  den 
Punkt  P.  Und  so  wie  die  Tangenten  der  Fläche  Fj  in 
P  paarweis  conjugiert  sind  (§  39,  u),  so  dass  die 
Tangentialebenen  aus  den  nächstfolgenden  Punkten 
der  einen  an  die  Fläche  durch  die  andere  hindurch 
gehen,  so  sind  es  auch  die  Tangenten  der  krummen 
FlächeF;  diese  Paare  bilden  eine  Involution,  welche 
die  Inflexio  nstangenten  von  F  oder  die  Erzeugen- 
den der  Fläche  zweiten  Grades  Fg  in  P  zu  ihren 
Doppelstrahlen  hat. 

Legen  wir  parallel  der  Tangentialebene  F  in  P  und  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  ihr  eine  die  Flächen  F  und 
Fj  schneidende  Ebene  P*,  so  enthält  dieselbe  die  der  Tan- 
gentialebene unendlich  nahen  Punkte  P*  und,  da  dieselben  der 
Fläche  F  und  der  osculierenden  Fläche  Fj  gemeinsam  sind, 
ßo    schneidet   sie  F^  und  zugleich  F  in  einem  Kegelschnitt; 
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d.  h.  der  der  Tangentialebene  einer  krammen  Fläche 
unendlich  nahe  und  ihr  parallele  ebene  Schnitt  der- 
selben ist  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  K 
anzusehen.  Ist  dann  M  der  Mittelpunkt  der  Fläche  F,,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  im  Durchschnitt  des 
der  Ebene  F  conjugierten  Durchmessers  MP  mit  der  Schnitt- 
ebene; weil  alle  Parallelschnitte  von  F2  zu  einander  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  sind,  so  bilden  die  conjugierten  Durch- 
messer von  K  eine  Involution,  welche  der  Involution  der 
conjugierten  Tangenten  der  Flächen  F^  und  F  in  P 
gleich  ist  und  deren  Doppelstrahlen  den  ihrigen  parallel  sind. 
Der  Kegelschnitt  K  ist  also  eine  Ellipse,  so  lange  P  ein 
elliptischer  Punkt  und  er  ist  eine  Hyperbel^  sobald  P  ein 
hyperbolischer  Punkt  ist;  dann  geben  seine  Asymptoten  die 
Lage  der  Haupttangenten  in  P,  Er  ist  endlich  eine  Pa- 
rabel,  wenn  P  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche  ist,  und 
die  Axenrichtung  giebt  dann  die  Haupttangente  in  P.  Des- 
halb hat  man  den  unendlich  kleineu  Kegelschnitt  K  die  In- 
dicatrix  der  Fläche  F  im  Punkte  P  genannt. 

Wenn  die  Iiidicatrix  in  einem  Fläehenpunkte  ein  Kreis 
oder  die  Involution  der  Paare  der  conjugierten  Tangenten  eine 
Involution  rechter  Winkel  ist,  so  heisst  der  Punkt  ein  Nabel- 
punkt oder  Umbilicus  der  Fläche.  Wir  kennen  diese 
Punkte  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  aus  §  42,  14  etc. 

1)  Ist  der  Punkt  P  ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche  F, 
80  dass  seine  Inflexionstangenten  zusammen  fallen,  so  ist  die  oscu- 
lierende  Fläche  zweiten  Grades  F,  noih wendig  ein  Kegel.  Ist  dann 
Pi  der  zu  P  nächste  Punkt  in  der  Inflexionstangento  oder  der  Er- 
zeugenden des  Kegels,  so  berührt  die  Tangentialebene  in  P  den 
Kegel  und  folglich  auch  die  Fläche  F  noch  in  Pi\  d.  h.  die  Tan- 
gentialebene der  krummen  Fläche  in  einem  parabolischen  Punkte  be- 
rührt die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  und  wird 
daher  eine  stationäre  Tangentialebene  derselben  genannt 

2)  Ist  P  ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche  F,  so  gehen 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  zu  P  nach  allen  Seiten 
unencilich  nahen  Punkten  derselben  durch  die  Haupttangente  in  P 
und  bilden  somit  ein  Büschel  von  Ebenen. 

3)  Ist  Pein  Nabelpunkt  (Umbilicus)  in  der  osculierenden Fläche 
F21  so  ist  er  auch  ein  solcher  in  der  Fläche  F;  unter  den  oscu- 
lierenden Flächen  zweiten  Grades  ist  dann  eine  Kugel.  Man  con* 
struiere  dieselbe  nach  der  Methode  dos  Textes.    Man  kann  die  ver- 
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fügbaren  drei  Punkte  der  Fläche  zweiten  Grades  auf  dem  unendlich 
fei^ien  imaginären  Kugelkreise  wählen. 

4)  Für  einen  elliptischen  Punkt  der  Fläche  sind  die  Krüm- 
mungsradien der  durch  die  Axen  der  Indicatrix  geführten  Normal- 
schnitte der  grösste  und  kleinste  unter  den  Krümmungsradien  aller 
Normalschnitte  durch  den  bezüglichen  Flächenpunkt;  für  einen 
Nabelpunkt  oder  einen  Kreispunkt,  wie  man  auch  sagen  kann,  sind 
sie  alle  gleich  gross;  für  einen  hyperbolischen  Punkt  entsprechen 
den  Asymptoten  der  Indicatrix  unendlich  grosse  Krümmungsradien 
der  zugehörigen  Normalschnitte  und  findet  beim  Durchgang  durch 
dieselben  der  Wechsel  des  Vorzeichens  der  Krümmungsradien  und 
der  Krümmung  statt. 

5)  Berühren  zwei  krumme  Flächen  F,  F*  einander  in  einem 
Punkte  Py  d.  h.  haben  sie  in  diesem  Punkte  dieselbe  Tangential- 
ebene P,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  in  P  ein  gemeinsames  Paar 
conjugierter  Tangenten  derselben.  (Vergl.  I,  §  31,  16.)  Es  ist 
nicht  reell,  wenn  der  Punkt  in  beiden  Flächen  ein  hyperbolischer 
ist  und  die  zugehörigen  Haupttangentenpaare  einander  trennen. 

6)  Wenn  von  einem  Punkte  M  im  Baume  an  eine  krumme 
Fläche  F  zwei  Tangenten  unter  unendlich  kleinen  Winkeln  zu  ein- 
ander gelegt  werden,  die  in  P^  P^  dieselbe  berühren,  so  dass  PP^ 
ein  Curvenelement  auf  der  Fläche  F  ist,  so  sind  PP^^  PM  für 
die  in  P  an  F  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  Fj,  und  also 
für  die  Fläche  F  selbst,  ein  Paar  von  conjugierten  Tangenten  und 
dieselben  bilden  daher  mit  den  Inflexions*  oder  Haupttangenten  der 
Fläche  F  in  P  eine  harmonische  Gruppe. 

7)  Für  eine  der  krummen  Fläche  F  nach  einer  Curve 
C  umgeschriebene  developpable  Fläche  D  sind  in  einem 
Punkte  P  von  C  die  Tangente  /  von  C,  die  Erzeugende 
e  von  D  und  die  Inflexionstangenten  von  F  in  i'  zwei 
Paare  eines  harmonischen  Büschels. 

8)  Wird  der  krummen  Fläche  von  einem  Punkte  M  im  Baume 
aus  ein  Berührungskegel  umgeschrieben,  so  ist  in  jedem  Punkte  P 
der  Berührungscurve  desselben  mit  der  Fläche  die  Tangente  der 
letzteren  conjugiert  harmonisch  zu  der  Erzeugenden  des  Kegels  in 
Bezug  auf  die  Haupttangenten  der  Fläche  oder  sie  bilden  mit  irgend 
zwei  Paaren  von  conjugierten  Durchmessern  der  Indicatrix  der  Fläche 
in  P  eine  Involution.  (Vergl.  §  39,  15.) 

9)  Der  Kegel  der  Tangenten  von  M  an  eine  Fläche 
F  wird  zugleich  umhüllt  von  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  aus  M.  Die  Classe  des  Berührungskegels  ist  die 
Classe  der  Fläche  F. 

49..  a)  Wenn  nach  dem  Vorigen  jede  Fläche  ebenso 
durch  aufgeschriebene  Curven  als  Ort  wie  durch  umgeschriebene 
Developpable   als   Enveloppe   erzeugt   werden   kann,   so   ent- 
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springt  aus  dem  Vorhergehenden  naturgemäss  die  Frage  nach 
denjenigen  Curven  auf  einer  Fläche,  deren  Develop- 
pable  dieselbe  Fläche  umhüllen  oder  ihr  zugleich  um- 
geschrieben sind;  denn  solche  Linien  hat  die  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  in  den  Haupttangenten  oder  Erzeu- 
genden der  Fläche  hervortreten  lassen. 

Man  sieht;  dass  die  allgemeine  Antwort  auf  die  Frage 
lauten  muss :  Diese  Curven  sind  diejenigen  Raum- 
curven  auf  der  Fläche^  deren  Schmieguugsebenen 
die  Fläche  berühren.  Und  daraus  lässt  sich  die  Lage 
dieser  Curven  auf  der  Fläche  anschaulich  bestimmen.  Wir 
sahen  in  §  27,  dass  jeder  durch  eine  Haupttangente  der 
Fläche  geführte  ebene  Schnitt  derselben  diese  Gerade  zur  In- 
flexionstangente  im  Berührungspunkte  hat;  d.  i.  dass  er  drei 
unendlich  nahe  Puukte  mit  ihr  gemein  hat.  Denken  wir  also 
auf  der  Fläche  eine  Curve,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
eine  der  entsprechenden  Haupttangenten  der  Fläche  berührt, 
so  besitzt  dieselbe  für  jede  ihrer  Schmiegungsebenen  die  ge- 
forderte Eigenschaft,  die  Fläche  zu  berühren.  ^ 

Geht  man  von  irgend  einem  Anfangspunkte  in  der  Fläche 
aus  um  ein  unendlich  kleines  Element  in  der  Richtung  der 
einen  Haupttangente  fort,  um  am  Ende  desselben,  in  die  Rich- 
tung der  unendlich  nahe  benachbarten  neuen  Haupttaugente 
einlenkend,  ein  neues  unendlich  kleines  Element  in  dieser  zu 
durchlaufen  etc.,  so  erhält  man  eine  Curve  der  Haupttan- 
genten oder  eine  asymptotische  Curve  der  Fläche  — 
letztere  Benennung  nach  ihrer  Berührung  der  Asymptote  der 
Indicatrix  der  Fläche  in  jedem  ihr  augehörenden  Punkte. 

Man  sieht,  dass  durch  jeden  Punkt  der  krummen  Fläche 
im  Aligemeinen  zwei  solche  Curven  gehen,  dass  also  zwei- 
Schaaren  solcher  Curven  auf  der  Fläche  möglich  sind; 
jede  dieser.  Schaaren  erzeugt  diese  Fläche  ebensowohl  als  Ort 
ihrer  Punkte,  wie  auch  als  Enveloppe  ihrer  Schmiegungsebenen. 
Man  sieht  aber  auch,  dass  diese  Curven  nur  für  die 
hyperbolischen  Punkte  der  krummen  Flächen  reell 
sind,  und  dass  sich  ihre  Paare  für  die  parabolischen 
Punkte  derselben  in  denselben  berühren.  Von  den 
Flächen  zweiten  Grades  haben  nur  die  Regelflächen  reelle 
asymptotische  Linien  in  ihren  Erzeugenden,  die  Kegelflächen 
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zeigen  die  hier  darch    die  Berührung   bedingte  Vereinigung 
derselben  in  eine  einzige  Schaar. 

b)  Im  Gegensatz  dazu  haben  wir  schon  bei  den  develop- 
pabeln  Flächen  (vergl.  §  11)  aber  nicht  nur  für  diese,  son- 
dern allgemein  gesehen,  dass  die  geodätischen  Linien 
zwischen  beliebigen  Punktepaaren  einer  krummen  Fläche  da- 
durch characterisiert  sind,  dass  ihre  Schmiegungsebene 
in  jedem  Punkt  zur  Fläche  normal  ist,  oder  die  zuge- 
hörige Normale  der  Fläche  enthält. 

Es  ist  evident,  dass  der  auf  einer  festen  Fläche  durch 
einen  festen  Punkt  eines  ihr  aufliegenden  undehnbaren  aber 
VQÜkommen  biegsamen  und  in  einem  ihrer  Punkte  befestigten 
Fadens  um  diesen  beschriebene  Kreis  überall  rechtwinklig 
zur  Richtung  des  Fadens  in  jenem  Punkte  ist;  oder  dass  für 
zwei  unendlich  nahe  und  gleichlange  geodätische  Linien  einer 
Fläche,  die  von  demselben  Punkte  in  dieser  ausgehen,  die  Ver- 
bindungslinie der  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden  ist. 

Man  beweist  es  formell,  indem  man  aus  der  Schiefwinklig- 
keit einer  Curve  BC  in  der  Fläche  zu  einem  geodätischen 
Bogen  AB  aus  einem  festen  Punkte  A  der  Fläche  nachweist, 
dass  dieser  Bogen  nicht  der  kürzeste  zwischen  jenem  Punkte 
und  dieser  Curve  sein  kann.  Man  denkt  dazu  in  ^^  unendlich 
nahe  bei  B  den  Punkt  D  und  trägt  auf  die  Curve  ßC  ein 
Element  BC  gleich  BD  cos  Q  ab,  wenn  6  den  Schnittwinkel 
bezeichnet,  so  dass  DC  die  geodätische  Normale  zur  Curve  ist 
Da  nun  DC  <  DB  ist,  so  ist  der  besagte  Nachweis  erbracht 
und  die  obige  Behauptung  als  die  nothwendige  gezeigt. 

Der  Satz  ist  analog  dem  Fundamentalsatze  in  der  Methode 
des  Unendlichkleinen  für  gerade  Linien  in  der  Ebene,  und  die 
Consequenzen  des  letzteren  in  der  Geometrie  der  Ebene  über- 
tragen sich  daher  auf  beliebige  krumme  Flächen.  Z.  B.  Für 
den  Ort  eines  Punktes  P  auf  einer  beliebigen  Fläche,  dessen 
geodätische  Distanzen  von  zwei  festen  Punkten  C^,  C^  derselben 
Fläche  constante  Summe  oder  coustante  DüFerenz  besitzen, 
halbieren  die  geodätische  Tangente  und  Normale  eines  seiner 
Punkte  iqpmer  die  Winkel  zwischen  seinen  geodätischen  Radien 
vectoren.  (Vergl.  I,  §  36,  8.) 

c)  Endlich  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  des  vorigen  §, 
dass  für  die  Axenrichtungen  der  Indicatrix  und  nur 
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für  diese  die  Eigenschaft  stattfindet,  dass  die  iu 
unendlich  nahe  benachbarten  Punkten  der  Fläche 
auf  ihr  errichteten  Normalen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Denn  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  der  In- 
dicatrix  projicieren  sich  auf  der  Ebene  derselben  nach  dem 
Satze  von  den  conjugierteu  Tangenten  als  Normalen  der  In- 
dicatrix  in  jenen,  während  die  Normale  im  betrachteten  Punkte 
ihre  Projection  im  Mittelpunkte  der  Indicatrix  selbst  hat;  die 
letztere  kann  sonach  nur  von  denjenigen  Normalen  benach- 
barter d.  h.  in  dei*  Indicatrix  gelegener  Punkte  geschnitten 
werden,  deren  Projectionen  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  was 
bekanntlich  nur  für  die  den  Scheitelpunkten  des  Kegelschnitts 
entsprechenden  der  Fall  ist. 

Oder:  Die  Normalen  n  und  n*  in  zwei  benachbarten  Punkten 
P,  P*  liegen  in  den  Normalebenen -durch  Pj  P*  z\x  der  Tan- 
gente der  Indicatrix  von  P  in  P*,  und  diese  parallelen  Ebenen 
fallen  nur  zusammen,  wenn  der  Durchmesser  von  P*  zu  seiner 
Tangente  rechtwinklig  ist,  also  für  die  Axenendpunkte.  In 
jedem  andern  Falle  sind  n,  n*  als  nicht  parallele  Gerade  in 
parallelen  Ebenen  windschief  zu  einander. 

Wenn  man  also  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus  in  der 
einen  Axenrichtung  der  Indicatrix  um  ein  Element  fortgeht, 
um  am  Ende  desselben  in  die  unendlich  nahe  Axenrichtung 
der  neuen  entsprechenden  Indicatrix  einzubiegen  etc.,  so  erhält 
man  eine  Curve  auf  der  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
dass  die  Normalen  der  Fläche  in  ihren  Punkten  eine 
developpable  Fläche  bilden. 

Man  sieht,  dass  es  auf  jeder  Fläche  zwei  stets  reelle 
Schaaren  von  Curven  dieser  Art  giebt,  die  sich  überall 
rechtwinklig  durchschneiden,  die  Krümmungslinien  der 
Fläche.  Die  Richtungen  der  beiden  Krümmungs- 
Hnien  in  einem  Punkte  der  Fläche  halbieren  die 
Winkel,  welche  die  Richtungen  der  beiden  Gurveu 
der  Haupttangeuten  in  demselben  Punkte  mit  ein- 
ander bilden;  denn  sie  berühren  das  Rechtwinkelpaar  der 
Involution  der  conjugierten  Tangenten,  während  diese  die  Dop- 
pelstrahlen derselben  berühren. 

d)  Denken  wir  sodann  alle  Normalen  einer  Fläche  in  den 
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Punkten  derselben,  die  einem  gegebenen  Punkte  P  unendlich 
nahe  benachbart  sind,  so  lässt  sich  über  ihre  Vertheilung  im 
Räume  Folgendes  erkennen:  Wir  construieren  eine  die  Fläche 
in  P  osculierende  Fläche  zweiten  Grades,  welche  zugleich  den 
Punkt  P  zum  Scheitel  hat,  so  dass  die  Indicatrix  der  gege- 
benen Fläche  für  P  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu  dem 
zur  betreffenden  Axe  der  osculierenden  Fläche  zweiten  Grades 
normalen  Hauptschnitte,  während  ihre  Axen  die  Geraden  sind, 
in  welchen  die  beiden  andern  Hauptebenen  die  Ebene  der  In- 
dicatrix schneiden.  Dann  sind  alle  dem  Punkte  P  unendlich 
nahen  Punkte  der  Fläche  in  den  beiden  durch  P  gehenden 
Hauptebenen  derselben  in  P  selbst  auf  diese  projiciert  und  die 
zugehörigen  Normalen  der  Fläche  werden  die  Gerade  schnei- 
den, die  im  Durchschnittspunkt  der  Normalen  des  Hauptschnittes 
in  den  zu  P  unendlich  nahen  Nachbarpunkten  desselben  d.  k 
in  seinem  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  K  auf  seine 
Ebene  projiciert  erscheint  oder  dort  zu  ihr  normal  ist. 

Nennen  wir  also  die  beiden  durch  die  Flächennormale  n 
in  P  in  der  Richtung  der  Krünunungslinien  oder  der  Axen 
der  Indicatrix  der  Fläche  geführten  Schnitte  N„  N,  der  Fläche 
die  Hauptnormalschnitte  derselben  in  P,  und  bezeichnen 
wir  die  Erümmungsmittelpunkte  dieser  Schnitte  d.  i.  auch  der 
Hauptschnitte  der  osculierenden  Fläche  zweiter  Ordnung  für 
den  Punkt  P,  welche  in  der  Normale  n  liegen,  durch  K^  und 
A^2>  so  schneiden  die  Normalen  der  Fläche  in  den  um 
/'herum  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten  dersel- 
ben sämmtlich  die  beiden  Geraden  ^],  ^2^  welche  in 
^1,  K2  respective  normal  zu  den  Ebenen  IN*!,  N,  stehen. 
Auch  daraus  folgt  wieder,  dass  die  Normale  n  nur  von  den 
Normalen  in  den  Scheitelpunkten  der  Indicatrix  geschnitten  wird. 

Sind  die  Krümmungsmittelpunkte  A^, ,  K^  der  Haupt- 
normalschnitte in  P  bekannt,  so  ergiebt*  sich  aus  dem  gefun- 
denen Satze  die  Construction  der  Flächennormale  in  jedem 
Punkte,  welcher  unendlich  nahe  ist.  (Vergl.  §  51;  a)  4.) 

1)  Der  BerUhrungskegel  einer  krummen  Fläche  aus  einem 
Punkte  hat  jede  Erzeugende  zur  Rückkehrerzeugenden,  welche  mit 
einer  Haupttangente  der  Fläche  in  ihrem  Beiührungspunkte  zusam- 
menfällt —  nach  §  24,  a. 

2)  Wie  lautet  der  dualistisch  entsprechende  Satz? 
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3)  Ist  der  Pankt  P  der  Fläche  der  Scheitel  einer  in  ihm  os- 
culierenden  Fläche  zweiten  Grades,  so  liegt  ihr  Centrum  C  in  der 
zugehörigen  Normale  der  Fläche,  welche  eine  der  Axen  der  Fläche 
zweiten  Grades  ist,  und  die  Hauptschnitte  der  Fläche  in  P  liegen 
in  den  anliegenden  Hauptebenen  der  Fläche  zweiten  Grades  und 
osculieren  die  zugehörigen  Hauptschnitte  im  Scheitel  S  derselben. 
Sind  also  R^  und  R^  die  Krümmungshalbmesser  der  Hanptschnitte 
der  Fläche  in  P  und  bezeichnen  a^y  a^,  a^  die  Längen  der  Halb- 
axen  der  osculierenden  Fläche  zweiten  Grades,  welche  resp.  in  der 
Normale  und  in  den  Hauptschnittebenen  der  Fläche  mit  den  Krüm- 
mungsradien /?,  und  R^  liegen,  so  ist  nach  §  32,  2  leicht  zu  zeigen, 
dass  man  hat 

oder  aus  Aq,  d.  h.  der  Lage  des  Mittelpunktes  C  in  der  Flächen- 
normale, sind  die  beiden  anderen  Halbaxen  der  osculierenden  Fläche 
zweiten  Grades  bestimmt;  für  zwei  bestimmte  Lagen  des  Mittel- 
punktes wird  sie  zu  einer  Rotationsfläche. 

4)  Die  Hauptschnitte  der  Fläche  zweiten  Grades  sind  ebene 
Krümmungslinien  derselben;  punktförmige  bilden  ihreNabel- 
punkte,  welche  ebenfalls  Durchdringungen  der  Fläche  mit  einer  ihrer 
Gonfocalen  sind  (§  47,  26)  —  nämlich  mit  einer  der  degenerierten 
unter  diesen  als  mit  einem  Focalkegelschnitt  des  Systems.  Der 
Nabelpunkt  liegt  in  einem  Hauptschnitt  und  die  beiden  imagi- 
nären geraden  Erzeugenden  der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen,  sind 
ebenfalls  Krümmungslinien,  weil  die  Normalen  der  Fläche  in  den 
Punkten  einer  solchen  sämmtlich  in  der  imaginären  Ebene  liegen, 
die  sie  mit  der  zu  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  gehörigen  Tan- 
gente des  imaginären  Kugelkreises  yerbindet. 

5)  Die  Bückkebrcurve  der  developpabeln  Fläche,  welche  die 
Normalen  einer  gegebenen  krummen  Fläche  längs  einer  ihrer  Krüm- 
mungslinien bilden,  ist  der  Ort  der  einen  Reihe  der  zugehörigen 
Hauptkrümmungscentra  derselben.  Die  Gesammtheit  der  Rückkehr- 
curven,  welche  so  den  Krümmungslinien  der  Fläche  entsprechen; 
erfQllt  die  Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  derselben; 
jede  Normale  der  gegebenen  Fläche  berührt  sie  in  den  ihr  zuge- 
hörigen beiden  Hauptkrümmungscentren  und  ihre  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen sind  rechtwinklig  auf  einander.  Für  einen  Kreispunkt 
der  Originalfläche  haben  die  beiden  Mäntel  der  Fläche  der  Centra 
einen  Punkt  gemein  (Doppelpunkt).  Die  Fläche  der  Centra  durch- 
dringt sich  selbst  in  dem  Orte  der  Punkte,  welche  Hauptkrüm- 
mungscentra für  zwei  von  ihnen  ausgehende  Normalen  der  Original- 
fläche sind,  und  es  wird  einzelne  Punkte  in  ihr  geben,  welche 
Hauptkrümmungscentra  für  drei  ihrer  Normalen  sind. 
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50.  Einfaeh  dd endliche  Reihen  von  Pankten  waren  die 
Rauwcnryen,  einfach  unendliche  Schaaren  you  Ebenen  die 
developpabeln  Flachen;  ihre  Tangenten  und  resp.  geraden 
Erzeugenden  sind  einfach  unendliche  Systeme  von  reellen 
Geraden,  in  denen  die  benachbarten  Ebenen  sich  schneiden  etc. 
Einfach  unendliche  Systeme  von  Strahlen  oder  Geraden  ohne 
jene  Beschrankung  für  die  benachbarten  unter  ihnen  sind  die 
Regel  flächen  allgemeiner  Art,  d.  i.  die  durch  die  Bewegung 
einer  geraden  Linie  entstehenden  Flachen.  Die  nicht  entwickel- 
baren unter  ihnen;  die  hier  zuerst  näher  zu  betrachten  sind^ 
nennt  man  die  windschiefen  Regelflächen.  Die  spe- 
ciellsten  Formen  derselben,  das  einfache  Hyperboloid  und  das 
hyperbolische  Paraboloid,  sind  als  Flächen  zweiten  Grades  schon 
hervorgetreten  und  ausführlich  behandelt. 

Zwei  Erzeugungsweisen  liegen  für  diese  Flächen  gleich 
nahe;  man  kann  sie  auffassen  als  Ort  der  Lagen  einer  als 
Punktreihe  betrachteten  Geraden  e^  welche  mit  drei  festen 
Curven  C|;  C,,  C^,  den  Leitcurven,  stets  je  einen  Punkt 
gemein  hat,  und  ebenso  als  den  Ort  der  Lagen  einer  als 
Ebeuenbüschel  betrachteten  Geraden  e^  welche  mit  drei  festen 
entwickelbaren  Flächen  Dj^  D,,  D3,  den  Leit-Developpa- 
belU;  stets  je  eine  Ebene  gemein  hat. 

Sind  die  drei  Leitcurven  C,,  Sind  die  drei  Leit-Develop- 
C2,  C3  durch  Projection  gege-  pabeln  D^  D,,  D3  durch  Pro- 
ben, so  erhält  mau  die  ver-  jection  gegeben,  so  erhält  man 
schiedenen  Erzeugenden  e  der  die  verschiedenen  Erzeugen- 
Fläche,  indem  man  einen  Punkt  den  e  der  Fläche,  indem  mau 
M^  die  erste  Curve  durchlau-  eine  Ebene  M,  die  erste  Deve- 
fen  lässt  und  in  jeder  seiner  loppable  D,  umhüllen  lässt  und 
Lagen  die  beiden  Kegelflächeu  in  jeder  ihrer  Lagen  die  bei- 
und  ihre  geraeinsamen  Erzeu-  den  ebenen  Curven  und  ihre 
genden  construiert,  die  er  mit  gemeinsamen  Tangenten  con- 
den  beiden  andern  Curven  C,,     struiert,   die  sie  mit  den  bei- 
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Dj  den  andern  Developpabeln 
und  D3  bestimmt;  diese  ge- 
meinsamen Tangenten  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche 
in  M,.  Jede  Ebene  F  durch 
eine  solche  Erzeugende  ist  eine 
Tangentialebene  der  Flä- 
che und  der  Berührungs- 
punkt derselben  ist  im  Allge- 
meinen einzig  und  bestimmt; 
die  Erzeugende  e  ist  die  eine 
Haupttangente  der  Fläche  in  P 
und  die  andere  Haupttan- 
gente /  kann  gefunden  wer- 
den, indem  man  sie  als  die  in 
F  liegende  Transversale  der 
unendlich  nahe  zu  e  benach- 
barten Erzeugenden  e^  und  e^ 
betrachtet;  der  Punkt  et  ist 
der  Berührungspunkt. 
Eine  windschiefe  B.egelfläche  hat  also  zu  den  einfachsten 
aufgeschriebenen  Curven  die  Punktreihen  in  ihren  gerad- 
linigen Erzeugenden  und  zu  ihren  einfachsten  umgeschriebenen 
Developpabeln  die  Ebenenbüschel  durch  dieselben.  Dies 
ist  die  Quelle  der  zweckmässigsten  Methoden  zu  ihrer  gra- 
phischen Behandlung. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Erzeugung  aus  drei  Leit- 
curven  vorzugsweise  benutzen  und  auf  die  andere  nur  gele- 
gentlich zurückkommen. 

1)  Man  erläutere  beide  Constructionsmethoden  für  das  einfache 
Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid. 

2)  Man  zeige,  in  welcher  Weise  die  Punkte  der  Leitcurven 
und  die  Ebenen  der  Leitdeveloppabeln  eine  Ausnahme  von  der  Be- 
stimmtheit der  Tangentialebene  respective  des  Berührungspunktes 
machen  müssen  and  lege  dar,  warum  eine  solche  Ausnahme  beim 
Hyperboloid  wegföllt. 

3)  Die  Leitcurven  sind  viel  fache  Curven  der  Fläche  und  zwar 
ist  der  Grad  der  Vielfachheit  einer  jeden  von  ihnen  —  d.  i.  die  Zahl 
der  Erzeugenden ,  die  durch  jeden  ihrer  Punkte  gehen  —  ausge- 
drückt durch  das  Product  der  Ordnungszahlen  der  beiden  andern 


C^  bestimmt;  diese  gemein- 
samen Erzeugenden  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche 
aus  M^,  Jeder  Punkt  P  einer 
solchen  Erzeugenden  ist  ein 
Punkt  der  Fläche  und  die 
Tangentialebene  derselben 
in  ihm  ist  im  Allgemeinen  ein- 
zig und  bestimmt;  die  Erzeu- 
gende e  ist  selbst  die  eine 
Haupttangente  der  Fläche  in  P 
und  die  andere  Haupttan* 
gente  /  kann  gefunden  wer- 
den,  indem  man  sie  als  die 
von  P  ausgehende  Transver- 
sale der  unendlich  nahe  zu 
e  benachbarten  Erzeugenden 
e^  und  ^2  betrachtet;  die 
Ebene  et  ist  die  Tangential- 
ebene. 


Fiedler,  darsteUende  Geometrie.  II.  S.  Aufl. 
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Leitcurven  —  vorausgesetzt  natürlich,  dass  dieselben  algebraische 
Curven  sind.  Denn  jene  Erzeugenden  sind  die  gemeinschaftlichen 
Geraden  von  zwei  concentrischen  Kegeln  von  diesen  Ordnungszahlen. 

Ebenso  sind  die  Leitdeveloppabeln  vielfach  umgeschriebene  De- 
veloppable  der  Fläche  und  der  Grad  der  Yielfachheit  einer  jeden 
von  ihnen  ist  durch  das  Product  der  Classenzahlen  der  beiden  andern 
ausgedrückt. 

4)  Man  erläutere  für  die  durch  zwei  Ebenenbüschel  und  eine 
Kegelfläche  zweiten  Grades  als  Leitdeveloppable  erzeugte  windschiefe 
Regelfläche  die  Natur  der  Ebenenbüschel  als  doppelt  umgeschriebener 
Developpabeln  der  Fläche. 

Ö)  Denken  wir  —  um  die  Vorstellung  zu  fixieren  —  die  zweite 
und  dritte  Leitcurve  als  Kegelschnitte,  so  haben  die  concentrischen 
Kegel  über  ihnen  aus  einem  Punkte  der  ersten  Leitcurve  zu  ihren 
vier  gemeinsamen  Erzeugenden  entweder  a)  vier  reelle  Gerade  oder 
b)  zwei  reelle  und  zwei  nicht  reelle  oder  c)  vier  nicht  reelle  Gerade 
—  je  nach  der  Lage  des  Scheitels.  Man  kann  darnach  die  Theile  der 
ersten  Leitcurve  als  vierfache,  zweifache  und  als  nicht  mit- 
wirkende oder  parasitische  unterscheiden.  Diese  drei  Fälle  gehen 
aber  stetig  in  einander  über  und  es  ist  lohnend ,  sich  den  Ueber- 
gang  näher  zu  vergegenwärtigen.  Es  findet  beim  Uebergang  a)  zu  b) 
und  bei  dem  von  b)  zu  c)  im  Wesentlichen  das  Gleiche  statt,  der 
Schnitt  der  Kegel  geht  durch  die  Berührung  hindurch  in  den  Fall 
des  NichtSchneidens  über,  d.  h.  bei  jeder  derartigen  Uebergangsstelle 
treten  zwei  Erzeugende,  die  in  der  nächstvorhergehenden  Lage  zwei 
verschiedenen  Mänteln  angehören,  in  eine  zusammen,  die  den  Cha- 
racter  einer  Grenzlinie  oder  Rückkehrerzeugenden  hat.  In 
dem  Funkte  der  ersten  Leitcurve,  für  welchen  dies  stattfindet, 
schneiden  sich  die  aufeinander  folgenden  Erzeugenden,  die  Begrenz- 
ungen des  unendlich  schmalen  Streifens,  längs  dessen  die  Kegel 
sich  berühren;  er  hat  also  einen  ausnahm s weisen  Character  unter 
den  Punkten  der  Regelfläche.  Und  wenn  die  Leitlinien  nicht  In- 
flexionspunkte  oder  Rückkehrpunkte  haben,  so  entstehen  die  be- 
zeichneten singulären  Punkte  der  Regel  fläche  nur  in  dieser  Art. 

6)  Das  dem  Vorigen  dualistisch  entsprechende  Raisonnement 
zeigt,  dass  auch  die  Leitdeveloppabeln  in  gleicher  Weise  sich  in 
Vielfache  der  verschiedenen  geraden  Grade  und  parasitische  Theile 
mit  analogen  Uebergängen  zerlegen.  Im  Uebergang  schneidet  die 
Ebene  der  ersten  die  zweite  und  dritte  Leitfläche  in  Curven^  welche 
sich  berühren,  so  dass  zwei  ihrer  in  der  vorhergehenden  Lage  ge- 
trennten gemeinsamen  Tangenten  sich  vereinigen,  um  in  der  nächst- 
folgenden zu  verschwinden.  In  den  bezeichneten  Ebenen  liegen  also 
vereinigte  benachbarte  Erzeugende,  für  welche  der  Berührungspunkt 
jener  Curven  "^Is  Schnitt  zu  betrachten  ist.  (Man  vergl.  §  55.) 

7)  Die  vorigen  Betrachtungen  erläutern  Vorkommnisse  bei  der 
Entstehung  von  Raumcurven  und  developpabeln  Flächen,  die  früher 
schon  gelegentlich  in  diesem  Sinne  hervorgehoben  worden  sind.  Wenn 
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eine  Banmcurve  sammt  ihrer  Developpabeln  als  Schnitt  von  zwei  Ee- 
gelflftchen  d.  i.  als  Ort  ihrer  gemeinsamen  Punkte  und  der  Verbind- 
ungslinien der  benachbarten  unter  ihnen  entsteht,  und  wenn  eine 
developpable  Fläche  und  Raumcurye  durch  zwei  ebene  Curven  als  En- 
veloppe  ihrer  gemeinsamen  Tangentialebenen  und  der  Schnittlinien 
der  benachbarten  unter  ihnen  gebildet  wird  (§47),  so  ist  dies  ein  Spe- 
cialfall  der  allgemeinen  Erzeugung  der  Begelflächen;  speciell  nftmlich 
durch  die  Bedingung,  dass  die  auf  einander  folgenden  Erzeugenden 
sich  schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Erzeugende  des  einen 
Kegels  schneidet  Erzeugende  des  andern  und  die  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen liefern  durch  ihren  Schnitt  die  Erzeugende  der  Fläche 
im  ersten  Falle;  die  Tangente  der  einen  Curve  schneidet  Tangenten 
der  andern  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte  liefern  durch 
ihre  Verbindungslinie  die  Erzeugende  der  Fläche  im  zweiten  Falle. 
Die  Zahl  der  Schnitte,  welche  eine  Erzeugende  oder  Tangente  dabei 
liefert,  geht  im  Allgemeinen  von  0  auf  2,  auf  4,  etc.  und  umge- 
kehrt, und  in  den  Momenten  des  üebergangs  findet  ein  Berühren 
der  Erzeugenden  des  einen  Kegels  mit  dem  andern  Kegel,  andern- 
falls ein  Schneiden  der  Tangente  der  einen  Curve  mit  der  andern 
Curve  statt.  Die  Hilfsebene  durch  die  Kegelspitzen  berührt  dann 
den  einen  Kegel,  der  Hilfspunkt  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
liegt  auf  der  einen  Curve.  Einer  solchen  Uebergangss teile  entspricht 
es,  dass  drei  auf  einander  folgende  Erzeugende  der  Developpabeln 
oder  vier  folgende  Punkte  der  Raumcurve  in  einer  Ebene  liegen, 
respective,  dass  drei  folgende  Erzeugende  oder  vier  folgende  Ebenen 
der  Developpabeln  durch  einen  Punkt  gehen;  d.  h.  diese  Ueber- 
gänge  liefern  die  stationären  Ebenen  und  stationären  (Bück- 
kehr-) Punkte  der  developpabeln  Flächen  und  der  Raumcurven. 
(Vergl.  §§  2,  17,  25  f.) 

8)  Man  erläutere  dies  des  Nähern  an  Fig.  Tafel  III  der  Durch- 
dringung von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  mit  gemeinsamer  Haupt- 
ebene und  füge  die  dualistisch  entsprechende  Constrnction  und  ihre 
Erläuterung  hinzu.  Die  Bückkehrkante  der  Developpabeln  geht  durch 
jeden  üebergangspunkt  in  einer  ihrer  Leitcurven. 

51.  Im  Anschluss  an  das  einfache  Hyperboloid ,  welches 
aus  drei  geradlinigen  Reihen  als  Leitearven  oder  aus  drei 
Ebenenbüscbeln  als  Leitdeveloppabeln  entsteht,  lassen  sich  drei 
Haupt-Typen  der  windschiefen  Regelflächen  bilden^  nämlich 

a)  Regelflächen  mit  zwei  Leitgeraden  g^y  g^  iind 
einer  Leitcurve  C^  oder  mit  zwei  Leitbüscheln  Qt^^  Qr^  und 
einer  Leit-Developpabeln  D,. 

Bei  ihrer  Construction  betrachtet  man  die  Punkte  der 
Leitcurve  C^  oder  die  Ebenen  der  Leit-Developpabeln  Dj,  da 
dieselben  einfach  sind  und  nur  je  eine  Erzeugende  bestimmen. 
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404      II>    Carmen  and  Flächen:   C)  Die  windschiefen  Flächen.  51. 

Ist  eine  der  Geraden  g  unendlich  fern  d.  h.  durch  eine 
Ebene  vertreten,  deren  Stellung  sie  ist,  so  werden  die  entsteh- 
enden windschiefen  Regelflächen  insbesondere  üonoide  ge- 
nannt, und  wenn  insbesondere  vonWden  Geraden  g  die  endliche 
normal  ist  zur  unendlich  fernen  d.  h.  uormal  zur  vorbezeich- 
neten Richtungsebene,  so  wird  das  Conoicf  noch  specieller  als 
ein  gerades  bezeichnet. 

Fig.  88. 


V^c7- 


Als  wichtige  Beispiele  gerader  Conoide  sind  hervorzuheben: 

1)  die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube,  die  in 
Fig.  88  und 

2)  die  Wölbfläche  des  Einganges  in  den  runden 
Thurm,  die  Fig.  89  axonometrisch  dargestellt  ist. 

Bei  jener  sind  die  Leitcurven  eine  cylindrische  Schrauben- 
linie C7],  die  Axe  derselben  g^  und  die  Stellung  der  Normal- 
ebenen zu  dieser  g^\  durch  jeden  Punkt  der  Schraubenlinie 
geht  eine  Erzeugende  der  Fläche,  die  Normale  von  ihm  zur 
Axe  derselben. 

Augenscheinlich  kann  auch  vorgeschrieben  werden,  dass 
die   Erzeugende  der  Fläche  rechtwinklig  zur  Axe  g^   bleibt^ 
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indem  sie  eine  bestimmte  feste  Entfernung  von  derselben  be- 
hält; so  dass  eine  auf  dem  bezüglichen  Botationscjlinder  um 
^2  liegende  Schraubenlinie  die  eine  Leitcurve  ist,  während  g^ 
die  Stellung  der  Normalebene  zu  g^  bleibt  und  die  Bewegung 
durch  die  Berührung  mit  jenem  Cylinder  vollends  bestimmt 
wird.  Die  entstehende  Fläche  kann  als  flachgängige  offene 
Schraubenfläche  bezeichnet  werden.  (Typen  b.) 

Figr.  89. 

.  ..  .?> 
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Die  Wolbfläche  hat  eine  auf  dem  Mantel  eines  geraden 
verticalen  Kreiscylinders  verzeichnete  zu  einer  Erzeugenden 
desselben  orthogonal  symmetrische  Curve  Cy^ ,  die  Aze  des  Cy- 
linders  g^  und  die  Stellung  der  Normalebenen  derselben  g^ 
zu  Leitcurven;  die  Erzeugenden  e  aus  den  Punkten  von  C^ 
sind  wieder  die  Normalen  von  denselben  zur  Axe  g^.  Die 
Fläche  wird  gewöhnlich,  wie  sie  dargestellt  ist,  durch  einen 
mit  dem  ersten  coaxialen  geraden '  Kreiscylinder  nach  innen 
begrenzt. 

3)  Das  Cylindroid  der  neueren  Mechanik;  die  Regelfläche 
aus  den  Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade  z  rechtwinklig 
schneiden  und  zugleich  eine  Ellipse  trefPen,  die  in  einem  Scheitel 
ihrer  Nebenaze  die  Gerade  z  berührt,  deren  Ebene  diese  6e- 
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rade  z  unter  45^  schneidet  und  deren  Orthogonalprojeciion 
auf  die  durch  z  mit  jener  Nebenaxe  x  bestimmte  Ebene  ein 
Kreis  ist.  Man  erkennt  sofort,  dass  die  durch  x  gehende 
zweite  zu  xz  unter  45®  geneigte  Ebene  —  H,',  wenn  wir  die 
erste  als  Ha,  nach  I,  §  46,  3  ansehen  —  die  Fläche  in  einer 
zur  Yorigen  congruenten  Ellipse  schneidet,  die  zu  jener  für  z 
als  Axe  axen-  oder  rotations- symmetrisch  liegt.  Die  Dar- 
stellung in  den  beiden  Orthogonalprojectionen  auf  xz  und  xy 

Fig.  90. 


zeigt  uns  die  beiden  ersten  Projectionen  dieser  Ellipsen  ver- 
einigt —  orthogonal-symmetrisch  bei  der  ersten,  in  Deckung 
bei  der  zweiten  —  in  zwei  sich  im  Schnittpunkte  0  der  Axen 
Xy  z  berührenden  gleichen  Kreisen,  (Fig.  90.)  Sind  r  ihre 
Radienläugen  und  ist  der  mit  positiver  Mittelpunktsabscisse 
die  Vereinigung  der  symmetrischen  ersten  Projectionen  der 
Ellipse  in  H^^ ;  und  also  der  mit  negativer  Mittelpunktsabscisse 
die  Vereinigung  der  sich  deckenden  Projectionen  der  Ellipse 
in  Ha^,  so  ist  jede  zu  x  parallele  Gerade  in  einer  r  nicht 
übersteigenden  Entfernung  von  dieser  Axe  die  Verticalpro- 
jection  von  zwei  Erzeugenden  der  Fläche  und  man  erhält  die 
Horizontalprojectionen    dieser  Erzeugenden,   indem   man    die 
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SchnittpuDkte  jener  Parallelen  mit  dem  Kreise  für  H;^'  luit;  0 
durch  gerade  Linien  verbindet.  Die  Paare  dieser  Horizontal- 
projectionen  bilden  also  eine  symmetrische  Involution  um  0, 
welche  die  Winkelhalbierenden  zwischen  x  und  z  zu  ihren 
Doppelstrahlen  hat  und  deren  Rechtwinkelpaar  durch  x  und  y 
gebildet  ist,  die  Erzeugenden  der  Ebene  xy.  Diese  Ebene  kann 
als  Mittel-  oder  Hauptebene  der  Fläche  und  die  Gerade  z  als 
Axe  derselben  bezeichnet  werden,  nach  den  auf  sie  bezüglichen 
Symmetrien  derselben.  Wir  können  die  Fläche  nach  ihnen 
das  orthogonale  Gylindroid  nennen. 

Fig.  91. 


4)  Ein  schräges  Gonoid  einfacher  Art  bestimmen  ein 
zu  einer  Projectionsebene  etwa  XOZ  paralleler  Kreis  67,  — 
oder  statt  dessen  eine  Kugel,  die  die  Erzeugende  stets  be- 
rühren muss  —  eine  schräge  Gerade  g^  und  die  Stellung  der 
andern  Projectionsebene  XOY.  Fig.  91  stellt  dasselbe  axono* 
metrisch  dar. 

5)  Eine  Fläche  vom  nämlichen  Typus,  die  aber  kein 
Conoid  ist,  entsteht  für  einen  Kegelschnitt  C^   und  zwei  zu 
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seinen  Axen  parallele  die  Normale  seiner  Ebene  aus  seinem 
Mittelpunkte  schneidende  Gerade  g^  und  g^  als  Leitlinien. 
(Fig.  92.)  Wir  wollen  sie  in  Erinnerung  an  die  Ergebnisse 
des  §  49  unter  d)  das  Normalenbündel  nennen. 

Es  folgen 

b)  Begelfläcben  mit  einer  Leitgeraden  g^  und 
zwei  Leitcurven  (7,  und  C^  —  oder  mit  einem  Leitbüschel  und 

PlfT.  92. 
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zwei  Leit-Developpabeln.  Man  betrachtet  zur  Constructioii  die 
Punkte  der  einen  Leitcurve  und  ferkennt  dieselbe  als  von  einer 
der  Ordnungszahl  der  andern  gleichen  Vielfachheit.  (Vergl. 
§  50,  5,  6.)  Als  erstes  wichtiges  Beispiel  von  diesem  Typus 
erwähnen  wir 

1)  Die  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube,  für 
die  eine  cylindrische  Schraubenlinie  C^^  die  Axe  des  Schrau- 
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bencylinders  g^  und  ein  Krpis  C^  in  der  unendlich  fernen 
Normalebene  zur  Axe  und  aus  der  Richtung  derselben  als 
Centrum,  oder  mit  andern  Worten  der  Fluchtkreis  eines  geraden 
Rotationskegels  —  des  Richtungskegels  —  mit  der  Äxe  g^ ,  die 
Leitlinien  sind  (Fig.  93).  Für  jeden  Punkt  der  Schraubenlinie 
erhält  man  zwei  Erzeugende  parallel  denjenigen  Erzeugenden 
des  RichtungskegelS;  welche  in  der  zur  Schraubenaxe  normalen 
Ebene  den  Radius  jenes  Punktes  im  Grnndkreise  zu  ihrer  Pro- 
jection  haben;  die  Figur  giebt  nur  die  eine.  Entsprechende 
Theile  derselben  windschiefen  Schraubenfläche  sind  congruent. 

Flg.  03. 


C    A 


Wenn  wieder  wie  oben  ^3  Yon  den  Erzeugenden  nicht 
geschnitten  wird,  sondern  die  Bewegung  der  letzteren  dadurch 
iregulirt  ist,  dass  sie  in  den  Punkten  einer  Schraubenlinie  auf 
dem  Mantel  eines  um  g^  beschriebenen  Rotationscylinders  Tan- 
genten an  die  Fläche  desselben  und  gegen  seine 'Mantellinien, 
also  auch  gegen  ^3,  unter  constantem  Winkel  geneigt  sind,  so 
entsteht  die  scharfgängige  offene  Schraubenfläche. 
(Typus  c.) 

2)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (biais 
pass^),  bei  der  (Fig.  94)  zwei  gleiche  Kreise  (7,,  C^  in  paral- 
lelen Ebenen  und  diejenige  Normale  g^  derselben,  welche  die 
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Centraldistanz  der  beiden  Kreise,  hälftet,  die  Leitlinien  sind. 
Man  betrachtet  die  Punkte  M  des  einen  Kreises  C<^  und  erhält 
als  Schnittlinien  der  Ebene  Mg^^  mit  dem  Kegel  zweiten 
Grades  MC^  je  zwei  Erzeugende ,  von  denen  die  eine  stets 
durch  die  Mitte  der  Centraldistanz  der  Kreise  C^^  C^  geht; 
d.  h.  es  entsteht  in  Folge  der  symmetrischen  Anordnung  der 
Leitlinien  neben  der  windschiefen  Regelfläche  eine  Develop- 
pablc;  nämlich  ein  schiefer  Kreiskegel;  die  Figur  enthält  ihn 
nicht.  Für  die  Vollkreise  ergeben  sich  die  Erzeugenden  in 
Gruppen  von  vier  auf  zwei  zur  horizontalen  gleichgeneigten 
Ebenen  durch  g^. 

Fig.  94. 


3)  Das  Cylindroid  nach  alter  Benennung,  das  man  so 
bildet:  Zwei  Curven  C^,  C^,  (Fig.  95)  sind  nichtparallele  Ver- 
ticalschnitte  desselben  Cylinders,  die  Punktepaare  JSfj,,  ^12*; 
M2^,  -^22*;  ^81^  ^32*9  *  -  •  ^^^^  Punktepaare  derselben,  welche 
je  in  der  nämlichen  Erzeugenden  des  Cy linders  liegen.  Denkt 
man  nun  die  eine  dieser  Curven  C2*  parallel  sich  selbst  in 
ihrer  Ebene  um  einen  gewissen  Betrag  nach  C^  gehoben  und 
die  entsprechenden  Punktepaare  von  vorher  in  der  neuen  Lage 
durch  gerade  Linien  verbunden,   so  entsteht  aus  diesen  das 
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Cylindroid.  Die  dritte  Leitlinie  ist  die  Stellung  g^  einer  zur 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  von  Cj,  C^  und  zu  den  Erzeu- 
genden des  Cylinders  parallelen  Ebene. 

c)  Regelflächen,  welche  drei  Leitcurven  6?,,  C^^ 
C^  oder  drei  Leit-Developpable  D, ,  D2,  D3  haben.  Ihre  Con- 
struction  aus  den  einen  oder  andern  ist  in  §  50  gegeben. 

Fig.  95. 


Alle  Entwickelungen  sollen  sich  auf  diesen  allgemeinsten 
Typus  beziehen.  » 

In  Bezug  auf  die  graphische  Darstellung  ist  zu  bemerken, 
dass  alle  elementaren  Projectionsmethoden  sich  mit  gleichem 
Yortheil  auf  die  Behandlung  der  Regelflächen  anwenden  lassen ; 
wir  werden  desshalb  neben  der  Darstellung  durch  Grund-  und 
Aufriss  und  der  Axonometrie  die  der  Gentralprojection  und  der 
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allgemeinen  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  anwenden  und 
wollen  hier  auf  die  übrigen  Formen  der  allgemeinen  Methode 
im  Voraus  verweisen.  Im  Allgemeinen  wird  man  über  die 
Data  der  anzuwendenden  Projectionsmethode  im  Sinne  der 
Vereinfachung  verfügen;  also  z.  B.  eine  Leii^erade  als  proji- 
cierend  voraussetzen,  ebene  Leitcurven  in  die  Bildebene  und 
die  Fixebene  resp.  legen;  etc. 

52.  Die  Ordnung  einer  windschiefen  Regel- 
fläche ist  gleich  derClasse  derselben.  Denn  wenn  eine 
Gerade  die  Fläche  m^^^  Ordnung  in  m  Punkten  schneidet ,  so 
geht  durch  jeden  dieser  Punkte  eine  Erzeugende  der  Fläche, 
die  mit  der  Geraden  eine  Tangentialebene  derselben  bestimmt; 
in  der  Geraden  liegen  also  ebenso  viel  Schnittpunkte  mit  der 
Fläche,  als  durch  sie  Tangentialebenen  an  die  Fläche  gehen. 
Man  spricht  daher  von  Rege If lachen  n*®°  Grades.  (VergL 
§  39,  10.) 

Die  Zahl  n,  welche  den  Grad  einer  Regelfläche  ausdrückt, 
lässt  sich  aus  den  Ordnungszahlen  ihrer  Leitcurven  bestimmen; 
sie  ist  für  m^y  m^,  m^  als  die  respectiven  Ordnungszahlen  von 
(7,,  C2,  C^  —  die  also  als  algebraische  Curven  gedacht  werden  — 

Denn  n  ist  die  Zahl  von  Schnittpunkten  1,  .  .  die  eine 
Gerade  ffi  mit  der  Fläche  bildet,  d.  h.  die  Zahl  von  Erzeu- 
genden der  Fläche,  denen  sie  begegnet;  bildete  man  aber  mit 
^2;  ^3  9  ffi  als  Leitlinien  eine  Regelfläche,  so  würde  man  jene 
nämliche  Zahl  als  die  der  Schnittpunkte  11,  ...  derselben  mit 
der  Curve  C,  von  der  Ordnung  m^  erhalten*),  d.  h.  nach  dem 
in  §  29  ausgesprochenen  Princip,  dass  ihre  Zahl  gleich  sei  dem 
Product  der  Grundzahl  nj  dieser  Fläche  in  die  Ordnungszahl 
der  Curve  (7^ ,  d.  h.  »  «=  m^  n^ . 

Nach  der  nämlichen  Schlussweise  ist  aber  n^^m^n^t 
wenn  122  die  Gradzahl  einer  Regelfläche  ist,  welche  die  Curve 
C^  und  zwei  Gerade  ^,  /  zu  Leitlinien  hat;  und  endlich  ist 
^2  =  2^3,  weil  der  Grad  der  durch  drei  gerade  Leitlinien  be- 
stimmten Regelfläche  gleich  zwei  ist.  Man  erhält  also  durch 
successive  Substitution  n  ^  2m^m2m^. 

*)  Ein  einfaches  Beispiel  zur  Erläuterung  dieses  Schlusses  findet  man 
in  S  67, 12. 
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Der  Grad  der  Regelfläche  ist  kleiner  als  21711/71.2^3,  wenn 
die  Leitcurven  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen;  denn  jeder 
Punkt;  der  zweien  derselben  gemeinschaftlich  ist;  giebt  als 
Spitze  einem  Eegel  über  der  dritten  Leitcurve  Entstehung^ 
welcher  nur  uneigentlich  der  Regelfläche  angehört.  Sind  also 
Schnittpunkte  der  Leitcuryenpaare  C^y  C2]  C^,  C^]  6^3,  C^  in 
den  Anzahlen  s^,  s^,  s^  vorhanden,  so  wird  die  Gradzahl  der 
Fläche  um  den  Betrag  von  (^i»!,  +  ^2^2  +  ^3^3)  Einheiten 
vermindert.  Zugleich  reducieren  sich  die  Zahlen,  welche  die 
Vielfachheit  der  Leitcurven  (7,,  C2,  C^  (§  50,  3)  in  der  Fläche 
ausdrücken y  von  ihren  allgemeinen  Werthen  auf  m^m^  —  5,, 
iTtjiRj  —  ^2,  WjWij  —  ^3  respective. 

Solche  Reductionen  durch  das  Auftreten  von  developpa- 
beln  Flächen  können  auch  durch  besondere  Symmetrien  in 
der  gegenseitigen  Lage  der  Leitcurven  hervorgerufen  werden 
(siehe  §  51,  b)  2  und  unten  9). 

1)  Die  Begelflftcben  vom  Tjpns  a)  haben  im  Allgemeinen  den 
Grad  n  =  2mi,  wenn  m^  die  Ordnungszahl  ihrer  Leitcurve  ist;  die 
vom  Typus  b)  haben  den  Orad  n  ^^^^m^m^^  wenn  ^j,  m^  die 
Ordnungszahlen  ihrer  beiden  Leitcurven  bezeichnen. 

2)  Die  Begelfläcbe,  welche  ein  Kegelschnitt  K  und  zwei  Ge- 
rade ^2  9  9z  ^^^  Leitlinien  erzeugen,  ist  im  Allgemeinen  vom  Grade 
n  «s  4  und  die  beiden  Geraden  sind  Doppellinien  derselben.  So  im 
Falle  des  Normalenbündels. 

Schneidet  eine  der  Geraden  z.  6.  g^  den  Kegelschnitt  K  einfach, 
so  wird  n  >=  3  und  nur  die  Gerade  g^  ist  noch  eine  doppelte  Ge- 
rade der  Fläche.  So  im  Falle  des  Cylindroids  unter  a)  3):  die 
z-Axe  ist  eine  Doppelgerade,  die  Stellung  der  Ebene  xy  eine  einfache 
Gerade  der  Fl&che.  Wenn  man  dieselbe  Fläche  ans  der  Leitgeraden 
z  und  den  beiden  Ellipsen  in  H^.  und  H^^'  bestimmt,  so  ist  ihr 
Grad  3  =  2.2.2.1--  2.2  —  1,  weil  alle  drei  Leitlinien 
sich  im  Punkte  0  schneiden. 

Schneidet  aber  jede  der  Geraden  den  Kegelschnitt  in  einem 
Punkte,  so  entsteht  eine  Regelfl^che  zweiten  Grades  und  für  die- 
selbe ist  keine  der  Leitlinien  doppelt.  Schneiden  endlich  die  Ge- 
raden einander  und  jede  den  Kegelschnitt  ,  so  entsteht  durch  ihre 
Transversalen  keine  windschiefe  Regelfläche,  es  ist  n  =»  0. 

*3)  Man  erörtere  den  Fall,  wo  die  eine  Gerade  g^  den  Kegel- 
schnitt K  zweimal  schneidet. 

4)  Fdr  zwei  Kegelschnitte  Kx  und  K2  und  eine  Gerade  g^  ist 
der  Grad  der  Begelfläcbe  n<=3  8;  die  Kegelschnitte  sind  zweifach, 
die  Grerade  ist  vierfach.  Reductionen  treten  ein  auf  n  =  7,  wenn 
die  Kegelschnitte   einen  gemeinsamen  Punkt  haben;   dann  ist  die 
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Gerade  nur  dreifach  in  der  Begelflftche.  Auf  n  =  6,  wenn  g^  den 
einen  Kegelschnitt  A',  einfach  schneidet,  wobei  die  Gerade  Tierfach, 
der  Kegelschnitt  K^  zweifach  bleibt,  der  Kegelschnitt  K^  aber  ein- 
fach wird;  oder  wenn  die  Kegelschnitte  A',  nnd  K^  zwei  Punkte 
mit  einander  gemein  haben,  indem  zugleich  die  Gerade  g^  zar  nur 
zweifachen  Linie  der  Flftche  wird.  Auf  n  =  4,  wenn  ^^  beide  Kegel- 
schnitte einfach  trifft,  wodurch  dieselben  einfache  Linien  der  Fliehe 
werden;  oder  wenn  die  Kegelschnitte  einander  zweifach  schneid^i 
und  der  eine  K^  auch  mit  g^  einen  Punkt  gemein  hat,  wobei  K^ 
einfach  wird,  während  K^  und  g^  Doppellinien  in  der  FlSche  sind. 
Auf  n  =  3,  wenn  jedes  Paar  der  Leitlinien  einen  gemeinsamen 
Punkt  hat;  die  Gerade  ist  zweifach,  die  Kegelschnitte  werden  einfach 
in  der  Fläche.  (Vergl.  2.)  Endlich  auf  n  =  2 ,  wenn  die  Kegel- 
schnitte einander  zweifach  schneiden  und  je  einen  Punkt  mit  der 
Geraden  gemein  haben.  Wenn  tritt  die  Beduction  auf  n=5  ein? 

5)  Man  erörtere  den  Fall  yon  drei  Kegelschnitten  als  Leitcuryeo 
und  die  dabei  möglichen  Reductionen;  wenn  wird  speciell  die  er- 
zeugte Begelfläche  vom  zweiten  Grade? 

6)  Eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  C^  mit  zwei  Geraden  ^, ,  g^ 
erzeugt  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  sechsten  Grades  mit  den 
Geraden  als  dreifachen  Linien.  Schneidet  C^  die  Gerade  g^  oder 
beide  Geraden  g^  und  g^  einfach,  so  wird  n  =  5 ,  respecti ve  it  =  4 ; 
schneidet  C^  die  Gerade  g^  doppelt,  n  ««=  4 ;  schneidet  sie  g^  doppelt 
und  g^  einfach,  n  =  3  und,  wenn  sie  beide  zweifach  schneidet  n=  2. 
Ln  Falle  n  =  3  ist  die  Gerade  g^  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

7)  Welche  B^^lflächen  verschiedener  Grade  entstehen  aus  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung  C^^  einem  Kegelschnitte  K^  und  einer 
Greraden  g^  als  Leitcurve? 

8)  Wie  kann  man  eine  Begelfläche  dritten  Grades  durch  Leit- 
Developpable  erzeugen?  Es  geschieht  auf  Grund  von  Betrachtungen, 
die  den  im  Text  gegebenen  nach  dem  Gresetze  der  Dualität  entsprechen. 

9)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (§  51,  b)  2)  wäre 
als  durch  zwei  Kegelschnitt«  und  eine  Gerade  als  Leitlinie  erzeugt 
vom  Grade  8;  weil  aber  Kreise  in  parallelen  Ebenen  die  unendlich 
fernen  nicht  reellen  Kreispunkte  gemein  haben,  so  scheiden  zwei 
nicht  reelle  Ebenen  aus  der  Regelfläche  aus,  es  wird  n  =  6  für 
alle  Regelflächen  durch  eine  Gerade  und  zwei  Kreise  in  parallelen 
Ebenen.  Durch  die  Gleichheit  der  Kreise  und  die  symmetrische  Lage 
der  Leitgeraden  zu  ihnen  im  Falle  des  schiefen  Eingangs  wird  ein 
Kegel  zweiten  Grades  aus  der  Mitte  der  Centrallinie  Ober  den  Ejreisen 
als  Theil  der  Fläche  erzeugt;  die  windschiefe  Regelfläche,  welche 
als  Wölbfläche  dient,  ist  also  nur  vom  vierten  Grade.  Der  nämliche 
Charakter  kann  ihr  auch  durch  die  zweckmässige  Wahl  der  Leit- 
geraden bei  ungleichen  Kreisen  erhalten  bleiben. 

53.  Auf  einer  Erzeugenden  der  Segelfläche  liegen  un- 
endlich  viele  Punkte^    die   unmittelbar    bestimmt  sind,   jeder 
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durch  seine  Projectioo,  wenn  die  Erzeugende  selbst  durch 
Projection  bestimmt  ist;  es  gehen  auch  durch  die  Erzeugende 
unendlich  viele  Tangentialebenen^  gegeben  durch  ihre  Spuren. 
Di^se  Punkte  und  Ebenen  gehören  paarweise  als  Berührungs- 
punkt und  Tangentialebene  zusammen  und  es  ist  zunächst 
das  Gesetz  dieser  Zusammengehörigkeit  zu  ermitteln. 

Fig.  9G. 


Wir  denken  dazu  drei  unendlich  nahe  auf  einander  fol- 
gende Erzeugende  der  Fläche  e^j  e^y  e^  und  in  der  ersten  die 
Punktreihe  A^^^  ^,21  ^13«  .  .  •>  so  ist  für  jeden  derselben  e^ 
die  erste  Inflexionstangente  der  Fläche,  und  die  bezügliche 
zweite  Inflexionstangente  kann  direct  bestimmt  werden  als 
die  Gerade  in^  welche  tou  dem  Punkte  Au  ausgeht  als  die 
Transversale  von  e^  und  ^3,  die  ihm  entspricht.  Die  Ge- 
sammtheit  dieser  Geraden  aus  den  Punkten  von  e^  bildet  ein 
einfaches  Hyperboloid,  das  in  allen  Punkten  von  e^  mit  der 
gegebenen  Regelfläche  dieselbe  Tangentialebene  hat  und  von 


416      II.  Garven  nnd  Flächen:   C)  Die  windschiefen  Flächen.   53. 

dem  wir  daher  sagen,  dass  es  sich  der  Regelfläche  längs  e^ 
anschmiegt;  diese  Geraden  bestimmen  in  den  Nachbar-Erzea- 
genden ^2?  ^3  Punktreihen  j4^^,  ^22>  ^23»  •••5  A\9  ^32;  ^337  ---i 
welche  zu  der  Reihe  A^^y  A^^^  A^^y  . . .  projectivisch  sind,  ^ind 
man  hat  auch 

(^1   •  ^n  '^22-^23  •  •  •)  "^^   C'^21'^22^23  •  •  •)  ^  \^\\^n^\Z  •   •   •)  * 

d.  h.  das  Büschel  der  Beruhrungsebenen  durch  eine 

Fig.  97. 


Erzeugende  der  Regelfläche  ist  projectivisch  zur 
Reihe  der  Berührungspunkte  derselben  auf  dieser 
Erzeugenden. 

Daraus  folgt  sofort  ^  dass  durch  drei  Beruhrungsebenen, 
durch  eine  Erzeugende  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte 
auf  derselben  für  alle  übrigen  Berührungsebenen  durch  sie 
die  Berührungspunkte  und  für  alle  übrigen  Punkte  auf  ihr  die 
Berührungsebenen  linear  bestimmt  sind. 

Sind  aber  drei  Leitcurven  C^,  C^,  C^  gegeben,  mit  denen 
die  Erzeugende  e  die  Punkte  P^^  P^,  P^  gemein  hat  und  sind 
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^1  >  hf  h  die*  zugehörigen  Tangenten  derselben  ^  so  sind  ei^, 
et^y  et^  die  Tangentialebenen  P^^  P2,  P3  der  Regelfläche  in 
P, ,  P^j  7^3  respective  und  die  Tangentialebene  P,-  in  einem 
beliebigen  Punkte  Pi  derselben  Erzeugenden  bestimnst  sich 
nach  der  Projectivitats-Relation 

(d?.P,P2P3P,)=(/>,/>2^S^0; 

ebenso  aus  derselben  Relation  der  Berührungspunkt  Pi  der 
beliebigen  Ebene  P»  durch  dieselbe  Erzeugende. 

Sind  ebenso  drei  Leitdeveloppable  "D^,  Dj»  1)3  gegeben^ 
mit  denen  die  Erzeugende  e  die  Ebenen  P^ ,  V^,  P3  gemein 
hat^  und  sind  /, ,  /j  >  ^3  ^^^  zugehörigen  Erzeugenden  derselben^ 
so  sind  ^/,,  d/j,  ^/g, .  .  .  die  Berührungspunkte  P^,  P^^  jPj,  .  .  . 
der  Regelfläche  in  diesen  Ebenen  respective^  und  der  Berühr- 
ungspunkt Pi  in  einer  beliebigen  Ebene  P,-  durch  dieselbe  wird 
durch  die  Relation 

{e.P,P,P,Pi)^{'P,-p^T,-Pi) 

bestimmt  und  umgekehrt. 

Das  Büschel  der  Tangentialebenen  bestimmt  also  z.  B. 
als  Reihe  der  entsprechenden  Axenschnittpunkte  in  OÄ  eine 
zur  Reihe  der  Berührungspunkte,  also  auch  zur  Reihe  ihrer 
ersten  oder  zweiten  Projectionen  projectivische  Reihe.  In 
Fig.  96  sind  s^^,  s^^,  s^^  die  Horizontalspuren  der  bezeichneten 
Tangentialebenen;  für  die  Reihe  ihrer  Schnitte  mit  der  Axe 
X  und  die  Reihe  der  Grundrisse  der  Berührungspunkte  ist  nach 
I,  §  17  /j  ^i®  perspectivische  Axe,  mit  deren  Hilfe  für  den 
Berührungspunkt  P  auf  e  die  Tangentialebene  P  bestimmt  ist, 
welche  die  Spuren  5,,  $2  hat.  (Vergl.  §  36,  Fig.  73.) 

Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (§  51,  b)  2),  für 
welche  die  Leitkreise  C, ,  C2  in  zur  zweiten  Projectionsebene 
parallelen  Ebenen  und  somit  die  gerade  Leitlinie  ^3  parallel 
zur  Axe  OF  liegen,  giebt  für  jede  Erzeugende  e  in  den 
Punkten  P|,  P2,  P^  derselben  auf  den  Leitlinien  die  t^,  t^  als 
Tangenten  der  Kreise  C^y  C^  in  P^^  P^j  und  i^  als  mit  g^  iden- 
tisch, damit  also  die  Tangentialebenen  ^/,,  ei^y  ei^. 

Mittelst  der  Reihe  der  Axenschnittpunkte  derselben  in  ^^ 
sind  dann  in  Fig.  97  für  den  Punkt  P^  der  Erzeugenden  e 
die  Tangentialebene  P^  und  für  die  durch  e  gehende  Ebene 
P5  der  Berührungspunkt  P^  construiert. 

Fiedler,  danteUende  Geometrie.   11.    3.  Aufl.  27 
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1)  Man  zeichne  die  Tangentialebenen  et^,  e1\^  et^  in  den 
Schnittpunkten  einer  Erzeugenden  e  mit  den  drei  Leitcurren  C^ , 
C^j  6?3  in  den  Fig.  88  —  95  ein;  in  Fig.  90  sind  sie  ftlr  die  Er- 
zeugende ^1  eingetragen. 

2)  In  den  Fig.  92,  94  sollen  für  eine  Erzeugende  die  asymp- 
totischen d.  h.  die  im  unendlich  fernen  Punkte  derselben  berühr- 
enden Ebenen  verzeichnet  werden. 

3)  Wenn  zwei  RegelflSchen  eine  Erzeugende  e  gemeinsam  ent- 
halten und  in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Berührungs- 
ebenen haben,  oder  umgekehrt,  so  haben  sie  in  allen  Punkten  von 
e  einerlei  Berührungsebenen  und  für  alle  Ebenen  durch  e  einerlei 
Berührungspunkte.  (Vergl.  §  36,  15.) 

Flg.  98. 


4)  Zu  einer  windschiefen  Begelfläche  lassen  sich  für  jede  Er- 
zeugende e  (dreifach-)  unzählig  viele  längs  derselben  sich  ihr  an- 
schmiegende einfache  Hyperboloide  und  hyperbolische 
Paraboloide  bestimmen,  nämlich  je  ein  Hyperboloid  durch  eine 
willkürlich  gewählte  Gerade  ß*,  welche  mit  e  nicht  in  einer  Ebene 
lieg<i-  (§  36, 16.)  Drei  Tangentialebenen  Pj ,  Pj ,  P3  der  Begelfläche 
in  Punkten  P, ,  P^y  P^  von  e  bestimmen  mit  c*  drei  Punkte  Pj*, 
/>j*,  ^3*  und  die  geraden  Linien  P^P,*,   PjPj*,   P3P3*  sind  drei 
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Erzeugende  der  zweiten  die  e,-  nicht  enthaltenden  Begelschaar  des 
Hyperboloides.  Es  giebt  also  auch  (zweifach)  unendlich  viele  solche 
Hyperboloide,  die  einen  bestimmten  Punkt  enthalten  oder  eine  be- 
stimmte Ebene  berühren  und  (einfach)  unzählig  viele,  die  in  einem 
bestimmten  Punkte  eine  gegebene  durch  ihn  gehende  Ebene  berühren 
und  einer  Begelfläche  längs  einer  gegebenen  Erzeugenden  sich  an- 
schmiegen—  nämlich  so  viele  als  Gerade  durch  diesen  Punkt,  in 
dieser  Ebene  oder  in  der  Ebene  durch  den  Punkt  möglich  sind. 

Wie  ist  der  Berührungspunkt  auf,  respective  die  Berührungs- 
ebene durch  e*  bestimmt? 

5)  Ist  ^  eine  unendlich  ferne  Gerade,  d.  h.  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  bestimmt  sie  ein  anschmiegendes  hyperbolisches  Parabo- 
loid,  für  welches  durch  diese  Stellung  die  eine  Bichtungsebene  be- 
stimmt ist.  Wie  bestimmt  sich  die  Axenrichtung  des  Paraboloids? 

6)  Die  Schnittlinien  einer  Schaar  von  Parallelebenen  durch  die 
Punkte  einer  Erzeugenden  mit  den  entsprechenden  Tangentialebenen 
der  Begelfläche  bilden  ein  derselben  sich  längs  jener  anschmiegendes 
hyperbolisches  Paraboloid.  (Vergl.  §  36,  18.)  Wie  erzeugt  man  auf 
analoge  Weise  ein  anschmiegendes  Hyperboloid? 

Die  Figur  98  enthält  dasjenige  längs  einer  Erzeugenden  /j 
des  Normalenbündels  über  der  Ellipse  von  den  Scheiteln  A^  B  und 
C  mit  den  geraden  Leitlinien  g  ^  h  —  die  erste  normal  zur  zweiten 
Projectionsebene ,  die  letztere  in  derselben  parallel  der  Axe  x  — 
sich  demselben  anschmiegende  Hyperboloid,  welches  die  Axe  AB 
der  Leitellipse  oder  die  Projectionsaxe  x  enthält.  Für  die  drei 
Punkte  P^y  Pj ,  ^3  der  Erzeugenden  /|  in  den  Leitlinien  liefert  die 
Verbindung  mit  den  respectiven  Schnittpunkten  der  Tangentialebenen 
der  Fläche  in  ihnen  mit  A B  die  Erzeugenden  g^,  g^^  g^  des  Schmie- 
gnngshyperboloids ;  man  hat  dann  die  Erzeugende  l^  desselben  er- 
mittelt, welche  durch  den  Punkt  3  von  g^  geht  und  damit  bereits 
die  Umrisse  respective  die  erste  und  zweite  Spur  des  Hyperboloids 

—  letztere  natürlich  Paare  von  Geraden  mit  x  als  einer  von  ihnen 

—  bestimmt.  Mittelst  der  perspectivischen  Axe  t^  der  projectivischen 
Beihen,  welche  durch  g^y  g^y  g^  in  /|,  l^  gegeben  sind,  lassen  sich 
andere  Erzeugende  der  Schaar  g  finden.  Der  ümriss  des  Hyper- 
boloids in  der  zweiten  Projection  ist  eingezeichnet;  er  berührt  //' 
m  P2  ' 

5)  Die  Tangentialebene  der  Begelfläche  in  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  e  —  welche  nach  der  Methode  des  Textes  bestimmt 
wird  —  enthält,  weil  sie  eine  asymptotische  Ebene  für  die  an- 
schniegenden  Begelflächen  zweiten  Grades  ist,  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Flächen.  Man  kann  also  unendlich  viele  in  e  sich  anschmie- 
gende Hyperboloide  bestimmen,  deren  Mittelpunkte  in  einer  festen 
Ebene  und  stets  eines,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  festen  Geraden 
liegt. 

8)  Fürjdie  längs  e  der  Begelfläche  sich  anschmiegenden  hyper- 

27  • 
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Fig.  99. 


bolischenParaboloideistdiezuß  gehörige  asymptotische  Ebene 
der  Begelfl&che  —  d.  i.  die  sie  in  der  Bichtung  von  e  berührende 
Ebene  —  die  eine  ihnen  allen  gemeinsame  Bichtung^ebene. 
Unter  diesen  Paraboloiden  ist  ein  gleichseitiges,  d.  h.  ein 
solches,  dessen  Erzeugende  die  Normalen  von  e  in  den  Tangential- 
ebenen seiner  Punkte  sind.  Ist  ^  eine  Erzeugende  dieses  Paraboloids 
von  der  Schaar,  zu  welcher  e  gehört^  so  bestimmt  die  in  einem  Punkte 
i^  von  e  auf  ihr  errichtete  Normale,  welche  e*  schneidet,  die  Tan- 
gentialebene P  in  P,   Denken  wir  nun  die  Tangentialebene  in  einem 

Punkte  0  von  e  als  Ebene  xy  und 
die  durch  0  gehende  zu  e  normale 
Ebene  als  xz  (Fig.  99),  so  bilden  die 
Horizontalprojectionen  der  Erzeugen- 
den von  der  Schaar  e  ein  Büschel , 
welches  in  e  seinen  Scheitel  hat,  und 
es  giebt  unter  ihnen,  weil  x  eine  Er- 
zeugende der  zweiten  Schaar  ist,  eine 
von  zusammenfallendem  Grund-  und 
Aufriss  Ä'» ",  nämlich  die  in  der  durch 
X  gehenden  45®-Ebene  gelegene.  Ist  Ä*  "  ein  Punkt  derselben,  so  ist 
die  von  ihm  auf  e  geföUte  Normale  a  durch  A" 0  vertical  und  durch 
das  von  A'  auf  e  oder  y  gefilllte  Perpendikel  horizontal  projiciert, 
und  die  Tangentialebene  ea  m  A  hat  OA'  zur  Verticalspur  und  macht 
mit  xy  oder  der  Tangentialebene  in  xy  den  Winkel  A'Ox.  Die 
asymptotische  Ebene  von  e  macht  also  mit  xy  denselben  Winkel, 
wie  die  Gerade  Ä'»"  mit  x\  fällt  man  von  0  auf  Ä'»"  die  Normale 
mit  dem  Fusspunkte  M'  und  von  diesem  die  Normale  auf  y  oder 
e  mit  dem  Fusspunkte  M^  so  ist  M  der  Punkt  der  Erzeugenden, 
wo  die  Tangentialebene  auf  der  asymptotischen  Ebene  derselben 
normal  steht  —  der  Centralpunkt  derselben.   (§  54.) 

Wenn  man  diese  Darstellung  auf  den  Fall  der  Schraubenfiächen 
anwendet,  indem  man  den  Schnitt  der  Erzeugenden  mit  der  Axe 
als  0  nimmt  und  die  Ebene  beider  als  xy  ^  so  wird  e'j^ .  zu  z 
parallel;  denn  0  ist  der  Centralpunkt.  ' 

9)  Man  kann  ein  längs  e  sich  anschmiegendes  hyperbolisches 
Paraboloid  mit  gegebener  Axenrichtung  nur  construieren,  wenn 
diese  Axenrichtung  in  der  Stellung  der  zu  e  gehörigen  asymptoti- 
schen Ebene  enthalten  ist. 

10)  Je  zwei  einfache  Hyperboloide,  welche  sich  längs  derselben 
Erzeugenden  e  einer  gegebenen  Begelfläche  anschmiegen,  schneiden 
sich  in  zwei  Erzeugenden  der  andern  Begelschaar  (vergl.  §  38,  ll) 
und  diese  bestimmen  mit  der  Erzeugenden  e  zwei  Schnittpunkte, 
in  denen  sich  beide  Hyperboloide  osculieren.  (§  48.) 

11)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  einer  flachgängigen 
Schraubenfiäche  in  drei  Punkten  einer  Erzeugenden  e^  wenn  die 
Schraubenaxe  parallel  zu  OZ  ist;  ebenso  die  Berührungspunkte  für 
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diejenigen  beiden  Tangentialebenen,  welche  mit  der  Neigung  orj  z.  B. 
gleich  45®  durch  die  Erzeugende  e  gehen  und  für  die  zu  den  Pro- 
jectionsebenen  respective  normalen. 

12)  Man  führe  das  Analoge  aus  a)  für  die  Wölbfläche  des  Ein- 
gangs in  den  runden  Thurm,  wenn  die  Axe  desselben  der  Axe  OZ 


Fig.  100. 


^--V- 


parallel  ist;  b)  für  die  scharfgöngige  Schraubenfläche  mit  gleicher 
Lage  (man  wähle  die  zu  e'  normale  Tangente  des  Grundkreises 
als  Transversale  des  horizontalen  Spurenbüschels  der  Tangential- 
ebenen); c)  für  das  Cylindroid  in  §  51  a)  3.  (Fig.  90  enthält  die 
ConstructionMer  Tangentialeben  in  P\  die  benutzten  Reihen  auf 
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X  und  e  sind  perspectivisch) ;  d)  für  das  Kugelconoid  von  §  51,a)4; 
e)  für  das  Normalenbündel  ibid.  a)  5;  f)  für  das  Cylindroid  von 
§  51,  b)  3,  v^enn  ^3  als  Stellung  der  zweiton  Projectionsebene 
gewählt  ist. 

13)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch  drei 
Leitlinien  gegebenen  Begelfläche  ein  anschmiegendes  Hyperboloid, 
welches  a)  die  Axe  OV  des  Projectionssystems  oder  b)  die  proji- 
cierende  Tafelnormale  enthält  —  ip  Centralprojection. 

In  einem  besonderen  Falle  erhält  man  den  Satz: 
Die  anschmiegenden  Hyperboloide    für  die  Wölb- 
fläche des   schiefen  Durchganges,   die  ihren   verschie- 
denen Erzeugenden  entsprechen  und  ihre  verticale  Axe 
enthalten,  gehen  auch  durch  seine  gerade  Leitlinie. 

14)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch  drei 
Leitlinien  gegebenen  Kegelfläche  z.  B.  die  scharfgängige  Schrauben- 
fläche das  anschmiegende  Paraboloid,  welches  die  Bildebene  oder 
respective  eine  der  Projectionsebenen  zur  Bichtungsebene  hat. 

In  Figur  100  ist  für  die  Erzeugende  ^2  ^^^  ^^^  Punkte  P^ 
der  Schraubenlinie  zuerst  das  Schmiegungsparaboloid  nach  der  Ebene 
XOY^  sodann  auch  das  nach  der  Ebene  ^(^Z  construiert;  die  E- 
zeugenden  des  ersten  sind  durch  g  und  /,  die  des  letztom  durch 
^*  und  /*  bezeichnet.  Die  Tangentialebenen  in  P^ ,  P2  und  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugenden  haben  die  Spuren  5/, 
^l^  ^1**»  respective  s^^  s^^  s^^'i  die  Ebene  S**  ist  gemeinschaftliche 
Bichtungsebene  beider  Paraboloide,  zu  ihr  sind  die  /  und  die  /*  pa- 
rallel. Die  Punkte  P^ ,  P^  liefern  für  das  erste  die  Erzeugenden  g^ , 
g^ ,  für  das  zweite  ^j*,  g*.  Für  das  erste  Paraboloid  ist  dann  aus 
dem  Punkte  B  in  g^  die  Erzeugende  l^  construiert  und  damit  Er- 
zeugende g^f  '  ' .  g^  der  Schaar  g^  der  horizontale  ümriss  ist  er- 
sichtlich. Ftü:  das  zweite  Paraboloid  ist  für  den  Punkt  D  auf  g^* 
die  Erzeugende  I2*  bestimmt  und  damit  Erzeugende  g^*,  .  .  .  g^* 
der  Schaar  ^*;  der  ümriss  in  der  Verticalprojection  erscheint. 

16)  Wenn  eine  Erzeugende  e  die  Leitcurven  C2  und  C^  in 
den  Punkten  i^j?  ^s  resp.,  die  Leitcurve  C^  aber  zweimal  in  ver- 
schiedenen Punkten  P^  und  P*  trifft,  so  ist  sie  eine  Doppeler- 
zeugende der  Fläche.  In  jedem  Punkte  Pi  derselben  hat  die  Fläche 
zwei  verschiedene  Tangentialebenen,  denn  man  muss  haben 

{P,  P^P^P;)  =  (e  .  P1P2P3P.),    (V^2^3^0  =  (^  •  Pl*^3^2l^.*)i 

nur  in  den  Punkten  P.^  und  P^  findet  je  eine  einzige  Tangential- 
ebene statt,  et^^  ct^  resp.,  wenn  ^2  ^i^d  ^3  wie  vorher  die  Tan- 
genten von  C2  und  C^  in  P^  und  P^  sind ;  diese  Ebenen  sind  also 
die  Doppelebenen  der  projectivischen  Büschel  von  Tangentialebenen 
um  ^,  welche  der  Beihe  seiner  Punkte  entsprechen. 
In  dem  besonderen  Falle,  wo 

(i>,/>,*/>2i>3)  =  (/./,  ^,*^2^3) 


Das  windschiefe  Flächenelement  und  sein  Parameter.  54.      423 

wäre,  fiele  noch  ein  drittes  Paar  entsprechender  Tangentialebenen 
und  somit  alle  Paare  derselben  zusammen,  d.  h.  die  Erzeugende 
e  wäre  eine  ßückkehrerzeugende  der  Fläche. 

54.  Wenn  wir  durch  eine  Erzeugende  e  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  Paare  von  Ebenen  normal  zu  einander 
legen  ^  so  bilden  dieselben  ein  involutorisches  Büschel  aus  e 
und  somit  ihre  Berührungspunkte  eine  involutorische  Reihe 
in  e ;  iu  derselben  ist  der  Centralpunkt  derjenige,  dessen  Tan- 
gentialebene normal  ist  zur  asymptotischen  Ebene  der  Er- 
zeugenden, d.  h.  (vergl.  I,  §  10,  13)  er  ist  derjenige  Punkt  der 
Erzeugenden,  in  welchem  sie  der  unendlich  nahe  benachbarten 
folgenden  Erzeugenden  der  Fläche  am  nächsten  kommt;  er 
ist  also  der  der  Erzeugenden  e  angehörige  Punkt  der  Stric- 
tionslinie  der  Regelfläche.  (Vergl.  §  37,  17.) 

Für  die  Berührungspunkte  von  zwei  zu  einander  normalen 
Ebenen  durch  die  Erzeugende  e  oder  für  die  Paare  yon  Punkten, 
wo  je  die  nämliche  Ebene  die  Fläche  berührt  und  zu  derselben 
normal  ist,  ist  das  Product  ihrer  Entfernungen  vom  Central- 
punkt constant  —  die  projectivische  Potenz  der  Erzeugenden  e. 
(Yergl.  I,  §§  lö,  20.)  Dasselbe  Gesetz  erhält  man  durch  die 
Betrachtung  des  zwischen  zwei  nächstbenachbarten  Erzeugenden 
e  und  e^  liegenden  Streifens  der  windschiefen  Regelfläche  oder 
des  windschiefen  Flächenelements  rücksichtlich  seiner 
Punkte  und  Tangentialebenen.  Sei  MM^  <»  n  (Fig.  101)  die 
gemeinsame  Normale  zwischen  beiden  Geraden,  e^  die  durch  M^ 
zu  e  gezogene  Parallele,  also  (ß,  e*)  der  Winkel  0  der  zwei 
benachbarten  Erzeugenden,  P  ein  Punkt  in  «,  in  d^m  die  Nor- 
malebene zu  e  das  A  PP*Pi  ausschneidet,  so  ist  M^MP  die 
Tangentialebene  in  Jf ,  MPP^  die  in  P  und  L  PfPP*  der 
Winkel  zwischen  beiden;  wir  setzen  MP=x  und  L  P\PP^=X} 
80  dass  wir  haben 


oder  für 


P,  P*      X  tan  e 


,.      tan  8  , 

hm =  p  tan  1  =  px . 

n 


Wenn  man  den  Punkt  M  als  den  Mittelpunkt  und  die  zuge- 
hörige Tangentialebene  als  die  Mittelebene  des  Elementes 
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bezeichnet,  80  hat  mau  den  Satz :  Die  trigonometrische  Tangente 
des  WinkelS;  den  die  Tangentialebene  in  irgend  einem  Pankte 
von  e  mit  der  Mittelebene  macht,  ist  der  vom  Mittelpunkte 
aus  gemessenen  Abscisse  des  Punktes  proportional.  Die  Con- 
stantepnennen  wir  den  Parameter  des  Flächenelementes. 
Die  Erzeugende,  der  Mittelpunkt  und  die  Mittelebene  bestimmen 
mit  "dem  Parameter  ,das  windschiefe  Flächenelement.  Wir 
wollen  anmerken;  dass  für  MM^  als  Äxe  g^  die  beiden  Grenz- 
linien des  windschiefen  Flächenelementes  als  benachbarte  Er- 
zeugende einer  flachgängigen  Schraubenfläche  wie  in  a)  1 
§  50  angesehen  werden  können,  für  die  also  PPy^  ein  Element 
der  leitenden  Schraubenlinie  vorstellt;  so  liefern  die  Perpen- 
dikel von  den  Punkten  der  Strictionslinie  zu  den  benachbarten 
Erzeugenden  die  Äxen  der  den  einzelnen  Flächenelementen 
entsprechenden  unendlich  kleinen  Schraubungen. 

Wenn  ferner  für  ein  bestimmtes  Flächenelement  %  und  j, 
um  90^  verschieden  sind,  so  ist  immer 

tan  %  tan  Xi  =  —  1  =  p^xx^ 
oder 

_        1  . 

XX*  —         s  5 

d.  h.  die  in  derselben  Erzeugenden  liegenden  Paare  der  Be- 
rührungspunkte von  Tangentialebenen  y  welche  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  bilden  eine  elliptische  Involution,  für 
die  der  Mittelpunkt  der  Centralpunkt  ist. 

Beim  Orthogonalen  Cylindroid  in  Fig.  90  ist  die  gerade 
Leitlinie  nach  dem  Vorigen  die  Strictionslinie  und  wir  haben 
den  zu  B  entsprechenden  Punkt  B^  der  Erzeugenden  e^  be- 
stimmt. Die  abgeleitete  Involution  ist  unmittelbar  ersichtlich. 
Wenn  die  Erzeugende  e  die  nächstfolgende  Erzeugende  der 
Regelfläche  schneidet,  so  gehört  der  Schnittpunkt  zur  Stric- 
tionslinie der  Fläche;  die  Ebene  beiden  Erzeugenden  berührt 
dann  die  Fläche  in  allen  Punkten  derselben,  diese  besitzt  ein 
ebenes  Element  oder  ist  längs  dieser  Erzeugenden  develop- 
pabeL  Wir  haben  in  §  50,  5,  6  die  Herkunft  solcher  singularer 
Erzeugenden  bereits  betrachtet ,  sie  sind  hier  nur  noch  für 
specielle  Fälle  zu  erörtern.  Die  Conoide  mit  geschlossener 
Leitcurve  bieten  in  der  geraden  Leitlinie  im  endlichen  Raum, 
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welche  ihre  Doppellinie  ist;  deu  Uebergang  von  reellen  zu 
parasitischen  Punkten  dar  —  er  findet  in  den  Punkten  statt, 
wo  dieselbe  von  den  zur  Bich^ungsebene  parallelen  Ebenen 
geschnitten  wird,  welche  die  Leitcurve  berühren.  Die  durch 
sie  gehenden  Erzeugenden  schneiden  die  unendlich  nahe  benach- 
barten in  diesen  Punkten.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  aber  eine 
Specialitat  dieses  Charakters.  Denken  wir  diejenigen  Tangenten 
der  Leitcurve,  welche  der  geraden  Leitlinie  der  Fläche  im  endlichen 
Räume  begegnen,  so  gehen  durch  ihre  Berührungspunkte  an 
der  Curve  Erzeugende,  welche  deu  unendlich  nahe  benachbarten 
offenbar  parallel  sind.  Man  muss  bemerken,  dass  in  diesem 
besondern  Falle  die  Richtung  der  benachbarten  Erzeugenden 
nicht  zur  Strictionslinie  der  Fläche  gehört,  weil  die  kürzeste 
Entfernung  derselben  überall  stattfindet. 

Fig.  101. 


1)  Aus  dem  Grundgesetz  tan  %  es=  px  ergiebt  sich  für  vier 
Punkte  A^  B,  C^  D  derselben  Erzeugenden  einer  windschiefen  Be- 
gelfläche  mit  den  Abscissen  a,  h^  c,  d  vom  Mittelpunkte  und  den 
Abweichungen  er,  jS,  7,  d  der  bezüglichen  Tangentialebenen  A, 
B,  C,  D  von  der  Mittelebene  der  Hauptsatz  des  §  53  wieder 

^  ^^^  c  —  }>'  d  —  ^""tany  —  tan/3'tand—  tan/3 

=  ^5fc-_^ :  ?!^-«)  -  (ABOD) . 
sm(y  —  /5)    sm  (0  -—  /?)       ^ 

2)  Für  die  geschlossene  scharfgftngige  Schraubenfläche  sei  r 
der  Badius  und  h  die  Ganghöhe  der  leitenden  Schraubenlinie,  so 
dass  für  ihre  Neigung  zur  Normalebene  der  Axe 

I. 
tan/?  = 


2«r 


ist;  ist  dann  femer  y  der  Wiiicel,  den  die  Erzeugenden  der  Schrau- 
benfläche mit  dieser  Normalebene  machen,  so  leitet  man  aus  der 
darstellend-geometrischen  Bestimmung  des  Winkels  %  gemäss  dem 
Texte  für  die  Tangentialebene  in  dem  Punkte  der  Schraubenlinie 
die  Belation  ab 
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tan  i  = 


tan  ^  cos  y  ' 
die  sich  leicht  in  die  Form 

tan  %  =  px  =  —  X 

• 

für  X  als  die  auf  der  Erzeugenden  von  der  Axe  aus  gemessene 
Abscisse  zur  Bestimmung  des  Parameters  überführen  lässt. 

3)  Die  Normalen  einer  windschiefen  Begelfläche  in  den  Punkten 
einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  das  zuge- 
hörige Normalenparaboloid  der  Fläche ;  die  Normalebene  der 
Erzeugenden  ist  die  eine,  die  durch  die  Erzeugende  selbst  gehende 
Normalebene  ihrer  asymptotischen  Ebene  ist  die  andere  Bichtungs- 
ebene  desselben;  es  ist  also  gleichseitig.  (§  36,  11.)  Der  Central- 
punkt  der  Erzeugenden  ist  der  Scheitel  dieses  Paraboloids. 

4)  Man  stelle  das  Normalenparaboloid  für  eine  gegebene  Er- 
zeugende einer  scharfgängigen  und  ebenso  für  die  einer  flachgängigen 
Schraubenfläche  dar.  Bei  verticakr  Axe  der  Schraubenfläche  ist  im 
letztern  Falle  die  Horizontalspur  des  Normalenparaboloids  eine  gleich- 
seitige Hyperbel;  die  Yerticalspur  und  der  verticale  ümriss  sind 
Parabeln  mit  verticaler  Axe,  der  horizontale  ümriss  ist  ein  Punkte- 
paar. 

5)  Wenn  ein  einfaches  Botationshyperboloid  sich  einer  gege- 
benen windschiefen  Begelfläche  längs  einer  Erzeugenden  anschmiegt, 
so  liegt  sein  Mittelpunkt  in  der  im  Centralpunkte  der  Erzeugenden 
auf  der  Fläche  errichteten  Normale. 

6)  Man  soll  für  eine  gegebene  Erzeugende  einer  windschiefen 
Begelfläche  ein  anschmiegendes  Botationshyperboloid  so  bestimmen, 
dass  dasselbe  eine  gegebene  Ebene  zu  einer  seiner  Axe  parallelen 
Tangentialebene  hat. 

7)  Wenn  zwei  Botationshyperboloide  für  eine  Erzeugende  c 
des  einen  imd  eine  Erzeugende  e*  des  andern  gleiche  projectivische 
Potenz  haben,  so  können  sie  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden, 
dass  das  eine  sich  dem  andern  längs  der  Erzeugenden  e  anschmiegt; 
man  hat  die  Erzeugenden  ^ ,  6*  so  zur  Deckung  zu  bringen ,  dass 
ihre  Centralpunkte  zusammenfallen.  Was  ergiebt  sich  daraus  fUr 
zwei  beliebige  Begelflächen? 

8)  Man  construiere  die  sich  schneidenden  und  die  parallelen 
Nachbarerzeugenden  des  Eugelconoids.  Welches  sind  diese  Erzeu- 
genden beim  Ereisconoid  Fig.  91,  §  51,  a)? 

Es  sind  hier  die,  welche  in  jenen  Berühruhgsebenen  der  Kugel 
liegen,  die  durch  die  geraden  Leitlinien  gehen.  In  Fig.  102  ist  das 
Eugelconoid  in  erster  und  zweiter  Projection  unter  der  Annahme 
verzeichnet^  dass  die  gerade  Leitlinie  g  im  endlichen  Baume  tmXOZ 
parallel  und  die  gerade  Leitlinie  im  Unendlichen  die  Stellung  von 
XOY  ist.  Dann  ist  die  eine  Gruppe  jener  Geraden  —  welche?  — 
gebildet  von  der  höchsten  und  tiefsten  Erzeugenden  ^q,  ^»,  die  andere 


V- 
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von  den  Erzeugenden  e  und  ^,  welche  von  den  Berührungspunkten 
A  und  B  der  Kugel  mit  durch  g  gehenden  Ebenen  ausgehen. 

9)  Man  zeige,  dass  ein  Cjlindroid  zwei  Erzeugende  hat,  die 
zu  ihren  nächstbenachbarten  parallel  sind.  Die  Schraubenflächen 
bieten  solche  developpable  Stellen  nicht  dar. 

Fig.  109. 


^    F'mi 


10}  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs  hat  zwei  Erzeu- 
gende, die  ihre  benachbarten  schneiden  und  zwei  andere,  die  zu 
ihren  benachbarten  parallel  sind;  man  construiere  dieselben.  Im 
Falle  der  Fig.  94,  97  sind  letztere  nicht  reell.  Denn  die  durch 
g^  gehenden  Tangentialebenen  der  Kreise  geben  sie. 

11)  Man  construiere  Punkte  der  Strictionslinie  fttr  das  Nor* 
malenbündel.  (§  52,  a)  4.) 

12)  Die  Strictionslinie  des  einfachen  Botationshyperboloides 
ist  der  Kehlkreis;  die  Charakteristik  seines  Flächenelementes  findet 
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man  leicht  aus  der  Lage  der  Tangentialebene  für  einen  Punkt  im 
Abstände  x  cos  ß  von  der  Kehlkreisebene 

..     tan  9        sin/3  tan  J3 

hm =  — , 

n  r 

wenn  r  den  Radius  des  Eehlkreises  und  ß  den  Winkel  der  Erzea- 
genden mit  der  Axe  bedeutet. 

13)  Die  Strictionslinie  der  flachgängigen  sowohl  als  der  scharf- 
gängigen Schraubenfläche  fällt  mit  der  Schraubenaxe  zusanunen. 
Mit  welchem  Unterschiede?  Ebenso  fallen  die  Strictionslinien  der 
offenen  Schraubenflächen  mit  der  Schraubenlinie  zusammen,  die  der 
der  Axe  nächste  Punkt  der  erzeugenden  Geraden  beschreibt. 

14)  Die  Strictionslinie  eines  geraden  Conoids  ist  die  gerade  Leit- 
linie desselben  im  endlichen  Räume ;  die  orthogonale  Projeetion  der 
Strictionslinie  eines  beliebigen  Conoids  auf  seine  Richtungsebene  ist 
die  Enveloppe  der  entsprechenden  Projectionen  seiner  Erzeugenden. 

15)  Die  Strictionslinie  einer  Regelfläche  mit  einer  geraden  Leit- 
linie und  einem  Richtungskegel,  der  ein  mit  dieser  Leitlinie  als  Axe 
beschriebener  Rotationskegel  ist,  ist  eben  diese  gerade  Leitlinie. 

55.  Die  Punkte  einer  windschiefen  Regelfläche,  in  welchen 
ausnahmsweise  zwei  benachbarte  Erzeugende  sich  schneiden, 
erscheinen  natürlich  inbegriffen  unter  den  Punkten  derselben, 
in  welchen  überhaupt  zwei  Erzeugende  derselben  zusammen- 
treffen. Es  ist  evident,  dass  solche  Punkte  im  Allgemeinen 
auf  jeder  Erzeugenden  existieren.  Legt  man  nämlich  durch 
die  Erzeugende  e  der  Fläche  eine  beliebige  Ebene,  so  be- 
rührt dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte  und  schneidet  sie 
ausser  in  der  Erzeugenden  in  einer  Curve  von  der  Ordnung 
(n  —  1)  —  wenn  die  Regelfiäche  als  eine  algebraische  vom 
n*^  Grade  gedacht  wird  — ,  welche  mit  e  ausser  dem  Be- 
rührungspunkte der  Ebene  —  darin  liegt  die  Bestimmung  der 
zweiten  Haupttangente  der  Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte 
derselben  (vergl.  unten  5  f.)  < —  noch  (n  —  2)  andere  Schnitt- 
punkte bestimmt,  in  deren  jedem  offenbar  die  Erzeugende  e 
einer  andern  Erzeugenden  der  ßegelfläche  begegnen  muss, 
d.  h.  eine  Regelfiäche  n^^  Grades  enthält  im  Allgemeinen 
eine  Doppelcurve,  die  mit  jeder  Erzeugenden  (n  —  2) 
Punkte  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  in  den  Punkten  dieser 
Curve  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Tan- 
gentialebenen; die  besondem  Punkte  der  Fläche  aber,  in 
denen    zwei  benachbarte  Erzeugende   sich   treffen,   haben  in 
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der  Doppelcurve  die  auszeichnende  Eigenschaft,  dass  ihnen 
nnr  je  eine  Tangentialebene  entspricht,  dass  sich  also  die 
Doppelcurve  in  ihnen  wie  die  Rückkehrkante  einer  develop- 
pabeln  Fläche  verhält.    (Cuspidalpunkte  der  Fläche.) 

Wählt  man  anderseits  in  der  Erzeugenden  e  einen  Punkt 
und  legt  durch  ihn  nach  allen  andern  Erzeugenden  der  Begel- 
fläche  Ebenen,  so  berühren  dieselben  die  Fläche  und  umhüllen 
einen  Kegel  von  der  (n  —  \)^^  Classe,  welcher  mit  der  Geraden 
e  ausser  der  Berührungsebene  der  Fläche  im  gewählten  Punkte 
noch  (n  —  2)  andere  Ebenen  gemein  hat;  d.  h.  es  giebt  zu 
jeder  Regelfläche  n^^  Grades  im  Allgemeinen  eine  Developpable, 
die  als  doppelt  umgeschriebene  Developpable  der 
Fläche  zu  bezeichnen  ist  ujid  welche  mit  jeder  Erzeugenden 
(n  —  2)  Ebenen  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  mit  den  Ebenen 
dieser  Developpabeln  im  Allgemeinen  je  zwei  verschiedene 
Berührungspunkte;  nur  die  besonderen  Ebenen  der  Fläche, 
welche  zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  enthalten,  lie- 
fern nur  je  einen  Berührungspunkt. 

Endlich  enthält  eine  durch  drei  Leitcurven  C^^  C^f  C^  er- 
zeugte Regelfläche  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  von  geraden 
Erzeugenden,  welche  doppelt  sind,  d.  h.  in  denen  je 
zwei  nicht  aufeinander  folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden 
sich  decken;  jede  Gerade,  welche  die  eine  Leitcurve  zweimal 
schneidet,  während  sie  zugleich  die  andern  Leitcurven  je 
einfach  trifft,  ist  eine  solche.  Sei  C^  die  Leitcurve,  welche 
zweimal  geschnitten  werden  soll,  so  ist  die  Zahl  solcher  Ge- 
raden die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  Curve  C^  mit 
derjenigen  Regelfläche,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt 
wird,  die  mit  C^  je  zwei  Schnittpunkte  und  mit  C^  je  einen 
Punkt  gemein  haben  und  diese  Zahl  ist  das  i^ij-fache  der  Zahl, 
die  den  Grad  einer  Regelfläche  angiebt,  für  welche  C^  eine 
von  jeder  Erzeugenden  zweifach  geschnittene  und  eine  gerade 
Linie  eine  einfache  Leitlinie  ist;  giebt  es  dann  für  die  Curve 
(7|  durch  jeden  Punkt  im  Räume  h^  Gerade,  die  sie  zweimal 
schneiden  (vergl.  §  22,  c),  so  ist  der  Grad  der  letztbezeich- 
neten Fläche  und  die  Zahl  der  aus  Cy  entspringenden  doppelten 
Erzeugenden  respective 

-     ,   w,  (i»,  —  1)        j                   Itn^  (»ii  —  1)   ,    .\ 
=  Ä,+-i-^-L 1    und    =m^fn^\-^^^^ +  h\  ^ 
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In  Folge  dessen  besitzt  die  windschiefe  Regelfläehe  aus  drei 
Leitcurven  (7,,  C2,  C^  mit  den  Charakterzahlen  m, ^  h^\  m^j  h^\ 
m^y  h^  doppelte  Erzeagende  in  der  Anzahl 

1)  Weil  in  der  Regelfläehe  vom  Grade  2in^  m^m^  aus  den  Leit- 
curven C^^  C21  C^  von  den  respectiven  Ordnungen  fii|,  m^y  m^  diese 
Curven  selbst  vielfach  sind  in  den  Graden  tn^tn^j  ^a^T^o*  ^1^2»  so 
begegnet  jede  Erzeugende  in  den  Leitcurven  selbst  bereits 

andern  Erzeugenden  der  Fläche  und  hat  somit  ausser  diesen,  also 
in  der  Doppelcurve  der  Textbetrachtung,  noch  Schnittpunkte  mit 
andern  Erzeugenden  der  Begelfläche  in  der  Anzahl 

Setzen  wir  ^2  =  x^g  e=  1,  so  wird  diese  Zahl  Null,  d.  h.  Regel- 
flächen,  welche  zwei  gerade  Leitlinien  enthalten,  können  ausser 
diesen  Leitlinien  selbst,  welche  vielfach  sind^  keine  eigentliche  Dop- 
pelcurve enthalten  (wenn  sich  die  Leitlinien  nicht  schneiden);  dies 
gilt  z.  B.  vom  Normalenbündel,  von  der  flachgängigen  Schrauben- 
fläche, von  denConoiden.  Die  windschiefe  Regelfläche  sechsten  Grades, 
welche  aus  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  zwei  Geraden 
entsteht,  enthält  keine  Doppelcurve,  aber  sie  hat  vier  doppelte  Er- 
zeugende. 

2)  Die  windschiefe  Regelfläche  dritten  Grades  (§  52)  kann 
nur  eine  doppelte  Gerade  enthalten  —  wie  auch  daraus  hervorgeht^ 
dass  in  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  nur  e  i  n  Doppelpunkt 
möglich  ist.  ( Vergl.  §  60.) 

3)  Die  Fläche  des  schiefen  Durchgangs  (§  51)  hat  paarweis 
parallele  Erzeugende,  besitzt  also  in  unendlicher  Feme  eine  Dop- 
pelcurve, die  als  ein  Kegelschnitt  anzusehen  ist. 

4)  Man  erläutere  die  Natur  der  Doppelcurve  einer  windschiefen 
Regelfläche  an  dem  Beispiel  der  scharfgängigen  Schraubenfläche; 
dieselbe  ist  ein  System  von  Schraubenlinien  von  derselben  Axe 
und  Ganghöhe  mit  der  Schraube  selbst.  (Figur  93  erlaubt,  sie  zu 
verfolgen.) 

5)  Man  verzeichnet  die  zweite  Inflexionstangente  der  Regelflächd 
in  einem  Punkte  der  Erzeugenden  e,  indem  man  den  Schnitt  der 
Fläche  mit  ihrer  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  construiert,  als 
die  betreffende  Tangente  dieses  letzteren. 

6)  Giebt  man  für  drei  Punkte  i^|,  P^^  P^  einer  Erzeugenden 
e  der  windschiefen  Regelfläche  diese  zweiten  Inflexionstangenten  an, 
so  sind  sie  die  Erzeugenden  der  einen  Schaar  eines  einfachen  Hy- 
perboloides,   welches  die  Fläche  längs  der  Erzeugenden  e  so  be- 


1 


Das  oscnlierende  Hyperboloid.   55. 


431 


rührt;  dass  es  in  allen  ihren  Punkten  ihre  zweite  Inflexionstangente 
zu  seiner  zweiten  Erzengenden  hat  (vergl.  §  49)  oder  sie  in  allen 
osculiert.  Dies  ist  die  Construction  des  osculierenden  ein- 
fachen Hyperboloides  ftir  eine  Erzeugende  e  der  windschiefen 
Regelfläche.  In  Fig.  103  ist  fttr  die  Erzengende  /^  einer  Begel- 
flttche  dritten  Qrades  von  den  Leitlinien:  Kreis  K  in  der  Bild- 
ebene, Gerade  g^  oder  S^Q^^  welche  den  Kreis  trifft,  und  Gerade 
g^  oder  S^O^^  welche  weder  ihn  noch  g^  schneidet  —  das  oscn- 
lierende einfiache  Hyperboloid  construiert.  Man  besitzt  fdr  dasselbe 

Fig.  103. 


\ 
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die  Erzeugende  /^  und  die  Geraden  ^|,  g^  als  Erzeugende  der  andern 
Schaar  und  es  bleibt  sonach  eine  Erzeugende  g^  der  letzteren  zu 
ermitteln.  Man  hat  dazu  die  Tangentialebene  $q'  der  Begelfiäche 
im  Punkte  A  yon  /j  construiert  —  vergl.  §  63  —  und  den  Kegel- 
schnitt bestimmt,  welchen  sie  ausser  /^  mit  der  Fläche  gemein  hat; 
Yon  demselben  sind  die  P'unkte  B^  C  auf  $  und  im  Kreis^  und  auf 
/]  und  in  der  Geraden  g^  respective  a  priori  bekannt,  und  zwei 
weitere  D  und  E  sind  als  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  dem  Paar 
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von  Erzeugenden  von  F  in  g^  erhalten;  dadurch  ergiebt  sich  die 
Tangente  dieses  Kegelschnittes  in  A^  die  zweite  Haupttangente  dieses 
Punktes  zugleich,  und  die  dritte  Erzeugende  g^  der  Schaar  g  des 
Hyperboloides.  Ermittelt  man  dann  eine  zweite  Erzeugende  seiner 
Schaar  /,  z.  B.  die  durch  G  in  ^|  gehende  l^,  so  sind  Spur,  Flucht- 
linie  und  Umriss  des  osculierenden  Hyperboloides  bestimmt;  in  der 
Figur  103  ist  die  Umrissellipse  angedeutet,  die  perspectivische  Aie 
^2  der  von  ^|,  g^^  g^  in  /p  I2  bestimmten  projectivischen  Reihen 
giebt  zu  l^j  /j  die  Berührungspunkte  im  Umriss.  Die  fELnf  Punkte 
5;  .  .  .  ^4  bestimmen  die  elliptische  Spur;  etc. 

Dieselbe  Begelfläche  ist  in  Fig.  104,  p.  447  nochmals  voll- 
ständiger dargestellt,  und  die  Erzeugende  /|  oder  SQ'  ist  dort  ebenso 
bezeichnet. 

Man  construiere  das  Hyperboloid  der  Haupttangenten  für  eine 
Erzeugende  des  Cylindroids  in  a)  3  von  §  51. 

7)  Wenn  zwei  windschiefe  Begelflächen  sich  längs  einer  Er- 
zeugenden berühren  (§  52),  so  schneiden  sie  sich  im  Allgemeinen 
in  einer  Curve,  welche  die  Berührungserzeugende  in  den  zwei  Punkten 
schneidet,  in  welchen  diese  Flächen  einander  osculieren.  Die  zweiten 
HaupttaQgenten  in  diesen  Punkten  sind  die  bezüglichen  Tangenten 
der  Schnittcurve.  (Vergl.  §  38,  11.) 

8)  Wenn  wird  das  osculierende  Hyperboloid  ein  hyperbolisches 
Paraboloid?  Insbesondere  in  welchen  der  Fälle  des  §  51? 

9)  Jede  windschiefe  Begelfläche  enthält  eine  Schaar  aufge- 
schriebener Baumcurven,  für  welche  sie  zugleich  entsprechend  der 
doppelten  Erzeugung  des  §  48  die  Enveloppe  ihrer  developpabeln 
Flächen  ist.  (Vergl.  §  49,  a.)  Man  nennt  sie  die  Curven  der 
Haupttangenten.  Sie  gehen  durch  die  Schnittpunkte  benach- 
barter Erzeugenden  und  berühren  dieselben  in  ihnen. 

10)  Da  die  Haupttangenten  der  windschiefen  Begelfläche  in  den 
Punkten  derselben  Erzeugenden  e  ein  Hyperboloid  bilden',  welches 
die  unendlich  nahe  Erzeugende  6,  enthält,  und  die  Stücke  derselben 
zwischen  e  und  e^  Elemente  der  Gurven  der  Haupttangenten  sind, 
so  erhält  man  den  Satz:  Die  Gurven  der  Haupttangenten 
einer  windschiefen  Begelfläche  bestimmen  auf  denEr- 
zeugenden  derselben  projectivische  Beihen.  Es  ist  der 
allgemeine  Satz  zu  dem  speciellen  für  das  einfache  Hyperboloid. 
Durch  drei  Gurven  der  Haupttangenten  auf  einer  wind- 
schiefen Begelfläche  sind  alle  übrigen  linear  bestimmt,  wenn 
je  ein  Punkt  derselben  bekannt  ist. 

11)  Ist  unter  den  Leitlinien  einer  windschiefen  Begelfläche  eine 
unendlich  ferne  Gerade,  so  bilden  die  Gurven  derselben  ähnliche 
Funktreihen.  Diess  ist  der  allgemeine  Satz  zu  dem  speciellen  för 
das  hyperbolische  Paraboloid.  Zwei  jener  Gurven  bestimmen 
linear  alle  übrigen  aus  je  einem  Punkte. 

12)  Wie  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Haupttangente  in  einem 
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Punkte  der  windschiefen  Begelfläche  die  Richtungen  der  Krümmungs- 
linien? (Vergl.  §  49,  c.) 

56.  Der  Querschnitt  der  Begelfläche  n^^^  Grades  mit 
einer  beliebigen  Ebene  ist  eine  Gurre  von  der  Ordnung  n, 
deren  Funkte  als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  Er- 
zeugenden der  Fläche  und  deren  Tangenten  als  ihre  Schnitt- 
linien mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  be- 
stimmt sind.  Die  Querschnittcurye  enthält  eine  gewisse  Anzahl 
von  Doppel-  und  vielfachen  Punkten,  indess  Rückkehrpunkte 
in  ihr  nur  ausnahmsweise  auftreten,  nämlich  wenn  die  Ebene 
einen  jener  singulären  Punkte  der  Fläche  enthält,  in  welchen 
zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  zusammentreffen. 

Diese  Gonstruction  und  diese  Charakteristik  gelten  insbe- 
sondere auch  von  den  Spuren  der  ßegelflächen  in  den  Projec- 
tionsebenen,  respective  der  Bildebene  oder  in  der  Halbierungs- 
ebene Hx'' 

Wenn  die  Schnittebene  durch  eine  gerade  Erzeugende  der 
Fläche  geht,  also  eine  Tangentialebene  der  Fläche  ist,  so  ist 
diese  Gerade  ein  Theil  des  Querschnittes  und  der  Best  des- 
selben eine  Curve  von  der  Ordnung  (n  —  1);  enthält  sie  zwei 
gerade  Erzeugende  (im  Allgemeinen  nicht  benachbart),  so 
wird  die  eigentliche  Schnittcurve  von  der  Ordnung  (»  —  2). 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  einem  belie« 
bigen  also  insbesondere  nicht  auf  ihr  gelegenen  Punkte  ist  ein 
Kegel  n^'  Classe,  der  die  Yerbindungsebenen  des  Punktes  mit 
den  Erzeugenden  der  Begelfläche  zu  seinen  Tangentialebenen 
und  die  nach  den  entsprechenden  Berührungspunkten  gehenden 
Strahlen  zu  seinen  Erzeugenden  hat.  Derselbe  besitzt  eine 
gewisse  Anzahl  von  Doppeltangentialebenen,  aber  nur  in  spe- 
ciellen  Fällen  Bückkehrtangentialebenen,  nämlich  dann,  wenn 
der  gewählte  Punkt  in  einer  der  singulären  Ebenen  liegt,  in 
denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  liegen.  In  sol- 
cher Weise  bestimmen  sich  die  Umrisse  der  Begelfläche 
in  den  Projectionen ;  sie  sind  umhüllt  von  den  entsprechenden 
Projectionen  der  Erzeugenden  und  man  erhält  die|  zugehörigen 
Berührungspunkte,  indem  man  sie  als  entsprechende  Projec- 
tionen der  Berührungspunkte  der  projicierenden  Ebenen  durch 
die  respectiven  Erzeugenden  bestimmt.  So  erhält  man  auch 
die  Schlagschattengrenze  einer  solchen  Fläche  auf  einer  Ebene 
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speciell  Projectionsebene  für  Licht  aus  einem  endlich  oder 
unendlich  entfernten  Punkte;  dann  ist  die  Gurye  der  Berühr- 
ungspunkte der  vom  Leuchtjpunkt  an  die  Fläche  gehenden 
Tangentialebenen  die  Trennungslinie  des  beleuchteten  und 
unbeleuchteten  Theiles  der  Fläche  oder  die  Schattengrenze. 
Man  wird  nach  §  48,  8  ihre  Tangente  in  einem  ihrer  Punkte 
bestimmen  können^  wenn  man  für  diesen  Punkt  die  beiden 
Inflexionstangenten  der  Fläche  kennt,  und  hat  also  dafQr  die 
zweite  dieser  Inflexionstangenten  zu  bestimmen  nach  §  55,  5. 

1)  Man  verzeichne  die  Spur  eines  Cylindroids  (§  51,  b,  3)  in 
der  Projectionsebene  XOY  und  zeige,  dasti  alle  die  Schnitte  des- 
selben mit  Ebenen ;  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der 
beiden  Leitcnrven  gehen,  mit  den  entsprechenden  Schnitten  des 
Originalcjlinders  congruent  sind;  also  beispielsweise  Kegelschnitte 
für  den  Cjlinder  zweiten  Grades. 

.  2)  Man  construiere  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche  des  schiefen 
Durchgangs  normal  zur  geraden  Leitlinie  desselben.  Die  Schnitte 
dieser  Wölbfläche  mit  den  durch  zwei  sich  schneidende  Erzeugende 
gehenden  Verticalebenen  sind  Hyperbeln,  deren  Axenendpunkte  in 
der  horizontalen  die  Grenzpunkte  erzeugenden  Ebene  liegen  und 
deren  Asymptotenrichtungen  die  zu  jenen  parallelen  Erzeugenden 
liefern. 

Die  ebenen  Querschnitte  der  Wölbfläche  des  schiefen  Durch- 
ganges sind  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  unendlich  fernen 
reellen,  vereinigten  oder  imaginären  Doppelpunkten  und  einem 
Doppelpunkte  in  der  geraden  Leitlinie.  Man  construiere  ihre  paral- 
lelen Tangentenpaare  und  charakterisiere  den  letzterwähnten  Dop- 
pelpunkt. Der  Schnitt  einer  Tangentialebene  mit  der  Fläche  ist 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  unendlich  fernem  reellen  Doppel- 
punkt. 

3)  Man  zeige,  dass  der  Schnitt  der  Fläche  der  scharfgängigen 
Schraube  mit  einer  zu  ihrer  Axe  normalen  Ebene  eine  Archimedische 
Spirale  ist.  Wie  construiert  man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Evolvente 
des  Grundkreises?  (Vergl.  §  57.) 

4)  Die  Querschnitte  des  Normalenbündels  mit  allen  Ebenen, 
welche  den  beiden  Leitgeraden  parallel  sind,  sind  Ellipsen;  denn 
jede  derselben  enthält  die  doppelte  Erzeugende  der  Fläche,  welche 
in  der  unendlich  fernen  Geraden   der  Ebene   der  Leitellipse  liegt 

Die  Axen  dieser  Ellipsen  sind  den  Leitgeraden  der  Fläche 
parallel;  zwei  solche  Ellipsen  aus  demselben  NormalenbUndel,  deren 
Ebenen  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  Leitgeraden  innerlich 
und  äusserlich  nach  demselben  Yerhältniss  theilen,  sind  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  weil  von  verhältnissgleichen  Axen;  die  beiden 
Kegel  zweiten  Grades,  die  solche  zwei  Querschnitte  enthalten,  haben 
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die  Schnittpunkte  der  Leitgeraden  mit  ihrer  kürzesten  Distanz,  d.  h. 
der  FlSchenaxe,  za  Mittelpunkten  oder  Scheiteln.  In  Folge  dessen 
liefert  der  elliptische  Schnitt  in  der  Mitte  zwischen  den  Leitgeraden 
mit  diesen  Punkten  auch  den  Richtungskegel  der  Fläche^  von  dem 
im  folgenden  §  die  Bede  sein  wird. 

Wenn  der  unendlich  ferne  elliptische  Schnitt  ein  Kreis  wäre, 
d.  h.  wenn  die  Erzeugenden  der  Fläche  parallel  sind  den  geraden 
Mantellinien  eines  Rotationskegels^  so  ist  auch  der  elliptische  Schnitt 
mitten  zwischen  den  geraden  Leitlinien  ein  Kreis ;  alle  Mantellinien 
der  Fläche  haben  zwischen  den  geraden  Leitlinien  derselben  die 
nämliche  in  diesem  Kreise  halbierte  Länge,  und  die  orthogonalen 
Projectionen  dieser  Strecken  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  sind  von 
constanter  seinem  Durchmesser  gleicher  Länge.  Der  bezügliche  Um- 
riss  der  Fläche  ist  daher  die  Enveloppe  der  Lagen  einer  Geraden, 
welche  zwischen  zwei  festen  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden, 
den  Projectionen  der  Leitgeraden,  immer  dieselbe  Länge  hat.  Wir 
erkennen  daraus  die  Ellipücität  aller  zu  den  Leitgeraden  paralleler 
Schnitte  wieder;  denn  die  ihm  selbst  gleiche  Orthogonalprojection 
eines  solchen  in  der  Kreisebene  ist  der  Ort  eines  festen  Punktes  in 
der  diese  Enveloppe  bildenden  Geraden  oder  der  Ort  eines  Punktes, 
der  jene  Strecke  nach  gegebenem  Yerhältniss  theilt  —  nämlich  nach 
dem  Yerhältniss  der  Distanzen  beider  Leitgeraden  von  der  Ebene 
des  elliptischen  Schnittes.  (Diese  Erzeugung  der  Ellipse  liest  man 
unmittelbar  ab  aus  der  Figur  der  Affinität  zwischen  der  Ellipse 
und  dem  über  ihrer  Hauptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 
(Vergl.  I,  §  33.)  Man  zieht  zu  dem  Radius  des  Punktes  P'  im 
Kreise  die  Parallele  durch  den  entsprechenden  Ellipsenpunkt  P  und 
markiert  ihre  Schnitte  mit  beiden  Axen.) 

Man  zeige  die  Construction  der  Berührungspunkte  der  vorer- 
wähnten Enveloppe ;  und  man  discutiere  die  Querschnitte  der  Fläche 
mit  den  Ebenen  der  Büschel,  welche  ihre  Leitgeraden  zu  Scheitel- 
kanten haben.  Man  erläutere,  wie  durch  Anwendung  der  Modell- 
bildung durch  Affinität  auf  die  specielle  Fläche  mit  dem  kreis- 
förmigen Mittelschnitt  die  allgemeine  Fläche  dieser  Art  aus  der 
speciellen  erhalten  werden  kann,  und  man  erläutere  die  Eigen- 
schaften der  durch  centrisch  coUineare  Modellierung  aus  ihr  hervor- 
gehenden Flächen. 

5)  Aus  ähnlichen  Gründen  hat  auch  diejenige  windschiefe  Re- 
gelfläche ein  System  paralleler  elliptischer  Schnitte,  welche  aus  zwei 
Kreisen  in  parallelen  zu  ihrer  Centrale  normalen  Ebenen  und  einer 
zu  dieser  Centrale  normalen  Geraden  als  Leitlinien  entstehen. 

6)  Im  Falle  des  orthogonalen  Cylindroids  ist  der  Schnitt  mit 
einer  durch  eine  Erzeugende  gehenden  Ebene  ein  Kegelschnitt  (vergL 
§  60  f.)  und  zwar  offenbar  eine  Ellipse;  dieselbe  hat  ihre  Neben- 
axe  in  der  Horizontalspur  der  Ebene  oder  in  der  Mittelebene  der 
Fläche,  und  ihre  Orthogonalprojection  auf  diese  Ebene  ist  immer 
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der  zu  dieser  Strecke  als  Dorchmesser  gehörige  Kreis.  (Vergl.  §  60, 1.) 
Damit  ist  die  Bestimnanng  der  Hanpttangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  fOr  diese  Fläche  sehr  einfach.  Der  Schnitt  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  ist  eine  Carve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
(§  53),  und  zwar  ist  dieser  ein  Knoten  oder  isoliert,  je  nachdem 
die  Ebene  von  der  Axe  der  Fläche  in  ihrem  reell  doppelten  oder 
in  ihrem  isolierten  Theil  getroffen  wird.  Man  zeichne  einen  ebenen 
Schnitt  der  Fläche  mit  Cuspidalpunkt. 

*7)  Die  Schnitte  derselben  ßegelfläche  mit  verschiedenen  Ebenen 
sind  im  Allgemeinen  Curven  von  solcher  Beschaffenheit^  dass  jedem 
Punkte  und  jeder  Tangente  der  einen  ein  Punkt  und  eine  Tangente 
der  andern  entsprechen;  sie  sind  also  nach  §  1,  pag.  9  Anmerkung*) 
von  demselben  Geschlecht,  d.  h.  es  ist  ftir  sie 

^^(^-l)(.-2)_^_^^(v-l)(v-2)_^_^ 

eine  constante  Zahl ;  kennt  man  dieselbe  fQr  einen  dieser  Querschnitte, 
so  hat  man  damit  für  alle  andern  eine  Relation  ihrer  charakteri- 
stischen Zahlen  und  es  genügt,  zwei  derselben  zu  wissen,  um  sie 
alle  zu  bestimmen,  also  z.  B.  x  ss  0,  was  nach  dem  Obigen  im 
Allgemeinen  stattfindet,  und  die  Ordnungszahl. 

*8)  Die  Ordnung  der  Doppelcurve  einer  Regelfläche 
ist  der  Classe  ihrer  doppelt  umgeschriebenen  Develop- 
pabeln  gleich. 

Denn  ist  jene  x^  und  diese  Xj,  so  ist  der  der  Fläche  aus  einem 
beliebigen  Punkte  umgeschriebene  Kegel  von  der  Classe  n  und  hat 
keine  Bflckkehrtangentialebenen^  aber  x^  Doppeltangentialebenen,  so 
dass  seine  Ordnungszahl 

^^  n{n  —  1)  —  2^2 

ist ;  diese  ist  aber  zugleich  die  Classenzahl  eines  durch  den  gewählten 
Punkt  geführten  ebenen  Querschnittes  der  Fläche  und  dieser  ist  von 
der  n^^  Ordnung  und  enthält  x^  Doppelpunkte  aber  keine  Bfick- 
kehrpunkte,  d.  h.  seine  Classe  ist  ausgedrückt  durch 

n{n  —  1)  —  2a:,; 
es  ist  also  auch 

X*     ■""■    J/d  • 

9)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  für 
paralleles  Licht  an  den  beiden  windschiefen  Schraubenflächen. 
Indem  man  durch  Drehung  und  Verschiebung  jede  Erzeugende  in 
die  Anfangslage  zurückführt  und  dabei  den  sie  schneidenden  Licht- 
strahl mitnimmt,  erreicht  man  den  Yortheil,  für  die  Bestimmung 
der  Berührungspunkte  auf  allen  Erzeugenden  stets  das  gleiche 
Büschel  und  die  gleiche  Reihe  d.  h.  dieselbe  perspectivische  Axe  oder 
bei  perspectivischer  Lage  dasselbe  Centrum  benutzen  zu   kOnnen. 
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10)  Die  Durohschnittspunkte  benachbarter  Erzeagenden  der 
Begelfläche  liegen  ftir  jederlei  Beleuchtung  auf  der  Grenze  des 
Selbstschattens  und  die  zugehörige  Erzeugende  berührt  diese  letz- 
tere daselbst  —  sie  verhalten  sich  analog  den  Spitzen  der  Kegel- 
flächen  und  den  Punkten  der  Bückkehrkante  der  Developpabeln.  Ihre 
Bilder  liegen  für  jede  Projection  im  entsprechenden  ümriss 
der  Fläche. 

11)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  an  der 
Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  und  an  der  des  Einganges  in  den 
runden  Tburm  und  erläutere  für  die  erste,  dass  die  Erzengenden 
derselben,  welche  ihren  unendlich  nahe  benachbarten  parallel  sind 
(§  54,  lO),  Asymptoten  der  Schattengrenze  sein  müssen. 

12)  Wenn  man  das  osculierende  Hyperboloid  der  Fläche  für 
die  Erzeugende  e  kennt  (d.  h.  drei  seiner  Erzeugenden),  so  ist  die 
Tangente  der  Schattengrenze  in  dem  auf  e  gelegenen  Punkte  nach 
§  48,8  construierbar;  sie  ist  harmonisch  conjugiert  zum  Lichtstrahl  in 
Bezug  auf  den  entsprechenden  Umrisskegelschnitt  des  Hyperboloides. 

13)  Die  Construction der  Asymptote  der  Schattengrenze, 
also  ihrer  Tangente  in  einem  Punkte,  dessen  Tangentialebene  den 
Leuchtpunkt  enthält,  soll  daraus  abgeleitet  werden.  Von  der  har- 
monischen Theilung  aus  kommt  man  zu  den  Sätzen:  Für  den  Be- 
rtüirungskegel  eines  Conoids  liegen  der  Scheitel  und  eine  Asymptote 
der  Berührungscurve  gleich  entfernt  von  der  Erzeugenden  der  asymp- 
totischen Ebene  der  Fläche,  die  durch  den  Scheitel  geht.  Für  den 
Berührungscylinder  einer  windschiefen  Regelfläche  liegt  die  Asymp- 
tote der  Berührungscurve  in  der  die  Bichtung  des  Cylinders  ent- 
haltenden asymptotischen  Ebene  der  Fläche  gleich  entfernt  von  der 
Erzeugenden  der  Fläche  und  der  zweiten  ihr  angehörigen  Erzeu- 
genden des  osculierenden  Hyperboloides. 

14)  Man  construiere  die  Umrisscurve  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  in  einer  zu  ihrer  Axe  parallelen  Ebene.  Sie  hat 
zwei  Schaaren  äquidistanter  zur  Axe  symmetrischer  Parallelen  zu 
ihren  Asymptoten.  (Vergl.  §  57.) 

15)  Die  Zahl  und  Lage  der  Asymptoten  eines  ebenen  Schnittes 
der  Begelfläche  bestimmt  sich  durch  die  Beziehung  der  Schnittebene 
zum  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  erörtere  dies 
für  die  Fälle  a)  1,  2,  3;  b)  1;  3  in  §  51.  Die  Beispiele  geben 
unendliche  Aeste  der  Schnittcurve  von  zweierlei  Ursprung:  solche 
aus  zur  Schnittebene  parallelen  Erzeugenden  und  solche  aus  unend- 
lich fernen  Erzeugenden.  Für  den  entsprechenden  allgemeinen  Satz 
betreffs  der  Berührungskegel  ist  das  Folgende  (§  57)  zu  beachten. 

16)  Man  construiere  den  Berührungskegel  einer  windschiefen 
Regelfläche  aus  einem  auf  ihr  gelegenen  Punkte;  z.  B.  für  das 
Normalenbündel  und  insbesondere  für  das  orthogonale  Cylindroid. 

57.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
zu  den  auf  einander  folgenden  Erzeugenden  einer  Begelfläche 
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Parallelen  zieht;  so  bilden  dieselben  einen  Regel;  der  als  Ricfa- 
tungskegel  der  Fläche  bezeichnet  werden  kann.  Diese 
Bezeichnung  gilt  jedoch  hier  in  eingeschränkterem  Sinne  als  bei 
den  developpabeln  Flächen.  (§  14  u.  p.  12.)  Die  Tangentialebene 
des  Richtungskegels  längs  einer  seiner  Erzeugenden  ist  parallel 
nur  zu  der  im  unendlich  fernen  Punkt  berührenden  Ebene  der 
windschiefen  Regelfläche  oder  der  asymptotischen  Ebene  fOr 
die  parallele  Erzeugende  dieser  letzteren. 

Der  Richtungskegel  ist  am  unmittelbarsten  hervorgetreten 
bei  der  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube,  wo  er  ein  ge- 
rader  Ereiskegel  mit  der  Schraubenaxe  als  Axe  ist-,  er  ersetzt 
immer ;  wie  in  diesem  Falle,  eine  unendlich  ferne  also  ebene 
Leitcurve.  (Vergl.  §  51,  b,  i.) 

Für  jeden  ebenen  Schnitt  der  Fläche  bestimmt  er  die 
unendlichen  Aeste  und  die  Asymptoten;  denn  er  liefert  zu- 
nächst in  den  Richtungen  der  zur  Schnittebene  parallelen  Er- 
zeugenden die  Richtungen  der  Asymptoten,  sodann  mit  den 
zugehörigen  Tangentialebenen  die  Stellungen  der  entsprechen- 
den asymptotischen  Ebenen  der  Fläche,  also  diese  selbst;  die 
Durchschnittslinien  der  letztern  mit  der  Schnittebene  sind  aber 
die  Asymptoten  der  Schnittcurve. 

Nach  dem  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Regel- 
fläche ist  derselben  eine  developpable  Fläche  umgeschrieben, 
deren  Tangentialebenen  also  die  asymptotischen  Ebenen  der 
Regelfläche  sind;  man  kann  dieselbe  die  asymptotische 
Developpable  der  Regelfläche  nennen.  Ihre  Erzeugen- 
den sind  denen  des  Richtungskegels  und  der  Fläche  parallel. 
Sie  berührt  die  Regelfläche  offenbar  längs  derjenigen  singu- 
lären  Erzeugenden,  welche  von  ihren  benachbarten  geschnitten 
werden.  Ihre  Tangentialebenen  durch  einen  Punkt  gehören  zu 
denjenigen  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welchen  die  unend- 
lichen Aeste  der  Berühruugscurve  des  ihr  aus  jenem  Punkt  um- 
schriebenen Kegels  angehören  uud  bestimmen  ihre  Asymptoten. 
(Vergl.  §  56,  13.) 

1)  In  centralprojectivischer  Darstellung  ist  die  Fluchtlinie  der 
Begelfläche  zugleich  die  ihres  Eichtungskegels  und  ihrer  asympto- 
tischen Developpabeln. 

2)  Zwei  windschiefe  Begelflächen  berühren  sich  längs  einer  ge- 
meinsamen Erzeugenden,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  derselben  die 
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nämlichen  Tangentialebenen  haben  und  ihre  Bichtungskegel  aus  dem- 
selben Centrum  sich  in  der  gleichgerichteten  Erzeugenden  berühren. 

3)  Wenn  hat  eine  ebene  Schnittcurve  der  windschiefen  Regel- 
fläche einen  parabolischen  Ast  und  wenn  hat  die  Berührungscnrve 
derselben  mit  einem  umgeschriebenen  Kegel  einen  solchen? 

4)  Man  erläutere  Verhalten  und  Einfiuss  der  asymptotischen 
Developpabeln,  wenn  der  unendlich  ferne  ebene  Schnitt  der  Fläche 
eine  Doppelcurve  derselben  ist  —  z.  B.  im  Falle  der  Fläche  des 
schiefen  Durchgangs.  (Vergl.  Fig.  94,  §  51,  b)  2.) 

5)  Für  das  einfache  Hyperboloid  fällt  der  Bichtungskegel  aus 
dem  Mittelpunkte  mit  der  asymptotischen  Developpabeln  zusammen. 
Immer  ist  der  Bichtungskegel  der  Begelfläche  auch  der  ihrer  asymp- 
totischen Developpabeln. 

6)  Der  Bichtungskegel  der  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs 
schneidet  die  Normalebenen  zu  der  geraden  Leitlinie  derselben  in 
Kreisen. 

7)  Die  asymptotische  Developpable  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  ist  eine  developpable  Schraubenfläche,  und  all- 
gemein: Wenn  der  Bichtungskegel  der  Begelfläche  ein  Botations- 
kegel  ist,  so  ist  die  Bückkehrkante  ihrer  asymptotischen  Develop- 
pabeln eine  Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder,  dessen  Erzeugende 
zur  Axe  des  Bichtungskegels  parallel  ist. 

8)  Man  construiere  durch  eine  gegebene  Curve  C  eine  wind- 
schiefe Begelfläche  mit  einem  gegebenen  Kegel  K  als  ihrer  asymp- 
totischen Fläche  —  indem  man  die  Schnittpunkte  der  Tangential- 
ebenen von  K  mit  der  Curve  C  betrachtet.  Wie  kann  für  eine 
Leitfläche  F  statt  der  Curve  C  dasselbe  geleistet  werden? 

9)  In  welcher  Beziehung  steht  die  asymptotische  Developpable 
zu  der  developpabeln  Fläche,  welche  einer  Begelfläche  nach  ihrer 
Strictionslinie  umgeschrieben  wird? 

10)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie  um  eine 
beliebige  Qerade  des  Baumes  als  Axe  sich  gleichförmig  dreht,  wäh- 
rend alle  ihre  Punkte  gleichzeitig  parallel  jener  Axe  gleichförmig 
vorrücken,  so  entsteht  als  Ort  der  Geraden  eine  windschiefe  Begel- 
fläche, welche  man  eine  Schraubenregelfläche  nennen  mag; 
eine  Fläche,  auf  der  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade  und 
eine  Schraubenlinie  geht;  alle  diese  Schraubenlinien  haben  die  feste 
Gerade  zur  Axe  und  einerlei  Ganghöhe;  alle  die  Geraden  sind  den 
Erzeugenden  eines  geraden  Kreiskegels  um  jene  Axe  parallel.  Die 
asymptotische  Developpable  der  Fläche  ist  die  Tangentenfläche  der- 
jenigen Schraubenlinie,  welche  der  der  Axe  nächstgelegene  Punkt 
der  erzeugenden  Geraden  beschreibt.  Diese  Linie  ist  auch  die  Stric- 
tionslinie der  Fläche. 

Es  ist  für  diese  Begelfläche  die  Erörterung  der  bisher  behan- 
delten Hauptaufgaben  durchzuführen.  (Vergl.  die  Erörterungen 
über  die  Schraubungsflächen  in  den  §§  des  Abschnittes  C,  b),  also 
§  62  f.) 
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58.  Eine  gerade  Linie  g  hat  mit  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  vom  n*«"*  Grade  n  Punkte  P  und 
n  Tangentialebenen  T  gemein.  Man  constmiert  jene, 
indem  man  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  die  Gerade  ent- 
haltenden Ebene  zeichnet  (§  56)^  als  diejenigen  Punkte  P^ 
welche  die  Gerade  g  mit  dieser  Curve  gemein  hat;  in  Parallel- 
projection  wird  man  eine  projicierende  Ebene  von  g  zu  diesem 
Zwecke  benutzen. 

Man  construiert  dagegen  die  der  Fläche  mit  g  gemeinsamen 
Tangentialebenen  T,  indem  man  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Geraden  g  den  Berührungskegel  der  Fläche  bestimmt,  als 
diejenigen  Ebenen,  welche  der  Geraden  g  und  dieseY  Kegel- 
fläche gemeinsam  sind;  man  kann  stets  den  der  Geraden  paral- 
lelen Berührungscylinder  der  Fläche  dafür  benutzen. 

Die  Punkte  P  führen  aber  auch  zur  Bestimmung  der 
Ebenen  T,  weil  diese  offenbar  die  durch  g  mit  den  respectiven 
Erzeugenden  der  Regelfläche  für  die  P  bestimmten  Ebenen 
sein  müssen;  und  umgekehrt  lassen  die  Ebenen  T  die  Punkte 
P  finden,  als  die  durch  g  mit  den  in  den  respectiven  T  liegen- 
den Erzeugenden  der  Regelfläche  bestimmten  Punkte.  (§  39 
und  §  52.) 

Ist  die  Gerade  g  unendlich  fern  oder  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  sind  die  ihr  angehörigen  Punkte  der  Regelfläche  die 
Richtungen  derjenigen  Erzeugenden  derselben,  welche  dieser 
Ebene  parallel  sind;  diese  Erzeugenden  bestimmen  mit  g  die- 
jenigen Tangentialebenen  der  Fläche,  deren  Bestimmung  die 
Aufgabe  ferner  verlangt. 

1)  Man  construiere  zur  ersten  Projection  eines  Punktes  der 
Begelfläche  die  zweite  Projection  desselben  —  z.  B.  fllr  die  Wölb- 
fläche des  schiefen  Durchgangs  oder  für  das  Normalenbündel. 

2)  Wie  vereinfacht  sich  die  Bestimmung  der  andern  Projection 
eines  Punktes  der  windschiefen  Regelflfiche  zu  einer  gegebenen, 
wenn  die  Fläche  eine  Leitlinie  besitzt,  die  mit  der  entsprechenden 
projicierenden  Geraden  in  einer  Ebene  liegt? 

Man  discutiere  die  Fälle  der  Schraubenflächen  und  der  Wölb- 
fläche des  Eingangs  in  den  runden  Thurm  bei  zu  z  paralleler  Axe 
für  gegebene  erste  Projection,   und   den  Fall   des  schiefen  Durch 
gangs  mit  zu  y  paralleler  Axe  für  die  zweite  Projection. 

3)  Man  bestimme  die  zur  ersten  respective  zweiten  Projections- 
ebene  parallelen  Tangentialebenen  einer  windschiefen  Begelfläche. 

4)  Man  soll  für  Beleuchtung  durch  parallele  Strahlen  die  hell- 
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fiten  Punkte  einer  windschiefen  Begelfläche  finden,  d.  h.  die,  wo  der 
Lichtstrahl  in  die  Normale  der  FlSche  fällt.  Man  bestimmt  mit 
Hilfe  des  Bichtangskegels  die  zur  Normalebene  des  Lichtstrahls 
parallelen  Erzeugenden  und  erhält  auf  ihnen  die  fraglichen  Punkte 
als  Berührungspunkte  der  Fläche  mit  den  durch  sie  gehenden  zum 
Lichtstrahl  normalen  Ebenen. 

5)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  L  des  Baumes 
auf  sftmmtliche  Mantellinien  einer  windschiefen  Begelfläche  die  Per- 
pendikel fUllt,  so  bilden  diese  den  Kegel  der  Normalebenen  zu  den 
Muntellinien  ihres  Bichtungskegels.  Für  die  Begelfläche  interessiert 
speciell  die  Curve  der  Fusspunkte  dieser  Normalen  auf  den  Er- 
zeugenden ^  die  Spur  des  Kegels  in  der  Fläche.  Im  Falle  des  or- 
thogonalen Cjlindroids  ist  ersichtlich,  dass  die  horinzontale  Pro- 
jection  dieser  Curye  der  über  der  Strecke  OL'  als  Durchmesser 
beschriebene  Kreis  ist.  Der  über  diesem  Kreise  als  Normalschnitt 
stehende  projicierende  Cjlinder  schneidet  aber  das  Cylindroid  ausser 
in  der  Doppelgeraden  z  und  den  von  ihrem  unendlich  entfernten 
Punkte  nach  den  Kreispunkten  der  Ebene  xy  gehenden  Erzeugen- 
den der  Fläche  nur  noch  in  einem  Kegelschnitte;  d.  h.  die  Fuss- 
punkte jener  Normalen  liegen  in  einem  ebenen  elliptischen  Quer- 
schnitt oder  in  einer  Tangentialebene  der  Fläche.  Es  ist  leicht, 
diese  Ebene  durch  drei  Punkte  vortheilhaft  zu  bestimmen. 

Wie  degeneriert  der  betrachtete  Normalenkegel,  wenn  der  Punkt 
L  ein  Punkt  der  Fläche  selbst  ist? 

6)  Die  Normalen  der  Erzeugenden  des  orthogonalen  Cylindroids, 
welche  in  einer  Ebene  liegen,  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  weil 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  derselben  gehen,  nämlich  die 
Schnittlinien  der  Ebene  mit  dem  zu*diesem  Punkte  gehörigen  Kegel 
der  Normalen  in  5).  Warum  ist  dieser  Kegelschnitt  insbesondere 
eine  Parabel?  Die  eindeutige  Beziehung  seiner  Tangenten  auf  die 
Punkte  des  Querschnittes  der  Ebene  mit  der  Fläche  ist  von  Interesse. 

59.  Die  Verbindung  einer  windschiefen  Regel- 
fläche mit  jeder  der  bisher  behandelten  Flächen- 
arten, also  mit  einer  developpabeln  Fläche,  mit  einer  krnmmen 
Fläche  zweiten  Orades  oder  mit  einer  andern  windschiefen 
Begelfläche,  giebt  Anlass  zu  einer  grossen  Reihe  von  Problemen, 
Yon  denen  nur  einige  hervorgehoben  werden  sollen. 

Eine  Kegel-  oder  Cylinder fläche  hat  mit  der  Regel- 
fläche eine  Curve  gemein,  und  unter  ihren  Erzeugenden  sind  im 
Allgemeinen  Tangenten  der  Regelfläche,  sowie  unter  ihren 
Tangentialebenen  Tangentialebenen  derselben.  Legt  man 
durch  die  Spitze  des  Kegels  oder  parallel  den  Erzeugenden  des 
Cylinders  eine  Ebene  nach  einer  Erzeugenden  e  der  Regel- 
fläche, so  enthält  diese  eine  Gruppe  e^y  e^  .  .  ,  von  Erzeugen- 


442      n.   Curveo  und  Fläcbeo:    C)  Die  windachiefen  Flächeo.    59. 

den  des  Kegels  oder  Cylinders  und  einen  aus  der  £!rzeagea- 
den  e  and  einer  Curve  {n  —  1)*"  Ordnung  C,t-y  zuaammeDge- 
setzten  Schnitt  der  RegelSäche;  die  Punkte,  welche  die  Grnppe 
der  ei  mit  der  Yerbindung  der  e  uud  C^^x  gemein  hat,  geboren 
zur  Durcbdringungscurve ;  die  zugehörigen  Tangenten  der- 
selben sind  die  Scbnittlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
des  Kegels  und  der  windschiefen  Itegelfläche.  Man  erkennt, 
dass  die  Ordnungszahl  der  Durchdringungscurve  das  Prodnct 
der  Gradzablen  des  Kegels  und  der  Eegelä'äche  ist. 

.-För  die  constructive  Durchführung  erscheint  es  zumeist 
bequemer,  immer  nur  die  Schuittpuukte  der  Erzeugenden  e 
mit  den  Linien  der  Gruppe  der  e«  zu  beachten,  da  man  auch 
so  alle  Punkte  der  Durchdringung  bekommt,  wenn  man  alle 
Erzeugenden  nach  einander  benutzt. 

Construiert  man  für  dieselben  Ebenen  je  den  Berührungs- 
punkt P  mit  der  Hegelääche,  so  erhält  man  gleichzeitig  den 
ans  der  Spitze  des  gegebenen  Kegels  der  Fläche  umschrie- 
benen Berührungskegel  und  seine  Berührungscarve  mit  der 
Fläche;  dieselbe  enthält  die  Doppelpunkte  der  vorher  erör- 
terten Durchdringungscurve.  Die  gemeinsamen  Erzeugenden 
beider  Kegel  sind  die  Tangenten  der  Fläche  unter  den  Er- 
zeugenden des  gegebenen.  Ebenso  sind  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  unserer  beiden  Kegel  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  unter  denen  des  gegebenen  Kegels. 

Eine   dereloppable  Flüche  D  mit  Rückkehrkante   C 

hat  mit  der  windschiefen  Regelfläche  B  eine  Curve  gemein, 

in  welcher  einzelne  Punkte  der  Eückkebrkante  gelegen  sind  und 

sie  hat  unter   ihren  Erzeugenden  Tangenten   und   unter  ihren 

Schmiegungsebenen  Tangentialebenen   der   Regelääche.     Man 

'  *     "       remeinsame    Ciirve    construieren ,    indem    man   die 

ite  der  aufeinander  folgenden  Erzeugenden  der  de- 

L  Fläche  mit  der  Regelfläche  bestimmt. 

man    dagegen   der  windschiefen  Regelääche   eine 

>le    D*  umschreibt,    welche    mit  der  gegebenen   D 

hen  Richtungskegel  hat,  so  müssten  die  gemeiu- 

len  dieser  beiden  Developpabeln  die  die  Regelfiäche 

Q  Ebenen  von  D  sein.     Und  die  Construction  von 

1  dem  Vorigen   ausfuhrbar,   da  jede  Tangente  der 

von  D  einige  Tangentialebenen  der  windschiefen 
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Regelfläche  von  der  durch  sie  bestimmten  Stellung  liefert  und 
die  auf  einander  folgenden  Tangenten  die  nächstfolgenden 
Gruppen  dieser  Ebenen  und  die  zugehörigen  Erzeugenden  der 
Developpabeln  D*  ergeben.  Mau  kann  auch  die  Gruppen  der 
Schmiegungsebenen  dieser  Developpabeln  construieren ,  welche 
eine  bestimmte  Erzeugende  der  Fläche  enthalten,  da  ihre  Stel- 
lungen die  Tangenten  der  Fluchtlinie  der  gegebenen  Deve- 
loppabeln aus  dem  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  sind. 

Mit  einer  andern  krummen  Fläche  F  endlich  hat  eine 
windschiefe  Kegelfläche  B  eine  aufgeschriebene  Curve  C»and 
eine  umgeschriebene  Developpable  D  gemein.  Man  wird  jene 
construieren  als  den  Ort  der  Punkte,  in  welchen  die  Erzeu- 
genden der  Regelfläche  die  andere  krumme  Fläche  schneiden, 
und  ihre  Tangenten  erhalten  als  die  Schnittlinien  der  Tangential- 
ebenen beider  Flächen  in  diesen  Punkten.  Man  bestimmt  die 
Developpable  D  anderseits  als  die  Enveloppe  der  Ebenen,  die 
durch  Erzeugende  der  Regelfläche  berührend  an  die  andere 
Fläche  gehen  und  ihre  Erzeugenden  als  die  geraden  Verbind- 
ungslinien der  Punkte,  in  welchen  die  betrachtete  Ebene  die 
beiden  Flächen  berührt. 

1)  Eine  Baumcurve  C  ist  durch  ihre  erste  und  zweite  Projection 
gegeben;  man  soll  ihre  Durchschnittspunkte  mit  einer  durch  drei 
Leitlinien  bestimmten  Regelflficbe  consü'uieren  —  mit  Hilfe  des  ersten 
projicierenden  Cylinders  derselben  und  seines  Schnittes  in  der  Fläche. 

2)  Man  lege  an  die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs,  an 
eine  scharfgängige  Schraubenfläche  oder  allgemeine  Schraubenregel- 
flSche  durch  einen  gegebenen  Punkt  diejenigen  Tangenten  und  Tan- 
gentialebenen, welche  unter  45^  zur  ersten  Projectionsebene  ge- 
neigt sind. 

3)  Man  construiere  in  Central  projection  die  Durch  drin  gungs- 
curve  eines  Cylinders  mit  einem  Con^d,  dessen  endlich  entfernte 
Leitgerade  der  Bildebene  parallel  ist. 

4)  Alle  auf  eine  windschiefe  Regelfläche  fallenden  Schlagschatten 
werden  begrenzt  durch  die  Dorchschnittslinien  derselben  mit  Cylin- 
dem  respective  Kegeln,  welche  den  Leuchtpunkt  zur  Spitze  haben 
und  der  schattenwerfenden  Fläche  umgeschrieben  sind.  Man  erhält 
somit  die  Punkte  des  Schlagschattens  in  einer  beliebigen  Erzeugen- 
den e  der  Fläche,  indem  man  die  Erzeugenden  des  Schattencylin- 
ders  oder  Kegels  in  der  durch  die  Erzeugende  e  und  den  Leucht- 
punkt bestimmten  Ebene  mit  jener  zum  Durchschnitt  bringt;  man 
bestimmt  auch  die  Tangente  der  Schlagschattencurve  als  Schnittlinie 
der  Tangentialebene  'des  Cylinders  mit  der  der  windschiefen  Regel- 
fläche. 
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Man  construiere  die  Grenzlinie  des  Schlagschattens,  der  auf  die 
Fläche  der  scharfgängigen  Schraube  von  einer  zu  ihrer  Axe  nor- 
malen regulär  sechsseitigen  oder  kreisförmigen  Scheibe  geworfen 
wird  —  für  paralleles  Licht  und  für  Licht  aus  endlich  entferntem 
Punkte. 

Man  construiere  den  Schlagschatten  durch  Punkte  und  Tan- 
genten, der  von  der  Stirnlinie  des  schiefen  Durchganges 
auf  die  Wölb  fläche  desselben  fällt. 

5)  Wenn  man  für  Beleuchtung  durch  parallele  Lichtstrahlen 
die  Helligkeit  eines  beleuchteten  Punktes  einer  Fläche  nur  vom  Sinus 
des  Einfallwinkels,  d.  i.  von  der  Neigung  der  Tangentialebene  der 
Flä(fte  in  ihm  gegen  den  einfallenden  Lichtstrahl  abhängig  nämlich 
ihm  proportional  sein  lässt,  so  sind  Punkte  gleicher  Helligkeit  auf 
einer  Fläche  Punkte  derselben,  für  die  die  Tangentialebenen  der 
Fläche  einerlei  Neigung  gegen  den  Lichtstrahl  haben.  Die  Oesammt- 
heit  solcher  Punkte  bildet  somit  eine  Curve  auf  der  Fläche  (eine 
Isophote  derselben),  nach  welcher  ihr  eineDeveloppable  umgeschrie- 
ben wird,  die  einen  Rotationskegel  von  gegebenem  Winkel  an  der 
Spitze  und  mit  einem  Lichtstrahl  als  Axe  zu  ihrem  Bichtongskegel 
hat.    (§  71  f.) 

6)  Man  construiere  in  Centralprojection  auf  den  Erzeugenden 
einer  windschiefen  Regelfläche  die  Punkte,  in  welchen  die  (objective) 
Helligkeit  der  Fläche  0,5  der  Helligkeit  des  einfallenden  Lichtes 
beträgt  —  indem  man  durch  jede  derselben  die  Ebenen  legt,  welche 
mit  dem  Lichtstrahl  den  entsprechenden  Winkel  (arc  sin  >»  0,5) 
bilden  und  ihre  Berührungspunkte  ermittelt.  (Vergl.  I,  §  59, 7  bis  9.) 

7)  Die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  wird  von  einem 
Botationscylinder  durch  ihre  Axe,  der  einen  ihrer  Halbmesser  zum 
Durchmesser  hat,  in  einer  Schraubenlinie  geschnitten,  deren 
Ganghöhe  die  Hälfte  der  ihren  ist. 

8)  Die  Durchdringungen  von  Regelflächen  mit  derselben  Rieh- 
tungsebene  werden  mittelst  Hilfsebenen  von  der  Stellung  dieser  letz- 
teren construiert.  Aus  der  Existenz  einer  gemeinsamen  Leitlinie  von 
zwei  Rcgelflächen  lasseil  sich  für  die  Construction  ihrer  Durchdringung 
stets  ähnliche  Vereinfachungen  ableiten. 

9)  Wenn  von  zwei  Regelflächen  die  eine  die  Spur  und  Flucht- 
linie der  andern  zur  Fluchtlinie  und  Spur  resp.  hat,  so  haben  sie 
einen  gemeinschaftlichen  Querschnitt  in  der  zweiten  Parallelebene; 
man  bestimme  ihre  Restdurchdringung  durch  Punkte  und  Tangenten. 

10)  Eine  allgemeine  Schraubenfläche  und  die  Fläche  einer  flach- 
gängigen Schraube  von  derselben  Axe  durchdringen  einander  in  einer 
Schraubenlinie.  Die  Durchdringung  eines  Conoids  mit  horizontaler 
Richtungsebene  mit  einer  Schraubenregelfläche  von  verticaler  Axe 
kann  daher  durch  die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  als  Hilfs- 
fläche vermittelt  werden. 

11)  Welche  Vereinfachungen  entspringen  für  die  Construction 
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der  gemeinschaftlichen  umgeschriebenen  Developpabeln  für  eine  wind- 
schiefe Begelfläche  und  eine  Fläche  zweiten  Grades^  wenn  die  letz- 
tere eine  Kugel  ist?  Man  interpretiere  die  Construction  derselben 
als  Construction  der  Grenzen  von  Halbschatten  und  Eern- 
schatten,  wenn  die  Kugel  als  leuchtende  Fläche  betrachtet  wird. 

60.  Die  Regelflächen  dritten  Grades  sind  nächst 
dem  Hyperboloid  und  hyperbolischen  Paraboloid  die  einfachsten 
unter  den  algebraischen  Regelflächen.  Einige  der  vorigen  Ent- 
wickelangen mögen  auf  sie  in  ihrer  projectivisch  allgemeinen 
Form  als  ein  wichtiges  Beispiel  angewendet  werden^  nachdem 
wir  eine  metrische  Specialitat  derselben  in  dem  orthogonalen 
Gylindroid  schon  kennen  gelernt  haben. 

Wir  fanden  in  §  52  verschiedene  Erzeugungsweisen  einer 
solchen  Fläche;  nämlich: 

a)  durch  einen  Kegelschnitt  K^  und  zwei  Gerade  g^y  g^ 
als  Leitlinien^  deren  eine  g^  den  Kegelschnitt  schneidet; 

b)  durch  zwei  Kegelschnitte  A^, ,  K2  und  eine  Gerade  ^3, 
wenn  je  zwei  der  Leitlinien  einen  Punkt  gemein  haben; 

c)  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  und  zwei 
Gerade  g^,  g^,  von  denen  die  erste  jene  Curve  einfach  und 
die  letzte  sie  zweifach  schneidet;  wobei  dann  in  den  Fällen 
a)  und  b)  die  Gerade  g^,  im  Falle  c)  die  Gerade  ^|  als  doppelt 
erscheint  —  als  die  Doppel  gerade  der  Fläche  ^  weil  §  55 
gezeigt  hat;  dass  dieselbe  als  Doppellinie  nur  eine  Gerade  ent- 
halten kann.  Nach  §  55  müssen  wir  überdiess  schliessen, 
was  auch  die  Erzeugung  aus  Leitdeveloppabeln  direct  ergeben 
würde;  dass  überdiess  ein  Ebenenbüschel  existiert ,  dessen 
Ebenen  die  Fläche  doppelt  berühren,  dessen  Scheitelkante  also 
gleichfalls  in  der  Fläche  liegen  muss.  Die  Identität  der  durch 
die  Methoden  a),  b),  c)  erzeugten  Flächen  wird  leicht  erkannt. 
Jede  Regelfläche  dritten  Grades  enthält  zwei  gerade  Leitlinien, 
d.  h.  zwei  Gerade,  welche  von  allen  ihren  Erzeugenden  ge- 
schnitten werden;  denn  sind  e^,  e^y  e^^  e^  beliebige  vier  Er- 
zeugende der  Fläche,  so  gehören  die  beiden  gemeinsamen 
Transversalen  g^^  g^  derselben  (§  37)  zur  Fläche,  weil  sie  vier 
Punkte  mit  ihr  gemein  haben  (§  31),  und  werden  von  allen 
Erzeugenden  derselben  geschnitten;  eine  Ebene  ^2^«'  schneidet 
die  Fläche  noch  in  einer  dritten  Geraden  e^*;  ebenso  für  ^3. 
Schneiden  aber  ferner  et,  et*  die  Gerade  ^2  ^^  verschiedenen 
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Paukten,  so  müssen  sie  nothwendig  die  Gerade  ^3  in  demselben 
Punkte  schneiden,  d.  h.  von  den  beiden  Leitgeraden  g^ ,  g^  ist 
immer  eine  die  Doppelgerade  der  Fläche;  durch  jeden  Punkt 
derselben  gehen  zwei  Erzeugende.  Dagegen  repräsentiert  die 
andere  eine  der  Fläche  doppelt  umgeschriebene  Deve- 
loppable;  sie  ist  die  Scheitelkante  eines  Ebenenbüschels^  in 
dessen  Ebenen  je  zwei  Erzeugende  der  Fläche  liegen^  d.  h. 
welche  sämmtlich  die  Fläche  doppelt  berühren.  Im  Falle  der 
Erzeugung  aus  dem  Kegelschnitt  K  und  den  Geraden  g^^  ^,, 
Yon  denen  die  letztere  den  Kegelschnitt  schneidet,  ist  eben  diese 
die  Reihe  der  Doppelpunkte  in  der  Fläche,  und  die  erstere  die 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Doppeltangentialebenen  der- 
selben. Die  Figuren  104,  105  geben  diese  Construction  der 
Fläche  in  Centralprojection  nach  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leitkegelschnitt  (Kreis)  K  in  der  Bildebene  liegt. 

Lassen  wir  dann  einen  Punkt  Ai  die  Gerade  g^  durch- 
laufen, so  geben  von  jeder  Lage  desselben  zwei  Erzeugende 
ßiy  e?  aus,  die  Erzeugenden,  welche  der  Kegel  Ai^  K  mit  der 
Ebene  Äi^  g^  gemein  hat.  Sind  5,,  Q(  und  S^^  ß/ die  Durch- 
stoss-  und  Fluchtpunkte  von  g^^  respective  g^y  ist  also  5,  ein 
Punkt  von  K^  so  zieht  man.  Q^Äi  bis  zum  Durchschnitt  Bi 
mit  der  Paralleleu  durch  5,  zu  Q^Q^  und  hat  in  S^Bi  die 
Spur  der  durch  Ai  und  g^  bestimmten  Ebene;  in  5«-,  S?^  oder 
K{y  K*  zur  Unterscheidung;  wo  dieselbe  den  Kegelschnitt  K 
trifft,  sind  die  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  «,*,  e^j 
deren  Bilder  damit  bestimmt  sind  und  deren  Fluchtpunkte  in 
diesen  erhalten  werden,  indem  man  die  Fluchtlinie  der  durch 
sie  gehenden  Ebene  ^,-,  g^  verzeichnet. 

Die  Construction  kann  auch  so  gefasst  werden:  Man 
drehe  um  S^  einen  Strahl,  der  den  Kreis  in  Punkten  5,  S^ 
oder  Kif  Ki*  schneidet,  ziehe  zu  ihm  durch  Q2  die  Parallele 
und  schneide  diese  in  Q^,  Q*'  (£>/,  Qi*')  durch  die  Parallelen 
aus  0^  zu  den  Geraden  S^S,  S^S*  oder  S^ICi^  5,  Ä^,*  —  so 
sind  SO^,  S*Q*'  die  betreffenden  Erzeugenden  der  Fläche  und 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  A  der  Doppelgeraden  ^,. 

Nach  dieser  Construction  sind  die  Reihen  A^J  A^y  A^,,..] 
Bi,  B2y  B^,  ,  .  .  perspectivisch  aus  Q2  und  die  Punktepaare 
J^i,  K*  bilden  eine  Involution  im  Kegelschnitt  IC  mit  dem 
Pol  in  S2 ,  und  ihre  Paare  entsprechen  den  Punkten  der  Reihe 
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/1i  eioes  za  einem  und  umgekehrt;  speciell  dem  Punkte  S^  von 
ff,'  ein  Punktepaar,  von  welchem  der  eine  mit  5,  selbst  zu- 
sammenfallt. Die  Terbindnngslinien  der  so  einander  zuge- 
ordneten Punkte'  sind  die  Erzeugenden  unserer  Regelfläche, 
—  80  dasB  dieselbe  duroh  den  Kegelschnitt  und  eine 
ihn  schneidende  Gerade  allein  definiert  werden  kann. 


Die  Ebenenpaare  ff|£,,  ffif*,  g^e.^,  g^e^\  . . .  bilden  Paare 
eines  involntorischen  Ebenenbüschels,  weil  sie  zu  ihren  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Paare  eines  involutorischen  Strahlen- 
bfischels  haben;  je  ein  Paar  derselben  berührt  die  Fläche  in 
dem  nämlichen  Punkte  der  Doppelgersden.     Denken  wir  aber 


n 


448       n.  Curven  und  Flächen:  C)  Die  windschiefen  Flächen.   60. 

die  Polare  s^  der  Inyolution  um  S^  im  Kegelschnitt  —  sie  ist 
nur  in  Fig.  105  yerzeichnet,  weil  sie  nur  hier  AT  schneidet  — 
und  schneidet  dieselbe  J{  in  IC^^,  Knj  so  sind  JSCq,  Kn  die  Dop- 
pelpunkte der  Involution  von  Punkten  Kiy  K^  im  Kegel- 
schnitt; die  Geraden  ^2^0  ^^^  S^Kn  bestimmen  in  der  durch 
5|  und   0\Q'i   gezogeneu  Parallelen  Punkte  B^^  B^^  die  mit 

Fi«.  iii5. 


Q^  verbunden  in  ^,'  Punkte  A^^  A^  liefern  von  leicht  erkennbarer 
Besonderheit  (§  50):  Die  Geraden  A^K^  und  A^Kn  repräsentieren 
jede  ein  Paar  von  unendlich  nahen  Erzeugenden  ^0^0%  ^«^«*> 
die  sich  respective  in  i^Q,  itf«  schneiden;  in  den  Punkten  A^ 
An  der  Doppellinie  hat  die  Regelflache  nur  je  eine 
Tangentialebene  und  dieselbe  berührt  sie  längs  der  ganzen 
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Erzeugenden  —  oder  in  A^y  An  ist  die  Doppellinie  für  ein 
Element  eine  Rückkehrkante  und  in  e^y  e^  ist  die  wind- 
schiefe Regelfläche  für  ein  Element  developpabel. 

Alle  Erzeugenden  der  Regelfläche  schneiden  die  Doppel- 
gerade in  dem  einen  der  beiden  von  den  Punkten  A^^  An  auf 
ihr  begrenzten  Segmente;  durch  die  Punkte  des  andern  Seg- 
ments gehen  keine  reellen  Erzeugenden,  die  Doppellinie  ist 
daselbst  eine  isolierte  Gerade  der  Fläche. 

Wenn  die  Polare  s^  den  Kegelschnitt  K  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  existieren  solche  Grenzpunkte  in  der 
Doppelgeraden  nicht,  durch  jeden  Punkt  derselben  gehen  viel- 
mehr zwei  reelle  und  verschiedene  Erzeugende. 

Das  vorbetrachtete  involutorische  Ebenenbüschel  schneidet 
ferner  die  Leitgerade  g^  in  einer  involutorischen  Reihe  von 
Punktepaaren  Ci,  Ci*  —  entsprechend  den  Erzeugenden  ei,  e,*, 
die  von  dem  Punkte  Ai  ausgehen.' Diese  Involution  entspricht 
der  einfachen  Reihe  der  Ai  projectivisch  und  man  kann  also  die 
Regelfläche  dritten  Grades  durch  eine  einfache  und  eine 
dazu  projectivische  involutorische  Reihe  von  Punkten 
in  sich  kreuzenden  Geraden  definieren  —  als  den  Ort  der  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punktepaare.  Man  drückt  ganz 
dasselbe  nur  anders  aus,  nämlich  im  Sinne  der  Erzeugung 
durch  Leitdeveloppabeln  (§  50)^  indem  man  das  einfache 
Ebenenbüschel  aus  g^  ^u^^^h  die  Ai  und  das  ihm  projectivische 
involutorische  Ebenenbüschel  aus  ^j  durch  die  Ct,  Ci*  die  Fläche 
durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenenpaare  erzeugen 
lässt. 

Die  Fluchtlinie  F3  der  Fläche,  die  man  wie  angegeben 
construierty  ist  eine  Gurve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt 0^'  im  Fluchtpunkt  der  Doppellinie  ^, ,  der  nach  dem 
Vorigen  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Aesten  (Fig.  104)  oder 
ein  isolierter  Punkt  (Fig.  105)  sein  wird,  je  nachdem  er  in 
dem  einen  oder  andern  der  durch  die  besondern  Punkte  Aq^ 
An  begrenzten  Segmente  der  Doppelgeraden  liegt  —  wie  es 
die  Figuren  veranschaulichen.  Das  Nämliche  gilt  von  allen 
ebenen  Schnitten  der  Fläche.  Wenn  reelle  Grenzpunkte  exi- 
stieren, so  entsprechen  den  durch  sie  gehenden  Schnittebenen 
Gurven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt,  die  Schnittlinie  mit 
der  Tangentialebene  im  Grenzpunkt  ist  die  Rückkehrtaugente. 

Fiedler,  dantellende  Geometrie    II.  3.  Aufl  29 
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Jede  durch  eine  Erzeugende  e  gelegte  Ebeue  berührt  die 
Fläche  und  schneidet  sie  ausser  iu  der  Erzeugenden  in  einem 
Kegelschnitt  (vei^l.  §'54,  8,  Fig.  102),  welcher  mit  der  Er- 
zeugenden den  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  und  den  Punkt 
der  Ebene  in  der  Doppelgeraden  ^3  gemein  hat;  d.  h.  alle 
Kegelschnitte  auf  der  Regelfläche  dritten  Grades  schneiden  die 
Doppelgerade  derselben. 

Die  Fluchtlinie  der  betrachteten  Schnittebene  ist  eine 
Secante  der  Fluchtcurve  der  Fläche  aus  dem  Fluchtpunkte  der 
betrachteten  Erzeugenden  und  schneidet  dieselbe  daher  noch 
überdiess  in  zwei  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten,  den 
unendlich  fernen  Punkten  des  bezüglichen  Kegelschnittes^  der 
also  im  Falle  der  Realität  eine  Hyperbel,  andernfalls  eine 
Ellipse  ist;  derselbe  wird  zur  Parabel,  wenn  sie  zusammen- 
fallen und  diess  wird  für  jede  Erzeugende  in  zwei  Lagen 
geschehen,  weil  die  Curye  'dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt die  Classe  vier  hat  (§  1,  4)  und  folglich  von  jedem 
ihrer  Punkte  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  sie  gehen.  Die 
Schnittcurve  kann  zum  Kreise  werden  für  drei  bestimmte 
Lagen  des  Fluchtpunktes  der  Erzeugenden  e  und  ebenso  be- 
stimmte Stellungen  der  durch  sie  gehenden  Schnittebene. 

Die  Fläche  giebt  zu  zahlreichen  weiteren  constructiven 
Erörterungen  den  Anlass,  die  wir  durch  die  rorhergehenden 
Untersuchungen  über  die  windschiefen  Regelflächen  im  Allge- 
meinen nahe  genug  gelegt  haben. 

1)  Man  wende  alle  vorhergehenden  Entwickelungen  auf  den 
besonderen  Fall  des  orthogonalen  Cylindroids  an  und  erläutere  die 
Art  ihrer  Specialisirung  bei  demselben.  Auf  Grund  von  §  56,  4 
findet  man  leicht,  dass  der  Schnitt  einer  Tangentialebene  mit  der 
Fläche  sich  auf  ihre  Hauptebene  als  Kreis  projiciert;  denn  jeder  Ro- 
tationscylinder,  für  den  die  Doppelgerade  der  Fläche  eine  Mantel- 
linie ist,  durchdringt  sie  in  einer  Ellipse  und  die  Ebene  derselben 
hat  noch  eine  sie  berührende  Gerade  mit  der  Fläche  gemein.  Für 
jenen  Kreis  ist  natürlich  die  Länge  der  Horizontalspur  der  Ebene 
zwischen  den  Projectionsaxon  der  Durchmesser,  zugleich  die  Neben- 
axe  der  Ellipse  (vergl.  Fig.  90,  p.  406);  die  Kreisprojectionen  der 
Schnitte  für  die  Tangentialebenen  durch  dieselbe  Mantellinie  e,  be- 
rühren einander  in  0  nach  der  Horizontalprojection  e^  der  zweiten 
Mantellinie  von  der  nämlichen  Verticalprojection;  die  Verticalpro- 
jectionen  der  zugehörigen  Hauptaxen  bilden  ein  Büschel  mit  dem 
zur  Construction  der  Berührungspunkte  des  Tangentialebenenbüschels 
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gehörigen  Perspectivcentmm   (vergl.  §  53,  10  c)  als  Scheitel.    Die 
Ellipsen  aller  Tangentialebenen  haben  dieselbe  lineare  Excentricitäi 

2)  Aus  einem  Punkte  der  Fläche  geht  an  sie  ein  Berührangs- 
kegel  zweiten  Grades,  welcher  ihre  Doppelgerade  berührt. 

3)  Wenn  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  die  Doppelgerade 
zur  Erzeugenden  hat,  die  Begelflftche  dritten  Grades  schneidet,  so 
zählt  diese  Gerade  in  der  Durchdringung  doppelt  und  der  Best  der- 
selben muss  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  sein.  Da  das  Hyper- 
boloid durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  entsteht  (§  35),  so 
ist  diese  Baumcurve  vierter  Ordnung  der  Oii;  der  Durchschnitts- 
punkte der  entsprechenden  Ebenen  von  drei  Büscheln,  von  denen 
das  eine  —  die  Doppelgerade  der  Fläche  dritter  Ordnung  ist  seine 
Scheitelkante  —  eine  Involution  von  Ebenenpaaren  ist ;  diesen  Paaren 
entsprechen  die  Ebenen  eines  zweiten  durch  die  einfache  Leitgerade 
der  Fläche  einzeln,  während  das  dritte  wiederum  zu  diesem  und 
also  auch  zu  dem  Vorigen  projectivisch  ist. 

Die  Geraden  der  beiden  Schaaren  des  Hyperboloids  verhalten 
sich  offenbar  wesentlich  verschieden  zu  dieser  Curve;  die  Geraden 
derjenigen  Schaar  nämlich,  zu  welcher  die  Doppellinie  der  Begelfläche 
dritten  Grades  nicht  gehört,  schneiden  die  Curve  je  einmal ,  weil 
sie  mit  der  Begelfläche  nur  drei  Punkte  gemein  haben  können  und 
sie  in  der  Doppellinie  bereits  zweimal  schneiden;  die  Geraden  von 
der  Schaar  der  Doppellinie  selbst  schneiden  sie  dreimal  —  die  Pro- 
jection  dieser  Curve  aus  einem  ihrer  Punkte  ist  also  stets  eine  Curve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt;  sie  ist  also  von  der  in 
den  §§  25  f.,  45  f.  studierten  Art  der  Curven  vierter  Ordnung,  in 
welchen  sich  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  schneiden^ 
wesentlich  verschieden. 

4)  Vier  feste  Punkte  der  soeben  gebildeten  Baumcurve  vierter 
Ordnung  bestimmen  mit  jeder  sie  dreimal  schneidenden  Geraden 
(vergl.  3)  ein  Ebenenbüschel  von  constantem  d.  i.  von  der  Lage 
dieser  Geraden  nicht  abhängigem  Doppelverhältniss. 

5)  Unter  den  Erzeugenden  des  einfachen  Hyperboloids,  welches 
durch  diese  Curve  vierter  Ordnung  geht;  sind  vier  Tangenten  der- 
selben; sie  bilden  mit  der  Curve,  die  als  Bückkehrkante  in  der  de- 
veloppabeln  Fläche  im  Durchschnitt  doppelt  zählt,  die  vollständige 
Durchdringung  des  Hyperboloids  mit  der  developpabeln  Fläche  der 
Curve,  d.  h.  diese  Durchdringung  ist  von  der  zwölften  und  somit 
die  developpable  Fläche  von  der  sechsten  Ordnung.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  gehen  also  sechs  Schmiegungsebenen  der  Curve. 
Dieselbe  hat  daher  die  Charaktere  w  =  4,  w  =  6,  r  =  6  und 
somit  ferner  a  =  4,  ß  ^=  0]  ^  =  6,  Ä  =  3;  a;  =  6,  y  =  4; 
ganz  so  wie  die  Curve  in  §  23,  *14),  a).  Diese  Zahlen  entsprechen 
daher  zwei  wesentlich  verschiedenen  Curven,  der  Curve  vierter  Ord- 
nung erster  Art  mit  Spitze  (§  20)  und  der  Curve  vierter  Ordnung 
zweiter  Art.   Diese  letzte  ist  rational  ohne  singulär  zusein;  ihr 
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Bild  ist  immer  eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung  und  für  die 
Lage  des  Centrums  in  der  Curve  selbst  eine  rationale  Curve  dritter 
Ordnung  (§  26,  9,  14)  auch  in  den  folgenden  speciellen  Fällen;  die 
Spur  ihrer  Tangentenfläche  eine  rationale  Curve  sechster  Ordnung, 
mit  vier,  fünf  oder  sechs  Spitzen,  je  nachdem  8  =  0,  1  oder  2  ist. 

6)  Diese  Curve  lässt  eine  stationäre  oder  dreipnnktig  be- 
rührende Tangente  zu,  wo  eine  Erzeugende  des  Hyperboloids 
mit  der  zweiten  Haupttangente  in  einem  Punkte  der  Begelfläcbe 
dritten  Grades  zusammenflllit.    Diess  ist  zweimal  möglich. 

Man  stelle  die  Raum  curve  vierter  Ordnung  zweiter 
Art  mit  zwei  stationären  Tangenten  dar  —  als  Durchdrin- 
gung einer  Regelfläche  dritten  Grades  mit  einem  Hyperboloid,  welches 
durch  ihre  Doppelgerade  und  zwei  Haapttangenten  der  Fläche  in 
Punkten  verschiedener  Erzeugenden  bestimmt  ist. 

Wie  degeneriert  diese  Durchdringung,  wenn  die  fraglichen 
Haupttangenten  zu  Punkten  der  nämlichen  Erzeugenden  gehören? 

Die  Charaktere  der  Raumcurven  vierter  Ordnung  zweiter  Art 
mit  einer  und  mit  zwei  st-ationären  Erzeugenden  sind 

m=4,  n=ö,  r=6y  ««=2,  /3=0,  ^=4,  Ä=3,  a;«=ö,  j/=4,  8=1; 
m=w==4,     r=6,    a=/3=0,      ^=A  =  3,     a;=y=4,     8=2. 

7)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  mit  der  Fixebene  U 
oder  u,  q'  (vergl.  I,  §  6*)  und  dem  durch  seinen  Distanzkreis  be- 
stimmten Centrum  C  stellt  man  die  Erzeugung  der  Regelfläche 
dritten  Grades  aus  zwei  Kegelschnitten  IC^  und  IC2  und  einer  Ge- 
raden ^9 ,  welche  sich  paarweise  einmal  schneiden,  einfach  dar,  indem 
man  ^^  in  der  Bildebene  und  ATj  ^^  ^^^  Fixebene  IT  voraussetzt, 
so  dass  sich  also  IC^  und  das  Bild  von  1^2  ^^t^^^^  ^  dei'  Geraden 
11  treffen  und  indem  man  den  reellen  zweiten  Schnittpunkt  beider 
als  den  Durchstosspunkt  S  der  projicierenden  Geraden  g^  voraus- 
setzt; dann  sind  die  durch  S  gehenden  Geraden,  deren  Durchstoss- 
punkt der  zweite  Schnittpunkt  mit  ^f  ist,  während  sie  den  zweiten 
Schnittpunkt  mit  IC2  zum  Bilde  U'  des  Fixpunktes  haben,  die  Dar- 
stellungen der  Erzeugenden. 

Für  die  Erzeugung  aus  dem  Kegelschnitte  IC^  und  zwei  Geraden 
ff 21  9iy  ^^^  denen  die  letztere  den  Kegelschnitt  einmal  schneidet, 
kann  man  den  Kegelschnitt  in  der  Tafel  und  die  Gerade  g^  in  der 
Fixebene  willkürlich  wählen,  die  Gerade  g^  aber  als  projicierend 
mit  ihrem  Dur chstossp unkte  S  in  einem  Punkte  von  K^  voraussetzen. 
Man  erläutere  für  beide  Fälle  die  Construction  der  Erzeugenden^ 
der  Berührungspunkte  beliebiger  Ebenen  ihrer  Büschel  und  der  Be- 
rtlhrungsebenen  beliebiger  Punkte  ihrer  Reihen.  Man  gebe  die  Mo- 
diflcation  des  Vorigen  für  die  allgemeine  Parallelprojection  mit  einem 
Bilde  an. 

8)  Das  orthogonale  Cylindroid  kann  in  Orthogonalprojection 
mit  einem  Bilde  auf  seine  Hauptebene  und  für  eine  der  45^-Ebenen, 


Raumcnrye  vierter  Ordnnng  mit  zwei  stationären  Tangenten.   60.     453 

wir  wollen  setzen  die  Ebene  H;,.';  als  Fixebene  U  vortheilhaft  dar- 
gestellt werden;  die  Fixlinie  u  ist  ein  Durchmesser  des  Kreises, 
der  die  elliptische  Leitlinie  in  H^'  repräsentiert,  der  eine  Endpunkt 
0  desselben  ist  Fusspunkt  und  Projection  der  Doppelgeraden  z  und 
die  Stellung  der  Tafel  ist  die  zweite  Leitgerade  der  Fläche;  der 
Hx'  in  0  berührende  und  ihm  gleiche  Kreis  ist  die  Projection  des 
elliptischen  Querschnittes  in  H;^  nach  der  Bezeichnung  und  Dispo- 
sition in  §  51  unter  a)  3.  Die  Projectionen  der  Mantellinien  bilden 
das  Strahlenbüschel  aus  0  und  für  jede  giebt  der  Abstand  des 
zweiten  Schnittpunktes  ihrer  Projection  mit  dem  Kreise  H^'  von 
der  Geraden  u  die  Entfernung  der  zugehörigen  Erzeugenden  von 
der  Tafel,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  derselben ;  je 
nachdem  jener  Punkt  auf  der  einen  oder  der  andern  Seite  von  u 
liegt.  Die  Spuren  der  zu  den  Punkten  einer  Erzeugenden  e  ge- 
hörigen Tangentialebenen  sind  ihrem  Bilde  parallel.  Bezeichnet 
man  mit  C  den  zweiten  Sclinitt  von  e  mit  dem  Kreise  H^^'i  so 
ist  seine  Tangente  in  C  das  Bild  der  Fixlinie  u  der  Tangential- 
ebene und  ihr  Schnittpunkt  mit  u  ein  Punkt  ihrer  Spur  s  in  der 
Tafel,  die  damit  bestimmt  ist.  Für  irgend  einen  Punkt  P'  in  e 
liefert  die  Parallele  zu  jener  Tangente  in  6?'  an  Hx'  stets  den  Punkt 
der  Spur  der  zugehörigen  Tangentialebene  in  u;  und  umgekehrt. 
Der  Kreis  über  dem  Abschnitte  der  Spur  zwischen  dem  Durch- 
messer und  der  Tangente  von  "B^  in  0  ist  die  Projection  der  Ellipse, 
in  welcher  die  betrachtete  Tangentialebene  die  Fläche  schneidet; 
derselbe  geht  stets  dutch  die  Projection  ihres  Berührungspunktes 
und  seine  Tangente  i  in  diesem  ist  die  Projection  der  zu  diesem 
Punkte  gehörigen  zweiten  Haupttangente  der  Fläche;  sie  hat  den 
Durchschnitt  mit  der  äpur  der  Ebene  zum  Durchstosspunkt  S  und 
den  mit  dem  Bilde  ihrer  Fixlinie  u  zum  Bilde  ü'  des  Fixpunktes; 
jenes  Bild  der  Fixlinie  aber  verbindet  den  Schnitt  der  Spur  in  u 
mit  dem  Punkte  von  H^  auf  e'  und  mit  dem  zweiten  Schnitt- 
punkte des  Kreises  H^.'  mit  dem  Kreise  über  der  Spurlänge  zwischen 
U  der  Tangente  in  0,  welcher  die  Schnittellipse  der  Tangential- 
ebene projiciert.  (Vergl.  Fig.  90.) 

Damit  ist  für  das  Bild  der  Durchdringung  aus  Beisp.  6)  oder 
der  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  mit  zwei  stationären  Tan- 
genten eine  sehr  einfache  Construction  gewonnen.  Wir  haben  die 
selbe  in  Tafel  XIV  ausgeführt  für  den  Fall;  dass  die  beiden 
Punkte  Ay  B  der  Fläche,  deren  Haupttangenten  als  ^,,  g^  zu 
den  Erzeugenden  des  Hyperboloides  gehören,  der  Ellipse  in  der 
Ebene  H«  angehören,  d.  h.  die  zu  den  bezüglichen  C  in  Bezug 
auf  0  symmetrischen  Punkte  sind.  Das  Hyperboloid,  welches  durch 
seine  Durchdringung  mit  dem  orthogonalen  Cylindroid  die  Curve 
erzeugt,  ist  durch  die  Haupttangenten  ^|,  g^  und  die  in  0  auf 
der  Tafel  errichtete  Normale  g^  als  drei  Erzeugende  derselben  Schaar 
bestimmt.  Die  Durchdringung  wird  durch  die  Ebenen  um  g^  als 
Hilfsebenen  construiert;  jede  schneidet  aus  dem  Cylindroid  eine  Er- 
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zeugende  Ci  und  ans  dem  Hyperboloid  eine  Erzengende  der  zweiten 
Schaar  U  ans,  die  als  ihren  Schnittponkt  einen  Ponkt  der  Corre 
liefern.  Die  Fixlinien  der  zugehörigen  Tangentialebenen  beider 
Flächen  schneiden  sich  im  Fixpnnkte  der  zugehörigen  Tangente  der 
Darchdringongscarve ;  die  Aufeinanderfolge  dieser  Fixpunkte  bildet 
die  Durchschnittscurve  der  developpabeln  Fläche  der  Durchdringung 
mit  der  Fixebene  Hj.-  und  ist  in  der  Tafel  eingezeichnet  oder  viel- 
mehr angedeutet,  wie  es  der  geringe  Umfang  eben  nur  erlaubt. 

Die  Projection  der  Curve  ist  durch  einen  stetigen  Zug  mit 
einer  Reihe  von  Punkten  (1',  2\  3',  4'  die  ausserhalb  der  Blatt- 
grenzen liegen),  5',  6',  7',  8',  ....  14',  15',  16',  17',  .  •  20'  an- 
gegeben, und  soweit  thunlich  sind  die  Fixpunkte  ü'  der  zugehörigen 
Tangenten  bezeichnet  mit  den  entsprechenden  römischen  Ziffern 
(I,  II,  III,  IV,)  V,  VI,  Vn,  VIU,  .  .  .  XXI  eingetragen  und  durch 
einen  punktierten  Zug  Hq'  verbunden.  Jene  Projection  hat  in  den 
Punkten  12'  und  19',  den  zu  den  Erzeugenden  e^  und  e^  gehörigen 
Punkten  von  H^^',  nach  den  zugehörigen  Haupttangenten  g(^  g^ 
des  Cjlindroids  Inflexionen,  und  diese  Spur  in  der  Fixebene  hat  in 
den  zugehörigen  Fixpunkten  Ü^  oder  XII  und  V^  oder  XIX  Rück- 
kehrpunkte. (Vergl.  §  2,  Fig.  7.)  In  der  Nebenfigur  a)  der  Tafel  ist 
die  Form  der  Spur  in  der  Nachbarschaft  von  U(  vergrössert  an- 
gegeben, welche  wegen  der  Nachbarschaft  des  RQckkehrpunktes  aus 
deren  Querschnitt  mit  der  Curve  selbst  durch  zwei  Rückwendungen 
bei  X  und  XII  von  VIII  nach  XIII  vorschreitet.  Die  strichpunk- 
tierte Hyperbel  XJh'  bezeichnet  den  Querschnitt  des  Hyperboloides 
9\}  ^2 9  ^3  ^^  ^^^  Fixebene.  Jede  durch  g^  gehende  Ebene  sehneidet 
aus  dem  Cylindroid  eine  Gerade  e^  deren  Bild  im  zweiten  Schnitt 
mit  dem  Kreise  "S^  ihren  Fixpunkt  üe  und  im  unendlich  fernen 
Punkte  ihren  Durchstosspunkt  5«  hat  (Fig.  b);  und  sie  schneidet 
das  Hyperboloid  in  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden  Punkt« 
Aj  B^  in  denen  sie  die  Geraden  g^  oder  S,  J7,'  und  g^  oder  S^U2 
trifft.  Um  das  S  und  ü'  dieser  Erzeugenden  AB  der  Schaar  /  zu 
finden  zieht  man  (Fig.  b)  durch  B  eine  Hilfslinie  von  demselben 
Durchstosspunkt  mit  U{  S^  und  bestimmt  s  und  u'  der  Ebene,  die 
sie  mit  g.^  verbindet,  dadurch  aber  ihren  Fixpunkt  Uk  \  derselbe 
giebt  mit  ü^  das  u  und  dadurch  mittelst  S^  das  s  der  Ebene 
S^AB  und  dadurch  das  S  und  ü'  dieser  Geraden.  Die  Parallele 
zur  Spur  dieser  Ebene  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Fixlinie  mit 
der  Parallelen  aus  üg  zu  u  liefert  in  A' B'  die  Projection  des 
Durchschnittepunktes  D  deV  Erzeugenden  e  des  Cylindroides  mit  dem 
Hyperboloid.  Die  zugehörige  zweite  Mantellinie  des  Hyperboloides 
und  damit  seine  Tangentialebene  in  D  erhält  man  durch  die  Be- 
merkung, dass  die  Projectionen  derselben  ein  Büschel  aus  dem 
Schnittpunkte  von  g(  mit  g^  bilden,  dem  Fusspunkte  der  Tafel- 
normalen in  der  Schaar  /. 


C.  b.  Ton  den  Schranbnngs-  und  den  Rotations-Flftchen* 

61.  Wenn  eine  Gurve  C  ohne  ihre  Gestalt  zu  än- 
dern sich  um  eine  feste  geradlinige  Axe  a  dreht, 
bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückkommt; 
so  erzeugt  sie  eine  Rotationsfläche,  als  deren  A x e  wir 
jene  Gerade  bezeichnen;  jeder  Punkt  der  Curve  beschreibt 
in  der  durch  ihn  gehenden. Normalebene  zur  Axe  und  mit 
dem  Mittelpunkte  in  dieser  einen  Kreis,  einen  Parallelkreis 
der  Fläche.  (Fig.  106,  p.  457.) 

Verfolgt  man  alle  Punkte  der  bewegten  Curve  bei  ihrer 
Bewegung  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die  Axe 
gelegte  Ebene  ^  —  wobei  jeder  Punkt  zwei  Lagen  in  dersel- 
ben erhält,  die  um  180^  verschiedenen  Drehungsgrössen  ent- 
sprechen, —  so  erhält  man  dort  als  ihren  Ort  eine  üurve  Tß^ 
die  aus  zwei  zur  Axe  a  orthogonal -symmetrischen  Hälften 
besteht  und  daher  durch  eine  derselben  vollkommen  bestimmt 
wird;  sie  heisst  ein  Meridian  und  die  Ebene  eine  Meridian- 
ebene der  Fläche.  Die  Meridiane  derselben  Rotations- 
fläche sind  congruent;  jeder  von  ihnen  erzeugt  die  Fläche 
durch  die  Umdrehung  um  die  Axe  a. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  ein  Parallelkreis  P 
und  ein  Meridian  M  derselben ,  deren  Ebenen  normal  zu 
einander  sind;  man  kann  den  Punkt  als  Schnitt  von  beiden, 
also  durch  ein  Symbol  wie  (M,  P)  bezeichnen,  wenn  man  M 
als  eine  bestimmte  der  beiden  symmetrischen  Hälften  des 
Meridians  denkt. 

In  zwei  verschiedenen  Meridianen  Mj ,  M^  bestimmen  dann 
die  verschiedenen  Parallelkreise  P|,  Pj,  P3,  .  .  .  die  entspre- 
chenden Punktepaare  M,Pi,  M^P^;  MjPj^  ^^2)  •-  •)  ^i^»> 
M2P11;  und  in  zwei  verschiedenen  Parallelkreisen  P|,  Pj  be- 
stimmen die  verschiedenen  Meridiane  M, ,  Mj,  Hj,  .  •  .  die 
Paare  entsprechender  Punkte  PfM, ,  P2M1;  PjMj;  P2M2;  .  .  . 
P,  Mm,  P3M1,.     Alle  die  geraden  Verbindungslinien  der  Paare 
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der  ersten  Art  sind  einander  parallel,  nämlich  normal  zu  der 
Ebene  M,2,  welche  sie  und  den  Winkel  der  beiden  Meridian- 
ebenen Mj  und  M2  halbiert;  sie  bilden  also  in  ihrer  Gesammt- 
heit  einen  Gylinder^  der  die  Meridiane  M,  ^  M^  ^^  ebenen 
gegen  seinen  Normalschnitt  in  der  Ebene  M|2  gleich  geneigten 
Schnitten  hat.  Denken  wir  die  Meridiane  M|,  Mj  einander 
unendlich  nahe,  also  zusammenfallend  mit  M  (Fig.  106)^  so 
werden  die  Erzeugenden  des  betrachteten  Cyllnders  zu  den 
Tangenten  der  Parallelkreise  F^ ,  Pj,  . . .  Fn  in  den  Punkten  des 
nämlichen  Meridians  M  und  der  Cyliuder  selbst  kann  als  der 
zugehörige  Meridian-Berührungscylinder  der  Fläche 
bezeichnet  werden.  Seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen 
Punkte  A  des  Meridians  M  ist  auch  die  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  in  demselben,  da  sie  die  Tangente  des  zu- 
gehörigen Parallelkreises  in  A  und  ebenso  die  Tangente  des 
Meridians  M  in  ^  enthält.  Alle  Meridian-Berührungs- 
cylinder derselben  Rotationsfläche  sind  congruent 
und  können  als  die  verschiedenen  Lagen  des  näm- 
lichen Cylinders  bei  der  Drehung  um  die  zu  seinen 
Erzeugenden  normale  Axe  a  bezeichnet  werden. 

Dagegen  convergieren  alle  geraden  Verbindungslinien  der 
Paare  der  zweiten  Art,  also  F,  M, ,  FjMf;  F^Mj;  ^2^2»  •  •  •' 
F]M„,  F2^  ^^  demselben  Punkte  Ai  der  Axe  a  und  bilden 
einen  Rotationskegel,  der  die  Kreise  F|,  F2  zu  zwei  paral- 
lelen zur  Axe  a  normalen  Schnitten  hat.  Denken  wir  die 
Parallelkreise  Fj,  Fj  einander  unendlich  nahe,  so  werden  die 
Erzeugenden  dieses  Kegels  zu  den  Tangenten  der  Meridiane 
Ml ,  M2 , . . .  KCn  i^  den  Punkten  des  nämlichen  Parallelkreises 
Fj2  und  der  Kegel  selbst  kann  als  der  zugehörige  Parallel- 
kreis-Berührungskegel der  Fläche  bezeichnet  werden; 
seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  B  des  Pa- 
rallelkreises F12  ist  auch  die  Tangentialebene  der  Rotations- 
fläche in  demselben  Punkte.  Alle  Parallelkreis  -  Be- 
rührungskegel derselben  Rotationsfläche  sind  Ro- 
tationskegel Yon  einerlei  Axe  und  können  als  die 
verschiedenen  Lagen  eines  mit  seiner  Axe  in  sich 
selbst  verschobenen  und  dabei  seine  Form  gesetz- 
mässig  ändernden  Rotationskegels  angesehen  wer- 
den —  als  dessen  Umhüllung  die  Rotationsfläche  erscheint. 


\ 
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Denken  wir  sodann  eine  developpable  Fläche 
D  ohne  Veränderung  ihrer  Form  um  eine  feste  Axe 
a  gedreht;  bis  sie  in  ihre  ursprüngHche  Lage  zu- 
rückkehrt, so  entsteht  auch  dadurch  eine  Rotations- 
fläche; jede  Tangentialebene  derselben  beschreibt  um  die 
Axe  a  und  mit  demjenigen  ihrer  Punkte  als  Spitze,  der  in  a 
enthalten  ist,  einen  Parallelkreis-Berührungskegel  der 
Fläche.  Verfolgt  man  alle  Ebenen  der  bewegten  Develop- 
pabeln  bis  zum  Normalsein  zu  einer  festen  durch  die  Axe  a 


gelegten  Ebene  ^  so  erhält  man  als  ihre  En^eloppe  eine  Cy- 
linderääche,  —  den  dieser  Ebene  entsprechenden  Meridian- 
Berührungscylinder.  Man  kommt  von  ihnen  zu  den  Pa- 
rallelkreisen und  Meridianen  durch  Schlüsse,  welche  den  vorher 

entwickelten  dualistisch  entsprechen. 

1)  Wenn  man  eine  Botationsfläche  um  ihre  Axe  dreht,  so 
verbleibt  sie  in  sich  selbst,  alle  ihre  Punkte  und  Tangentialebenen 
decken  sich   mit  Punkten   und  Tangentialebenen   der  Anfangslage. 

2}  Wenn  die  erzeugende  Curve  die  Axe  nicht  schneidet,  so 
ist  einer  ihrer  Punkte  der  Axe  am  nächsten  und  ein  anderer  von 
ihr  am  entferntesten ;  jener  beschreibt  den  kleinsten  und  dieser  den 
grössten  Parallelkreis  der  Fläche.  Man  kann  den  ersten  den  K  e  h  1  - 
kreis  und  den  letzten  den  Aequator  der  Fläche  nennen  im  Hin- 
blick auf  das  Beispiel  den  einfachen  Rotationshyperboloides  und  das 
der  Kugel. 
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3)  Jede  auf  einer  Botationsfläclie  gezeichnete  Curve,  welche 
mit  jedem  Parallelkreise  derselben  wenigstens  einen  Punkt  gemein 
hat,  kann  als  erzeugende  Curve  derselben  angesehen  werden,  oder 
bringt  bei  ihrer  £)rehung  um  dieselbe  Axe  die  n&mliche  Fläche 
hervor. 

4)  Wenn  ein  Kreis  mit  gleichbleibender  Stellung  seiner  Ebene 
sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  eine  feste  Gerade  durchläuft, 
die  zu  dieser  Ebene  normal  ist^  während  er  beständig  einen  Punkt 
mit  einer  festen  Curve  C  gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Rotations- 
fiäche  als  Ort.  Man  erläutere  die  Beispiele  für  C  als  Gerade,  als 
Kegelschnitt  und  als  Schraubenlinie. 

5)  Welche  Eigenschaften  der  erzeugten  Fläche  bleiben  bestehen, 
wenn  die  feste  Gerade  des  Mittelpunktes  schräg  zur  Ebene  des 
Kreises  oder  wenn  der  Ort  des  Mittelpunktes  als  eine  feste  Curve 
gedacht  wird  ?  Wie  entspricht  dem  eine  Erzeugungsweise  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  das  hyperbolische  Paraboloid  ausgenommen? 

6)  Man  erörtere  die  erste  Frage  für  den*  Fall,  dass  die  Stel- 
lung der  beweglichen  Ebene  des  Kreises  sich  stetig  ändert,  während 
aber  zugleich  die  Kreise  je  zweier  auf  einander  folgender  Ebenen 
ihre  Schnittlinie  in  denselben  Punkten  schneiden^  d.  h.  dieselbe  zu 
ihrer  Collineationsaxe  haben.  An  die  Stelle  des  Ortes  der  Mittel- 
punkte tritt  dann  der  Ort  der  Pole  dieser  Schnittlinie. 

7)  Ebenso,  wenn  an  Stelle  der  Kreise  Kegelschnitte  treten 
unter  Fortdauer  der  vorigen  Beschränkung. 

8)  Lassen  sich  die  letzten  Gebilde  durch  Collineation  auf  die 
ersten  zurückführen? 

9)  Wenn  ein  Botationskegel  mit  fester  Axe  sich  so  bewegt, 
dass  er  stets  eine  Tangentialebene  mit  einer  festen  developpabeln 
Fläche  gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Botationsfläche  als  Enveloppe. 
Für  die  Frage,  ob  eine  bestimmte  Botationsfläche  gleichmässig  durch 
Drehung  einer  aufgeschriebenen  Curve,  wie  durch  Drehung  der  deve- 
loppabeln Fläche  dieser  Curve  erzeugt  werden  kann,  vergl.  §  64. 

62.  Die  Drehung  um  eine  Axe  kann  als  Specialfall 
der  Schraubung  nach  derselben  angesehen  werden,  wenn  wir 
unter  Schraubung  nach  derjenigen  Bewegung  eines  Punktes^ 
durch  die  die  gemeine  Schraubenlinie  entsteht,  die  gleichzeitige 
gleichförmige  Verschiebung  in  Parallelen  zu  dieser  Axe  und 
gleichförmige  Drehung  um  dieselbe  verstehen;  nennen  wir  h 
die  Grbssse  derjenigen  Verschiebung,  welche  mit  Vollendung 
einer  Umdrehung  stattgefunden  hat,  wie  man  sagt  (nach  §  12) 
die  Ganghohe  der  Schraubung,  so  ist  die  Drehung  um 
eine  Axe  zu  bezeichnen  als  eine  Schraubung  um  dieselbe, 
welche  die  Ganghohe  Null  hat.  Dann  kehrt  das  gedrehte 
Gebilde  am  Ende  einer  Umdrehung  in  die  Anfangslage  zurück. 
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während  im  Falle  der  Scbraubung  die  am  Ende  einer  vollen 
Umdrehung  erreichte  Lage  desselben  aus  der  Anfangslage  durch 
Verschiebung  um  die  Ganghöhe  in  der  Richtung  der  Schrau- 
bungsaxe  erhalten  werden  kann. 

Wird  statt  des  Punktes  eine  Ebene  der  Schraubungsbe- 
wegang  unterworfen ,  so  umhüllt  dieselbe  nach  §  13  eine 
developpable  Schraubenfläche.  In  §  50  sahen  wir  durch  die 
Schraubungsbewegung  einer  geraden  Linie  die  offene  und  die 
geschlossene  scharfgängige  resp.  flachgängige  Schraubenfläche 
entstehen;  welche  wir  nun  zusammen  als  die  Schrauben- 
regelflächen  bezeichnen  können^  da  offenbar  andere  Flächen 
als  diese  durch  Schraubung  einer  geraden  Linie  nicht  erzeug- 
bar sind. 

Denken  wir  nun  statt  der  Geraden  eine  beliebige  unver- 
änderliche Gurve  C  um  eine  gegebene  Axe  a  mit  einer  be- 
stimmten Ganghöhe  h  geschraubt  ^  so  entsteht  die  allgehieine 
Schraubungsfläche  als  Ort  do'selben;  und  eine  solche 
wird  auch  als  Enveloppe  erhalten  ^  wenn  eine  unveränderliche 
developpable  Fläche  als  Inbegriff  ihrer  Tangentialebenen  um 
eine  gegebene  Axe  mit  vorgeschriebener  Ganghöhe  geschraubt 
wird.  Im  ersten  Falle  beschreibt  jeder  Punkt  P  der  Curve  C 
eine  Schraubenlinie  S  auf  der  Fläche ,  deren  Radius  der  Ab- 
stand des  Punktes  P  von  der  Axe  und  deren  Ganghöhe  und 
Drehungssinn  die  der  allgemeinen  Schraubung  sind;  im  zweiten 
Falle  umhüllt  jede  Ebene  U  der  Developpabeln  D  eine  deve- 
loppable Schraubenfläche  an  die  Fläche,  etc. 

Während  also  bei  der  Rotationsfläche  durch  jeden  Punkt 
ein  Parallelkreis  geht,  der  ganz  in  der  Fläche  liegt,  so 
bei  der  Schraubungsfläche  eine  durch  die  Lage  des  Punktes 
gegen  die  Axe  und  die  Ganghöbe  und  den  Drehungssinn  der 
Schraubung  vollkommen  bestimmte  Schraubenlinie. 

Denkt  man  femer  die  Schraubungsbewegung  jedes  Punktes 
von  C  fortgesetzt  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die 
Axe  gehende  Ebene  M,  so  entsteht  dort  als  Ort  dieser  Ein- 
trittspunkte eine  Curve  My  die  man  den  Meridian  der  Fläche 
nennen  kann ;  alle  Meridiane  derselben  Schraubungsfläche  sind 
auch  congruent;  aber  zwei  derselben ,  die  etwa  den  Ebenen 
M| ;  M2  angehören,  kommen  nicht  zur  Deckung  durch  einfache  • 
Drehung  der  Ebene  M,   bis  zum  Zusammmenfallen  mit  IS-u 
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vielmehr  nur  durch  die  Schraubung  derselben  mit  der  Gang- 
höhe h]  d.  h.  durch  Ausführung  einer  Parallel?erschiebang 
nach  der  vollzogenen  Rotation^  in  der  Richtung  der  Axe  und 
um  den  Betrag  h  .  ^^  :  360^,  wenn  ^^  die  Grösse  des  Winkeb 
(M|;  M^)  im  Sinne  der  Schraubung  ausdrückt.  Offenbar  geht 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  ein  solcher  Meridian  und  seine 
Form  ist  von  der  Gestalt  der  erzeugenden  Curve  und  ihrer 
Lage  gegen  die  Axe  abhängig. 

Weil  jede  der  Schraubenlinien  der  Fläche  von  der  Ebene 
M  in  unendlich  vielen  Punkten  getroffen  wird,  deren  benach- 
harte  um  die  Ganghöhe  h  von  einander  entfernt  sind,  so  ist 
der  Meridian  der  Fläche  eine  periodische  Curve,  d.  h.  aus 
unendlich  vielen  congruenten  Theilen  zusammengesetzt;  ein 
solcher  Theil^  dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  in  der 
Richtung  der  Axe  gemessen  den  Abstand  h  von  einander  haben, 
reicht'  zur  Bestimmung  des  Ganzen  hin. 

Ebenso  sind  alle  zur  Axe  normalen  Querschnitte  P 
der  Fläche  einander  congruent,  jeder  von  ihnen  geht  durch 
Schraubung  in  einen  beliebigen  and^n  über;  sind  F,  und  P, 
zwei  solche  Querschnitte  mit  dem  Abstände  d,  so  wird  der 
erste  mit  dem  zweiten  zur  Deckung  gebracht^  indem  m^tn  ihn 
nach  der  Parallelverschiebung  zur  Axe  um  den  Betrag  ä  noch 
um  die  Axe  d.  h.  um  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  Pj 
dreht,  um  einen  Winkel  von  der  Grösse  {d  :  h)  .  360®.  Auf  die 
Gonstruction  der  durch  die  Axe  gehenden  wie  der  zur  Axe 
normalen  Schnitte  aus  der  Eenntniss  der  erzeugenden  Curve 
brauchen  wir  nicht  näher  einzugehen;  jeder  von  ihnen  kann 
wie  diese  selbst  mit  der  Axe,  der  Ganghöhe  und  dem  Sinne 
der  Schraubung  zur  Bestimmung  der  Schraubungsfläche  dienen. 

Offenbar  bestimmt  jede  Schraubenlinie  S  sowohl  in  belie- 
bigen zwei  Meridianen  M, ,  Mj  als  in  beliebigen  zwei  Normal- 
schnitten P),  P.^  zwei  entsprechende  Punkte  und  man 
kann  alle  solchen  Paare  entsprechender  Punkte  in  zwei  Me- 
ridianen sowohl  wie  in  zwei  Norniialschnitten  durch  gerade 
Linien  verbinden  und  die  dadurch  entstehenden  Regelflächen 
betrachten;  rücken  M,,  Mj  oder  Pj,  Pj  einander  unendlich 
nahe,  so  hat  man  als  jene  Geraden  die  Tangenten  aller 
Schraubenlinien  S  in  den  Punkten  eines  Meridians  M  resp.  in 
den  Punkten  eines  Normalschnittes  P;  etc. 
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Wir  wollen  im  Folgenden  bei  der  Behandlung  der  Rota- 
tionsflächen immer  die  entsprechende  der  Schraubungsflächeu 
im  Auge  halten,  wenn  wir  auch  nur  in  einzelnen  Fällen  näher 
auf  die  letzteren  eingehen. 

1)  Wenn  man  eine  Schraubungsfläcbe  um  ihre  Axe  im  zuge- 
hörigen Drebungssinne  und  mit  der  ihr  zukommenden  Ganghöhe 
schraubt,  so  verbleibt  sie  in  sich  selbst,  alle  ihre  Punkte  und  Tan- 
gentialebenen decken  sich  mit  Punkten  und  Tangentialebenen  der 
Anfangslage. 

2)  Wenn  die  erzeugende  Curve  die  Axe  nicht  schneidet,  so 
ist  einer  ihrer  Punkte  derselben  am  nächsten  und  ein  anderer  von 
ihr  am  entferntesten;  jener  beschreibt  unter  den  Schraubenlinien 
S  die  vom  kleinsten  und  dieser  die  vom  grössten  Radius :  Eehl- 
schraubenlinie  und  Aequatorschraubenlinie  der  Fläche. 

3)  Man  zeige  die  Construction  des  Meridianschnittes  M  und 
die  des  Normalschnittes  P  aus  der  Axe  und  der  erzeugenden  Curve 
bei  gegebener  Ganghöhe  und  bekanntem  Drehungssinn. 

4)  Ebenso  die  Construction  des  Normalschnittes  F  aus  dem 
Meridian  M,  wenn  Axe,  Ganghöhe  und  Drehungssinn  bekannt  sind; 
oder  umgekehrt  —  besonders  in  dem  Falle,  wo  der  Meridian  resp. 
der  Normalschnitt  ein  Kreis  ist.  Das  erstere  giebt  die  als  Vis 
St.  Gilles  benannte  WölbflSche;  das  letztere  die  gewundene 
Säule. 

5)  Unter  welchen  Voraussetzungen  wird  die  durch  Schraubung 
einer  Geraden  erzeugte  Schraubungsfläcbe  zu  einer  developpabeln 
Schraubenfläche  ? 

6)  Der  Normalschnitt  einer  geschlossenen  Schraubenregelfläche 
ist  eine  Archimedische  Spirale. 

7)  Kann  die  allgemeine  Schraubenfläche  auch  durch  Schrau- 
bung eines  beliebigen  ebenen  Querschnittes  erzeugt  werden? 

8)  Wenn  die  erzeugende  Curve  eine  geschlossene  Linie  ist, 
so  kann  die  entstehende  Schraubungsfläche  als  gewundener  Cylinder 
bezeichnet  werden.  Wenn  eine  Eugeloberfläche  um  eine  gegebene 
Axe  nach  vorgeschriebener  Ganghöhe  in  bestimmtem  Sinne  ge- 
schraubt wird,  so  ist  ihre  Enveloppe  zugleich  der  Ort,  den  derjenige 
ihrer  Hauptkreise  beschreibt,  welcher  in  der  Normalebene  zur  Tan- 
gente der  von  ihrem  Mittelpunkte  beschriebenen  Schraubenlinie  ge- 
legen ist,  oder  die  entsprechende  Schraubungsfläche  dieses  Uaupt- 
kreises ;  es  ist  die  Fläche  der  Archimedischen  Wasser- 
schraube (Serpentine). 

9)  Eine  jede  Curve  auf  dei;  Schraubungsfläche,  die  mit  jeder 
ihrer  Schraubenlinien  8  einen  Punkt  gemein  hat,  kann  als  erzeu- 
gende Curve  der  Fläche  dienen,  d.  h.  sie  erzeugt  dieselbe  bei  der 
Schraubung  um  dieselbe  Axe  bei  gleicher  Ganghöhe  und  demselben 
Drehungssinn.  Normalschnitte  und  Meridiane  können  daher  als  solche 
dienen. 


462     n.  Curven  und  Flächen:  C)  Schraubungs-  u.  Rotationsflächen     63. 

63.  Wenn  wir  die  Axe  a  und  die  erzeugende  Curve 
C  einer  Rotationsfläche  in  Projeetion  gegeben  den- 
ken, so  kann  der  Parallelkreis,  den  ein  Punkt  der  Curve  C 
erzeugt  und  in  Folge  dessen  auch  jeder  beliebige  Meridian 
der  Fläche  projiciert  werden ;  denn  jener  liegt  in  der  Normal- 
ebene  der  Axe  a  vom  gedachten  Punkte  aus  und  hat  den 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Axe  zum  Mittelpunkt;  dieser 
aber  entsteht  durch  den  Schnitt  der  Parallelkreise  mit  seiner 
Ebene  d.  i.  als  Ort  der  Endpunkte  paralleler  Radien  derselben 
von  einerlei  Sinn. 

Speciell  erscheinen  in  Parallelprojectionen  alle  Parallel- 
kreise derselben  Rotationsfläche  als  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen^  deren  üentra  in  der  gleichnamigen  Projeetion 
der  Axe  a  liegen;  die  Meridiane  als  zu  einander  affln  für  die 
entsprechende  Projeetion  der  Axe  als  Axe  der  Affinität  und 
die  Richtung  der  Normale  ihrer  Ealbierungsebene  als  Richtung 
der  Affinitätsstrahlen.  (Vergl.  I,  §  54,  7.) 

In  orthogonaler  Parallelprojection  und  unter  der  ferneren 
Voraussetzung,  dass  die  Rotationsaxe  a  zu  einer  resp.  zu  der 
Projectionsebene  normal  ist,  erscheinen  alle  Parallelkreise  in 
wahrer  Gestalt  und  Grosse  und  concentrisch,  nämlich  mit  der 
gleichnamigen  Projeetion  der  Axe  als  Mittelpunkt;  die  Me- 
ridiane erscheinen  als  ihre  Radien.  In  den  andern  Projectionen 
im  Falle  der  Geom.  descriptive  aber  erscheinen  die  Parallel- 
kreise als  zur  gleichnamigen  Axenprojection  normale  Gerade 
und  die  Meridiane  in  Affinität  mit  einander  für  eben  diese 
letztere  als  Axe  und  ihre  Normalen  als  entsprechende  Affini- 
tätsstrahlen. Unter  den  Meridianen  ist  dann  je  einer  M^.,,  M,, 
der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheint  in  ihr 
in  wahrer  Gestalt  und  Grösse,  in  der  ersten  Projeetion  aber 
als  zur  Axe  OÄ,  OY  respective  parallele  Gerade  aus  a\  Der 
zugehörige  Meridian-Berührungscylinder  ist  zur  entsprechenden 
Projectionsebene  normal.  Ebenso  sind  unter  den  Parallelkreis- 
Berührungskegeln  diejenigen,  die  ihre  Spitze  im  unendlich 
fernen  Punkt  der  Axe  a  habeif,  normal  zur  ersten  Projections- 
ebene. Die  Verticalprojectionen  von  jenen  und  die  horizon- 
talen von  diesen  sind  die  bezüglichen  Umrisse  der  Fläche 
(vergl.  §  69). 

Man  darf  diese  specielle  Lage  der  Rotationsfläche  gegen 
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das  AxeDsystem  der  orthogonalen  Parallelprojection  stets  vor- 
aussetzen, sobald  man  nur  eine  Rotationsfläclie  zu  betrachten 
hat,  —  weil  stets  durch  zwei  Axendrehungen  (I,  §  59)  die  eine 
der  Projectionsaxen  zur  Axe'a  dieser  Rotationsfläche  parallel 
gemacht  werden  kann. 

1)  Man  erörtere  im  Sinne  des  Textes  die  Darstellung  einer 
Rotationsfläche,  ihrer  Parallelkreise  und  Meridiane  in  orthogonaler 
Parallelprojection  fUr  die  Voraussetzung,  dass  die  Rotationsaxe  a 
zur  zweiten  Projectionsebene  parallel  sei,  jedoch  nicht  normal  zur 
ersten.    Eine  Transformation  mit  ^z  in  a'*  giebt  die  Ausführung. 

2)  Man  soll  die  Parallelkreise  und  Meridiane  einer  Rotations- 
fläche bei  allgemeiner  Lage  der  Axe  a  in  Horizontal-  und  Vertical- 
projection  darstellen;  ebenso  in  allgemeiner  Parallelprojection  mit 
einem  Bilde. 

3)  Es  ist  die  axonometrische  Darstellung  der  Rotationsfläche,  etc. 
anzugeben;  zuerst  für  die  zu  .r,  y  oder  z  parallele  Axe^  dann  für 
eine  zu  xz  parallele,  schliesslich  für  die  Axe  von  allgemeiner  Lage. 

4)  Man  erläutere  die  centralprojectivische  Darstellung  der  Pa- 
rallelkreise (I,  §  32, 13  in  besonderer  Anwendung  auf  den  Kreis,  also 
§  8,  7  f.)  und  Meridiane  einer  Rotationsfläche 

a)  bei  schräg  zur  Bildebene  liegender  Axe, 

b)  bei  einer  zur  Bildebene  normalen, 

c)  bei  einer  zur  Bildebene  parallelen  Axe. 

Als  gegeben  werde  derjenige  Meridian  betrachtet,  für  den  die 
in  ihm  liegenden  Parallelkreisdurchmesser  parallele  Bilder  zeigen, 
d.  h.  für  den  die  Axe  die  Falllinie  zur  Bildebene  ist.  Man  hat 
dann  aus  den  Endpunkten  eines  Durch messerbildes  und  aus  der  In- 
volution harmonischer  Pole  in  der  gemeinsamen  Fluchtlinie  (Polare 
vom  Bilde  des  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  das  Ereisbild)  der  Pa- 
rallelkreisebenen die  Punkte  des  Kreisbildes  zu  construieren.  (Vergl. 
I,  §  33,  13  und  die  Tafel  XIV  bei  §  69  unten.)  Dieselbe  zeigt  neben 
dem  allgemeinen  Fall  in  der  Hauptfigur,  für  die  §  6,5  zu  ver- 
gleichen, in  der  unteren  Figur  a)  die  Darstellung  der  Meridiane 
und  Parallelkreise  einer  Rotationsfläche  o;,  M,  deren  Axe  der  Tafel 
parallel  ist. 

5)  Welche  Consequenzen  sind  aus  dem  Vorigen  für  die  Paral- 
lelprojection der  Rotationsfläche  bei  schräger  Axe  zu  ziehen? 

6)  Man  vollziehe  dieselbe  insbesondere  in  dem  Falle,  wo  die 
erzeugende  Curve  C  der  Fläche  eine  gerade  Linie  ist,  die  mit  der 
Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegt. 

7)  Man  wende  dieselbe  Methode  auf  die  centralprojectivische 
Darstellung  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  einem  festen  Diametral- 
schnitt und  einem  dazu  conjugierten  beweglichen  Schnitt  an. 

(Die  Schnittsehnen  beider  werden  der  Tafel  parallel  voraus- 
gesetzt; die  beweglichen  Schnitte  werden  mittelst  der  Involution 
harmonischer  Pole  in  der  gemeinsamen  Fluchtlinie  construiert.) 


464     II-  Corven  und  Flächen:  C)  Schraubungs-  u.  Rotationsflächen.   64 

■ 

8)  Man  verzeichne  den  zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen 
und  einen  schrägen  Meridian  für  die  Rotationsfläche,  die  durch  Dreh- 
ung einer  Geraden  um  die  zu  OZ  parallele  Axe  entsteht. 

9)  Man  verzeichne  in  orthogonaler  Parallelprojection  bei  zn 
0  Z  paralleler  Rotationsaxe  a  schräge  Meridiane  der  Rotationsfläche, 
für  welche  der  zur  zweiten  Projectionsebene  parallele  Meridian  als 
Kreis  oder  überhaupt  als  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist. 

10)  Man  übertrage  die  Erörterungen  des  Textes  auf  die  aus 
der  Axe  a,  der  Ganghöhe  h  und  der  erzeugenden  Ourve  C  oder 
einem  gegebenen  Normalschnitt  resp.  Meridian  bestimmte  Schraub- 
ungsfläche. 

64.  Wenn  für  orthogonale  Parallelprojection 
die  zu  OZ  parallele  Rotationsaxe  a  in  dem  Punkte 
a   und  der  Verticalen  a"  und  die  erzeugende  Curve 

Fig.  107. 


C  durch  C'  und  C"  projiciert  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Bestimmung  der  Projectionen  aller  Punkte  Ji  und 
die  Darstellung  ihrer  bezüglichen  Tangentialebenen 
T,*  besonders  einfach. 

Ist  zunächst  in  A{  die  erste  Projectiou  eines  Punktes 
der  Fläche  gegeben  (Fig.  107) ,  so  geht  durch  dieselbe  die 
erste   Projectiou   P/   des   zugehörigen   Parallelkreises ,    deren 
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Schnittpunkte  ^j,',  C^',  .  .  .  mit  C'  durch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen C^^\  6^,2",  .  .  in  C"  die  zweiten  Projectionen  der 
Parallelkreise  P,/',  Pjj",  ...  —  als  Parallelen  zur  Axe  OX  — , 
welche  in  P/  proji eiert  sind  und  auf  denen  die  bezüglichen 
Punkte  A^^\  A^^'y  -  *  -  liegen  müssen. 

Ebenso  bestimmt  man  im  Falle  der  durch  den  Punkt  a\ 
die  Verticale  a",  die  Projectionen  O',  O"  der  erzeugenden 
Gurve,  die  Ganghöhe  h  definierten  Schraubungsfiäche  die  Yer- 
ticalprojectionen  zu  dem  Punkte  A'  mittelst  der  Schnitte  des 
aus  a  durch  A'  beschriebenen  Kreises  S'  als  horizontale  Pro- 
jection  der  bezüglichen  Schraubenlinien  der  Fläche  mit  C'  und 
der  zugehörigen  Yerticalprojectionen  in  O''  als  Anfangspunkte 
der  zugehörigen  Yerticalprojectionen  S,",  Sj",  etc.  Jede  der- 
selben liefert  eine  periodische  Gruppe  bezüglicher  Yerticalpro- 
jectionen A^j^'f  -^12"»  •  •  •?  ^2\  >  ^22'}  '  •  •  ®^' 

Sucht  man  in  dieser  Weise  die  zweiten  Projectionen  zu 
allen  den  Punkten  A^\  B(y  ...  in  einer  durch  a  gehenden 
Geraden  M/,  so  erhält  man  als  ihren  Ort  die  zweite  Projection 
M/'  des  bezüglichen  Meridians  der  Fläche. 

Wären  die  Projectionen  eines  Meridians  M|  der  Fläche 
gegeben,  so  bleibt  die  Construction  unverändert  mit  Ersetzung 
von  C  durch  M|.  Schneidet  der  Ereis  P/  die  erste  Projec- 
tion C'  der  erzeugenden  Gurye  oder  den  Radius  M/;  soweit 
er  den  Meridian  Mj  projiciert,  nicht,  so  entspricht  dem  A^ 
kein  Punkt  der  Fläche;  es  giebt  im  Allgemeinen  einen  grössten 
und  einen  kleinsten  Parallelkreis  auf  derselben  —  man  kann 
sie  als  Aequator  und  als  Eehlkreis  der  l^läche  bezeichnen  — 
deren  erste  Projectionen  einen  Kreisring  begrenzen,  in  wel- 
chem die  ersten  Projectionen  aller  Punkte  der  Fläche  liegen, 
so  dass  man  sagen  darf,  sie  bilden  den  Umriss  der  Fläche 
in  der  ersten  Projection. 

Aus  der  zweiten  Projection  B('  eines  Punktes  der  Fläche 
bestimmt  sich  sofort  die  der  Axe  OX  parallele  zweite  Pro- 
jection des  zugehörigen  Parallelkreises  "B^  und  also  auch  die 
des  Schnittpunktes  des  letztern  mit  der  erzeugenden  Gurre  C 
oder  der  Meridianlinie  M, ,  also  auch  die  erste  Projection  des- 
selben und  somit  die  des  Parallelkreises  P^,  in  welcher  dann 
in  dem  von  B^"  auf  die  Axe  OX  gefällten  Lothe  die  beiden  ersten 
Projectionen  B^^y  B^{  sich  finden,  die  dem  B('  entsprechen. 

Vi  edler,  dArsteUeodc  Geometrie.    II.    8.  Aufl.  30 
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Ist  VLx^'  die  zweite  Projection  des  za  XOZ  parallelen 
Meridians,  so  erkennt  man,  dass  für  einen  Pankt  B^'  dann 
keine  erste  Projection  und  also  auch  kein  Punkt  der  Rotations- 
fläche existiert,  wenn  B^"  nicht  in  dem  von  den  beiden  Hälften 
des  Meridians  M^/  mit  den  äussersten  Parallelkreisen  einge- 
schlossenen Flächen  stücke  und  nicht  in  den  Grenzen  dessel- 
ben liegt..  Jener  Meridian  erscheint  also  als  der  Umriss  der 

I  Fläche  in  der  zweiten  Projection;  ebenso   der  Meridian 

[  VLJ"  für  die  dritte. 

1)  Man  leite  in  orthogonaler  Parallelprojection  und  für  a  als 
parallel  z\x  OZ  aus  den  Projectionen  der  erzeugenden  Curve  C  den 
zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen  Meridian  ab  und  zwar  sowohl 
seine  Punkte  als  seine  Tangenten;  insbesondere,  wenn  die  erzeu- 
gende Curve  eine  Schraubenlinie  ist,  deren  Axe  zur  Botationsaxe 
parallel  ist. 

Man  erhält  für  einen  Punkt  P  der  erzeugenden  Curve  mit  der 

Tangente  /  die  Spitze  M  des  zugehörigen  Parallelkreisberührungs- 

*   kegeis  als  Schnitt  der  Axe   a  mit  einer  durch  t  gehenden  Ebene, 

die  die  Gerade  PM  zur  Falllinie  hat,  d.  h.  deren  erste  Spur  die 

vom  ersten  Durchstosspunkt  von  t  ausgehende  Normale  zu  P'a   ist 

2)  Man  construiere  die  Umrisshyperbel  des  einfachen  Bota- 
tionshyperboloides  durch  Punkte  und  Tangenten  aus  der  geraden 
Erzeugenden  g  und  der  zu  OZ  parallelen  Axe  a. 

Für  a  als  den  kürzesten  Abstand  der  erzeugenden  Geraden 
von  der  Axe  und  ß  mit  tan  ß  ^sa  b  :  a  als  ihren  Winkel  mit  der 
Normalebene  der  Axe  hat  der  im  Abstand  z  vom  Eehlkreis  lie- 
gende Parallelkreis  der  Fläche  den  Radius  und  somit  die  Gleichung 


a 


^  ]/b^  +  z2    und   &2(a;*  +  y«)  =  aH^  +  a^z\ 

Sie  ist,  da  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  ein  solcher  Parallelkreis 
geht,  die  Gleichung  der  Fläche  selbst.  (Gleichseitig  mit  b  =  a] 
§§  31  f.) 

Man  entwickele  nach  demselben  Princip  die  Gleichung  der 
offenen  Schraubenregelfläche  aus  der  der  zugehörigen  Schrauben- 
linie S. 

3)  In  welchen  Fällen  hat  eine  Rotationsfläche  keinen  Umriss 
in  der  ersten  Projection  und  in  welchen  Fällen  ist  nur  ein  Kehlkreis 
vorhanden? 

4)  Die  Zahl  der  Punkte  Au  der  Fläche,  welche  einer  gegebenen 
ersten  Projection  A^'  entsprechen,  hängt  von  der  Gestalt  des  Meri- 
dians derselben  ab. 

5)  Zu  einer  zweiten  Projection  B^"  giebt  es  im  Allgemeinen 
zwei  Punkte  B^^  und  B^2  der  Fläche.  In  welchen  Fällen  können 
vier  oder  mehrere  solcher  Punkte  gefunden  werden? 
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6)  Man  erläutere  die  Punkte  der  Umrisse  als  Ausnahmen  von 
dieser  Begel. 

65.  Die  Darstellung  der  Tangentialebene  T  in 
einem  Punkte  A  der  Rotationsfläche  wird  durch  die 
Construction  der  Tangente  (p  des  zugehörigen  Parallelkreises 
P  derselben  und  die  der  Tangente  U  des  zugehörigen  Meridians 
M  —  als  zweier  in  ihr  liegender  und  sich  rechtwinklig  schnei- 
dender Geraden  —  zweckmässig  geleistet  (Fig.  108).  Für  die  zu 
OZ  parallele  Lage  der  Axe  a  und  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  zur  Ebene  ÄOZ  parallele  Meridian  Mte»  oder  der  zweite 

Fig.  108. 


»     I 
\ 


H 


Umriss  verzeichnet  sei*),  ergiebt  sich  tp  in  der  ersten  Pro- 
jecüon  als  die  Tangente  von  der  des  Parallelkreises  in  A'^ 
d.  h.  als  Normale  zu  aA'  in  A'  und  tj  als  Radius  a'A']  da- 
gegen erscheint  (p  in  cfer  zweiten  Projection  als  die  zu  OÄ 
parallele  Gerade  durch  A"  und  t^'  wird  erhalten ;  indem  man 
A!'  mit  dem  Punkte  0"  von  a"  verbindet,  wo  diese  geschnitten 
wird  von  derjenigen  Tangente  des  ümrissmeridianes  M«/' 
deren  Berührungspunkt  auf  dem  Paralleikreise  von  A''  liegt. 

*)  Diese  Voraussetzungen  sollen  im  Folgenden  überall  gelten,  wo 
nicht  andere  ausdrücklich  erwähnt  sind. 

30* 
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Man  sieht  daraus  ^  dass  die  erste  Spur  der  Tangential- 
ebene im  Punkte  A  normal  ist  zur  ersten  Projection  des  Ra- 
dius von  A  in  seinem  Parallelkreise. 

Für  eine  Schraubungsfläche  wird  die  Tangentialebene  in 
einem  ihrer  Punkte  A  aus  der  erzeugenden  Curve  C  oder 
einem  Meridian  oder  einem  Normalschnitt  der  Fläche  und  der 
durch  A  gehenden  Schraubenlinie  S  derselben,  die  in  jener 
den  Anfangspunkt  0  hat,  in  ganz  ähnlicher  Weise  abgeleitet ; 
man  verzeichnet  die  Tangente  is  der  Schraubenlinie  8  im 
Punkte  Aj  sodann  die  Tangente  der  erzeugenden  Curve  C,  M 
oder  "P  in  0,  um  diese  letztere  durch  die  dem  Uebergang  von 
0  nach  ^  in  8  entsprechende  Schraubung  in  die  Lage  i^  zu 
bringen,  in  der  sie  den  Punkt  A  enthält.  Dann  ist  die  Ebene 
der  Geraden  /«  und  tc  die  verlangte  Tangentialebene  T^. 

Fig.  109. 


Da  ihre  bestimmenden  Geraden  tg  und  to  durch  die  Schrau- 
bung nach  8  bis  zu  einem  andern  Punkte  JB  dieser  Curve  in 
die  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Tangenten  i,  und  tc  zugleich 
übergehen,  so  ist  die  Tangentialebene  Tß  der  Fläche  in  B  aus 
der  in  A  durch  dieselbe  Schraubung  abgeleitet  und  man  er- 
kennt, dass  sämmtliche  Tangentialebenen  T  der  Fläche  in 
Punkten  einer  ihrer  Schraubenlinien  8  eine  develop- 
pable  Scliraubenfläche  B  bilden,  welche  8  enthält  und 
deren  Bückkehrcurve  folgendermassen  construiert  wird.  Die 
durch  den  Punkt  A  gehende  Falllinie  der  Ebene  T^  (rücksicht- 


} 
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lieh  der  Normalschnittebene  zur  Axe  als  Horizontalebene)  ist 
die  Mantellinie  der  Fläche^  und  der  Fusspunkt  ihrer  kürzesten 
Entfernung  von  der  Axe  ist  der  ihr  angehörige  Punkt  der  Rück- 
kehrcurve^  die  damit  völlig  bestimmt  ist,  weil,  jene  Falllinie 
den  zugehörigen  Richtungskegel  liefert.  (Vergl.  die  Anwendung 
in  §  73,  7.) 

Errichtet  man  auf  der  Tangentialebene  T  im  Berührungs- 
punkte A  eine  Normale  n,  so  ist  dieselbe  die  Normale  der 
Fläche  im  Punkte  A\  von  ihren  Projectionen  fallt  somit 
die  erste  in  den  Radius  Äa\  die  zweite  aber  geht  vom  Punkte 
Ä'  nach  demjenigen  Punkte  N''  der  Axe  ö",  wo  dieselbe  von 
jener  Normale  des  Meridians  Ma»"  getroffen  wird,  deren  Fuss- 
punkt im  Parallelkreise  von  A"  liegt.  Alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  in  Punkten  des  nämlichen  Meridians  liegen 
in  der  Ebene  desselben;  alle  Normalen  derselben  in  Punkten 
des  nämlichen  Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegel  von 
der  Axe  a^  der  zugleich  der  Normalenkegel  des  zugehörigen 
Berührungskegels  der  Fläche  über  demselben  Parallelkreis  als 
Basis  ist.  (Vergl.  §  42,  8.) 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Parallelkreise  und  Meridiane 
der  Rotationsfläche  aufgeschriebene  Curven  sind,  von  der  spe- 
cialen Eigenschaft,  dass  die  Normalen  in  den  auf  einander 
folgenden  Punkten  derselben  sich  schneiden,  so  dass  die  Oe- 
sammtheit  dieser  Normalen  eine  developpable  Fläche  bilden. 
Man  nennt  sie  (vergl.  §  49,  c)  die  Krümmungslinien  der 
Rotationsfläche. 

Die  Normalen  der  Schraubungsfläche  in  den  Punkten 
einer  ihrer  Schraubenlinien  S  bilden  eine  durch  sie  gehende  deve- 
loppable Schraubenfläche  D»,  die  durch  die  Normale  in  A  resp. 
die  Normalebene  zu  der  Mantellinie  von  D  aus  A  in  derselben 
Weise  bestimmt  ist,  wie  D;  ihr  Richtungskegel  ist  der  Nor- 
malenkegel des  Richtungskegels  von  D.  (Vergl.  §§  2,  14.) 

Wir  vrissen  von  den  Cur^^en  der  Haupttangenten 
der  Fläche,  —  deren  developpable  Flächen  der  Fläche  zu- 
gleich umgeschrieben  sind,  die  also  in  sich  die  doppelte  Er- 
zeuguugsweise  der  Fläche  in  §  62  liefern  —  dass  die  Rich- 
tungsdifferenzen ihrer  Anfangselemente  in  irgend  einem  Punkte 
von  den  Richtungen  der  bezüglichen  Erümmungslinien  halbiert 
werden.     (Vergl.   §  49,  c.)     Sie  sind  aber   nur   reell   in   den 
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Regionen  hyperbolischer  Punkte^  für  eine  Rotationsfläche  also 
nur  da,  wo  die  Meridiaaliuie  ihre  Convexität  der  Äxe  zu  wen-  \ 

det.    Um  sie  za  construieren,  würde  man  ein  im  betrachteten  1 

Punkte  der  Fläche  osculierendes  einfaches  Hyperboloid  Ter- 
zeichnen  müssen,  und  könnte  vereinfachend  (vergl.  §  54) 
seinen  Mittelpunkt  im  Durchschnittspunkte  der  Aze  mit  der 
Normale  der  Fläche  im  betrachteten  Punkte  wählen,  d.  h.  das- 
selbe als  Rotatioushyperboloid  bestimmen,  das  den  Berührungs- 
punkt im  Eehlkreis  hat;  die  dem  Punkte  in  ihm  entsprechenden 
geraden  Erzeugenden  wären  die  gesuchten  Haupttangenten. 

Man  kann  aber  auch  ein  mit  der  Rotationsfläche  coaxiales 
Rotationshyperboloid  construieren,  welches  sie  in  dem  betrach- 
teten Punkte  und  folglich  in  allen  Punkten  seines  Parallel- 
kreises osculiert.  Die  beiden  durch  den  Punkt  gehenden 
geraden  Erzeugenden  desselben  sind  die  Haupttangenten  der 
Fläche;  wäre  der  Punkt  ein  Punkt  in  der  Berührungscunre 
eines  an  die  Fläche  gehenden  Tangentenkegels,  so  wäre  die 
Tangente  dieser  Gurve  in  ihm  die  vierte  harmonische  Gerade 
zu  seiner  bezüglichen  Mantellinie  in  Bezug  auf  jenes  Haupttan- 
gentenpaar. (Vergl.  §  48,  8  und  weiterhin  §  68.) 

Für  die  Construction  jenes  osculierenden  Hyperboloi- 
des ist  die  Bestimmung  seines  Mittelpunktes  erforderlich  und 
diese  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Construction  des  Krüm- 
mungscentrums eines  Kegelschnittes  (I,  §  35,8)  aus  der  Tangente, 
Normale  und  den  Axen  desselben  als  Tangenten  einer  Parabel, 
die  die  Normale  im  Krümmungscentrum  berührt,  leicht  aus- 
führen. Ist  P  der  Punkt  des  betrachteten  Parallelkreises  im 
Umrissmeridian  M^tj  so  denken  wir  den  zugehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunkt M  des  letzteren  gefunden  und  haben  aus 
der  Normale  und  Tangente  des  Meridians  in  P,  der  unendlich 
fernen  Geraden  und  der  Axe-  a"  als  Tangenten  der  Parabel 
mit  dem  Krümmungscentrum  M  als  Berührungspunkt  an  der 
Normale  die  zu  a'  rechtwinklige  Tangente  derselben  zu  finden; 
ihr  Schnittpunkt  mit  a'  ist  der  Mittelpunkt  C  des  osculierenden 
Hyperboloides.  Man  erhält  also  z.  B.  den  Punkt  der  zweiten 
Axe  vom  Meridian  der  osculierenden  Fläche  in  der  Normale 
MP,  in  ihrem  Schnitte  mit  derjenigen  Geraden,  welche  den 
Schnittpunkt  von  a'  mit  der  Tangente  des  Umrissmeridians 
in  P  mit  dem  Schnitt  der  Parallelen  zu  a"  durch  Af  und  der 
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Normalen  zu  d'  durch  P  verbindet;  man  erhält  direct  den 
Mittelpunkt  C  in  d'  als  ihrem  Schnitt  mit  der  Geraden  von 
P  nach  demjenigen  Punkte  der  Normale  zu  d'  durch  M^  in 
welchem  sie  von  der  Parallelen  zur  Tangente  aus  dem  Schnitt- 
punkte von  d'  mit  der  Normale  des  Umrissmeridians  in  P  ge- 
troffen wird;  etc.  Man  sieht,  dass  für  den  Ereis  als  Meridian 
sich  durch  die  Unveräuderlichkeit  von  M  für  alle  Punkte  P 
die  Constructionen  vereinfachen. 

1)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  und  die  Normalen 
einer  Botationsflftche  in  denjenigen  Punkten  derselben,  die  a)  eine 
gegebene  erste,  b)  eine  gegebene  zweite  Projection  haben. 

2)  Man  bestimme  die  Tan- 
gentialebene in  einem  gegebenen  *"**•  ^'^* 
Punkte  der  Botationsflfiche  direct 
aus  der  Aze  a  und  der  erzeugen- 
den Curve  C  derselben;  speciell 
für  das  durch  eine  Gerade  g 
erzeugte  Rotationshjrperboloid. 
Man  erkläre  die  Construction  in 
Figur  110. 

3)  Man  erörtere  die  Lage  der 
Tangentialebenen  der  Fläche  in 
den  Punkten  ihrer  Umrisse  als 
SpeciallKlle  der  allgemeinen. 

4)  Die  Evolute  des  Meridians 
der-Botationsfläche  darf  als  Bück- 
kehrkante derjenigen  developpa- 
beln  Fläche  betrachtet  werden, 
welche  von  den  Normalen  der  ^ 
Hotationsfläche  in  den  auf  ein-  '^' 
ander  folgenden  Punkten  des  Me- 
ridians gebildet  wird. 

5)  Die  durch  Botation  eines 
Kreises  um  eine  in  seiner  Ebe^e 

gelegene  Axe  erzeugte  Botationsfläche  —  der  Torus  —  ist  zugleich 
die  Enveloppe  einer  Eugelfläche  von  unveränderlichem  Badius,  deren 
Mittelpunkt  einen  Ereis  beschreibt;  derselbe  werde  näher  bezeichnet. 

6)  Die  Normalen  einer  Botationsfläche  in  den  Punkten  desselben 
Parallelkreises  bilden  einen  Botationskegel  um  ihre  Axe;  die  aus 
der  Spitze  desselben  mit  seiner  Kantenlänge  als  Badius  beschriebene 
Kugel  berührt  die  Fläche  nach  dem  Parallelkreise  und  dieselbe  kann 
somit  als  die  Enveloppe  einer  Kugel  von  stetig  veränderlichem  Badius 
betrachtet  werden,  deren  Mittelpunkt  die  Axe  durchläuft. 

7}  Die  Linien  der  parabolischen  Punkte  der  Botationsflächen  sind 
Parallelkreise.   Sind  die  der  Schraub ungsflächen  Schraubenlinien  S? 
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8)  Die  Paare  der  Haupttangenten  einer  Botationsflftche  in  den 
Punkten  desselben  Parallelkreises  bilden  ein  einfaches  Botationshj- 
perboloid,  welches  der  Fläche  nach  diesem  Parallel  umgeschrieben  ist. 

9)  Die  Ebene  des  Parallelkreises  ist  zu  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  und  somit  za  dieser  selbst  in  allen  Punkten  desselben 
gleichgeneigt;  ebenso  die  Ebene  des  Meridians  und  zwar  diese  speciell 
normal. 

Allgemein :  Wenn  eine  Ebene  eine  krumme  Fläche  flberall  unter 
gleichem  Winkel  schneidet,  so  ist  ihre  Schnittcnrve  mit  dieser  eine 
Erttmmungslinie  derselben.  Denn  die  Fläche  der  Normalen  ist 
developpabel,  weil  sie  eine  Fläche  gleichen  Falles  gegen  jene  Ebene 
durch  eine  gegebene  Curve  ist.  (Vergl.  §  47,  16.) 

10)  Die  Meridiane  der  Rotationsflächen  *  sind  zugleich  geodä- 
tische Linien  derselben.  Wenn  eine  Erümmungslinie  einer  Fläche 
zugleich  eine  geodätische  Linie  derselben  ist,  so  muss  sie  eine  ebene 
Curre  sein. 

66.  Es  ist  für  die  darstellend  geometrische  Behandlung 
der  Rotations-  und  Schraubungsfiachen  wesentlich^  dass  ihre 
allgemeinen  constructiven  Eigenschaften  aus  der 
einfachen  Natur  der  erzeugenden  Bewegung,  der 
Rotation  resp.  der  Schraubung  um  eine  gerade  Axe, 
hervorgehen^  —  während  die  aus  der  Natur  der  erzeugenden 
Curve  entspringenden  Eigenschaften  nur  dann  zur  Verwendung 
gelangen,  wenn  dieselbe  nach  ihrem  geometrischen  Gesetz 
bekannt  ist,  also  z.  B.  im  Falle  der  Rotationsflächen  zweiten 
GradeS;  den  wir  schon  unter  B)  mehrfach  berührten. 

Wir  sehen  hier  von  den  letzteren  ab  und  nehmen  an, 
die  Fläche  sei  durch  die  zu  OZ  parallele  Axe  a,  eventuell 
Ganghöhe  und  Sinn  der  Schraubung  und  durch  den  zur  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Meridian  M«,  gegeben,  welcher  ge- 
zeichnet vorliegt. 

In  Folge  dessen  unterlassen  wir  die  Erörterungen  über 
Ordnung  und  Glasse  der  Fläche,  ihre  algebraische  oder  trans- 
cendente  Natur,  etc.  Der  Entwickelungsgang  von  solchen 
empirischen  Elementen  aus  kann  nicht  mehr  der  streng  theo- 
retische sein;  es  ist  am  natürlichsten,  die  combinatorische 
Systematik  der  darstellend  geometrischen  Probleme  hervor- 
treten zu  lassen  und  nach  den  Anforderungen  derselben  den 
Umfang  mehr  theoretischer  Erörterungen  zu  bestimmen. 

Ausgehend  von  a)  der  Darstellung  der  Fläche,  ihrer 
Punkte  und  Tangentialebenen,  damit  auch  der  auf  ihr  gele- 
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genen  Curven  und  der  ihr  umgeschriebenen  Developpabeln  — 
wie  solches  durch  die  vorigen  §§  begründet  ist  —  wird  man 

b)  zur  Erörterung  der  Beziehungen  der  Flächef 
zu  den  geometrischen  Grundgebilden,  der  Ebene,  dem 
Punkt  und  der  Geraden  übergehen,  d.  h.  zur  Construction 
ihrer  ebenen  Schnitte  oder  ihrer  Punktreihen  in  einer  Ebene, 
ihrer  Tangenten kegel  oder  ihrer  Tangentialebenen  aus  einem 
Punkte,  und  derjenigen  Punkte  und  Ebenen  der  Fläche,  welche 
sie  mit  einer  Geraden  gemein  hat. 

Als  dritte  Gruppe  von  Problemen  wird   sich  anschliessen 

c)  die  Erörterung  der  Beziehungen  der  Rota- 
tions- oder  Schraubungsfläche  zu  gegebenen  deve- 
loppabeln Flächen  und  zu  den  RaumcurveU)  welche 
als  Rückkehrkanten  derselben  auftreten;  speciell  zu  Kegel- 
flachen  und  zu  ebenen  Curven.  (§§  74  f.) 

Es  werden  folgen  d)  die  Constructionen  über  die 
Beziehungen  einer  Rotations-  oder  Schraubungs- 
fläche zu  einer  andern  krummen  Fläche,  die  nun  eine 
Fläche  zweiten  Grades,  eine  windschiefe  Regelfiäche,  eine 
andere  Rotationsfläche,  etc.  sein  kann;  nämlich  die  Construction 
der  Reihe  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  oder  ihrer  Durch- 
dringungscurve,  und  die  der  Schaar  ihrer  gemeinschaftlichen. 
Tangentialebenen  oder  ihrer  gemeinsamen  umgeschriebenen  de- 
veloppabeln  Fläche.  (§§  76  f.) 

Endlich  müssen  e)  die  Beziehungen  von  drei  krum- 
men Flächen  zu  einander  eine  Erörterung  finden  (§  77). 

Dabei  ordnen  sich  der  Gruppe  b)  die  Bestimmung  der 
Schattengrenzeu  und  Schlagschattenräume  an  un- 
seren Flächen  für  Licht  aus  einer  punktförmigen  Quelle  und 
die  Bestimmung  der  Umrisse  derselben  in  allgemeiner 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  ein.  Zur  Gruppe  c)  stellen  wir 
die  Construction  umgeschriebener  developpabeler 
Flächen  von  gegebenem  Richtungskegel,  die  für  den 
Fall,  dass  der  letztere  ein  Rotationskegel  von  bestimmter  Axen- 
richtung  ist,  die  Construction  der  Linien  gleicher 
Helligkeit  für  Beleuchtung  durch  Licht  aus  einer 
unendlich  entfernten  punktförmigen  Quelle  liefert, 
welche  man  als  Beleuchtungsconstructionen  bezeichnet 
hat.    Unter  d)  gehören  endlich  die  Beziehungen  der  gemein- 
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schaftlichen  aufgeschriebenen  Curve  oder  der  gemeinsamen 
umgeschriebenen  developpabeln  Fläche  zu  den  Elementarformen: 
Funkt,  Ebene  und  gerade  Linie. 

Das  Princip  der  Dualität  scheidet  alle  diese 
Probleme  wesentlich  in  zwei  Gruppen;  die  Probleme 
der  einen  sind  zu  lösen  mittelst  der  Punkte  auf  den  Flächen 
und  ihrer  einfachsten  Beihen  oder  der  einfachsten  aufge- 
schriebenen Curven,  nämlich  der  Parallelkreise  und  Me- 
ridiane und  der  Schraubenlinien  S  resp.;  die  der 
andern  mittelst  der  Tangentialebenen  an  die  Fläche  und  ihrer 
einfachsten  Schaaren  oder  der  einfachsten  umgeschriebenen  De- 
veloppabeln, nämlich  der  Parallelkreis-Berührungskegel 
und  der  Meridian-Berühruugscylinder  und  der  umge- 
schriebenen developpabeln  Schraubenflächen  —denn 
nur  in  den  Fällen  des  einfachen  ßotationshjperboloides  und 
der  Schraubenregelflächen  giebt  es  noch  einfachere  aufge- 
schriebene Curven  und  umgeschriebene  Developpabeln  als  diese, 
in  den  geraden  Erzeugenden,  die  gleichzeitig  gerade  Reihen 
und  Axen  von  Ebenenbüscheln  sind.  Es  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe  Reihe  der  Probleme,  auf  die  wir  früher  geführt  sind, 
und  dasselbe  dualistische  Entsprechen  besteht  zwischen  ihnen. 

67.  Der  Querschnitt  einer  durch  die  Axe  a  parallel 
OZ  und  den  Meridian  M««  descriptiv  geometrisch  gegebenen 
Rotationsfläche  mit  einer  Ebene  E,  die  wir  durch  ihre 
Spuren  S],  ^2  bestimmt  denken,  kann  mit  Hilfe  der  Parallel- 
kreise oder  der  Meridiane  der  Fläche  gleich  bequem  construiert 
werden  (Fig.  111).  Denn  die  Ebene  E  wird  von  der  Ebene 
des  Parallelkreises  P<  in  einer  durch  ihren  zweiten  Durchstoss- 
punkt  und  ihre  Richtung  parallel  zur  ersten  Spur  der  Ebene 
bestimmten  Geraden  pi  geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte 
Ai^  Bi  mit  dem  Kreise  F^  sonach  der  Durchdringungscurve 
angehören. 

Und  die  Ebene  E  wird  von  der  Ebene  des  Meridians  M.-, 
von  dem  wir  die  eine  seiner  orthogonal-symmetrischen  Hälften 
gezeichnet  voraussetzen,  in  einer  durch  ihren  ersten  Durch- 
stosspunkt  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe  a  bestimmten 
Geraden  nti  geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte  d^  Di,  .  . 
mit  dem  Meridian  M^  auf  derselben  Curve  liegen.  Jene  Punkte 
Aij  Bi  erhält  man  in  der  ersten  Projection  direct  und  daraus 
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in  der  zweiten,  die  Punkte  Ci^  I>i  *  -  •>  aber  bestimmt  man  mit 
Hilfe  des  Meridians  VL^»  durch  Drehung  der  Geraden  m,-  in 
die  Ebene  desselben  in  (m^  und  nachherige  Zurückführung 
der  gefundenen  Schnittpunkte  (6^,-),  (A)  in  die  ursprüngliche 
Lage.  Dabei  giebt  (mi)  mit  der  gezeichnet  vorliegenden  Me- 
ridianhälfte Punkte  {Cijy  .  .  .  direct  und  die  zu  ihr  in  Bezug 
auf  a'  orthogonal-symmetrische  (m,*)  die  symmetrischen  der 
übrigen,  die  also  auch  sofort  in  {tni)  erhalten  werden.  Indem 
man  den  Parallelkreis  P,-  alle  Lagen  durchlaufen  lässt,  in  denen 
er  den  Meridian  II««  schneidet,  erhält  man  unzweifelhaft  alle 
Punkte  der  Durchschnittscurve  in  Paaren;  ebenso  erhält  man 
sie,  indem  man  den  Meridian  M,-  um  die  Axe  a  eine  ganze 
Umdrehung  machen  lässt.  Mit  Hilfe  der  Parallelkreise  wird 
man  insbesondere  die  Punkte  H  bestimmen,  in  welchen  die 
erste  Projection  der  Schnittcurve  den  ersten  Umriss  der  Fläche 
trifiR};  mit  Hilfe  des  Meridians  m;«,  aber  die  Punkte  Vj  in 
welchen  ihre  zweite  Projection  dem  zweiten  Umriss  begegnet. 

Die  Construction  zeigt,  dass  die  Durchschnittslinie 
s  der  Schnittebene  E  mit  der  zu  ihr  normalen  Meri- 
dianebene M,  eine  Axe  orthogonaler  Symmetrie  für 
die  Durchschnittscurve  ist,  und  zwar  insbesondere  5' eine 
Axe  orthogonaler  Symmetrie  für  die  erste  und  s'  eine  Axe 
schräger  Symmetrie,  nämlich  für  Parallelen  zur  Axe  OXj  für 
die  zweite  Projection  derselben  (Fig.  111).  Diese  Symmetrie 
hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Tangenten  in  je  zwei  entsprechen- 
den Punkten  Ai,  Bi  der  Curve  sich  in  der  Axe  s  durchschneiden, 
wie  dies  auch  direct  aus  der  Construction  derselben  hervor- 
geht. Denn  die  Tangente  in  einem  Punkte  Ai  der  Schnittcurve 
ist  die  Durchschnittslinie  der  zugehörigen  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  mit  der  Schnittebene;  und  da  die  Tangential- 
ebenen der  Rotationsfläche  in  zwei  Punkten  ^,,  Bi  desselben 
Parallelkreises  sich  in  einer  Geraden  der  Meridianebene  M« 
schneiden,  welche  die  Strecke  AiBi  halbiert,  so  begegnen  die 
entsprechenden  Tangenten  der  Durchschnittscurve  sich  in  einem 
Punkte  von  s\  speciell  also  ihre  ersten  Projectionen  in  einem 
Punkte  von  s  und  die  zweiten  in  der  entsprechenden  zweiten 
Projection  dieses  Punktes  auf  s\ 

In  Folge  dieser  Symmetrie  haben  diejenigen  Punkte  der 
Schnittcurve,   welche  in  der  Symmetrieaxe  s  liegen,  die  be- 
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sondere  Eigenschaft^  dass  ihre  Tangenten  zur  Symmetrieebene 
normal;  d.  h.  zur  ersten  Projectionsebene  und  somit  zur  ersten 
Spur  der  Schnittebene  parallel  sind;  speciell  in  der  ersten 
Projection  normal  /  oder  parallel  der  besagten  Spur,  in  der 
zweiten  parallel  OX  Da  in  Folge  dessen  ihre  Goordinaten  z 
grösser;  respective  kleiner  sind,  als  die  aller  andern  insbe- 
sondere ihrer  beiderseitigen  Nachbarpunkte,   so  kann  man  sie 

Fig.  IIL 


unter  Annahme  der  XOY  als  einer  horizontalen  Ebene  als  die 
höchsten  respective  tiefsten  Punkte  der  Schnittcurve  be- 
zeichnen. Sie  werden  offenbar  mittelst  des  Symmetriemeridians 
M«  direct  construiert;  ebenso  die  Punkte  in  den  Umrissen 
mittelst  der  Umrissparallelkreise  und  des  Meridians  1^  resp. 
Vom  ebenen  Schnitt  der  Schraubungsfläche  handeln  wir 
im  ersten  Beispiel. 
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1)  Man  constroiere  den  ebenen  Querschnitt  E  oder  s^,  $2  einer 
Schraubangsfläche,  von  welcher  die  Axe  normal  zur  horizontalen 
Projectionsebene ,  ein  Normalschnitt  Nq  durch  beide  erste  Projec- 
tionen  und  die  6angl\^he  h  nebst  dem  Drehungssinn  gegeben  sind. 

Die  Schnittlinie  von  E  mit  Nq  giebt  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Normalschnittcurve  N  Punkte  des  Schnittes  und  durch  die 
Schnittlinien  von  E  mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der 
Fläche  werden  die  entsprechenden  Tangenten  der  Schnittcurve  er- 
halten. Denken  wir  nun  Normalschnittebenen  Nj;  N_|  in  Ab- 
ständen von  ^  der  Ganghöhe  h  von  Ng  und  wiederum  Nj ,  N_2 
von  diesen,  etc.,  so  werden  ihre  Schnittlinien  mit  E  in  den  zuge- 
hörigen Normalschnittcurven  weitere  Punktegruppen  des  Schnittes 
in  geordneter  Folge  liefern;  und  wir  werden  sie  alle  mittelst  der 
Horizontalprojection  des  gegebenen  Normalschnittes  "Nq  erhalten, 
wenn  wir  jene  Schnittlinien  durch  Schraubung  in  den  Normalschnitt 
"Nfi  zurückgeführt  denken,  wozu  für  den  Normalschnitt  JXjt  des  be- 
schriebenen Systems  die  Drehung  der  Horizontalprojection  um  a 
im  Betrag  von  k  .  360®  :  12  oder  k  .  30®  erforderlich  ist,  im  ne- 
gativen oder  positiven  Sinne,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ 
ist.  Die  so  entstehenden  Schnitte  mit  TSf^  werden  durch  die  ent- 
gegengesetzte Drehung  um  k  .  30®  in  die  Horizontalprojection  der 
wirklichen  Schnittlinie  Njb,  E  gebracht  und  aus  diesen  ihren  Ho- 
rizontalprojectionen  ihre  Yerticalprojectionen  bestimmt. 

2)  Man  erläutere,  wie  in  ähnlicher  Weise  die  Querschnitts- 
construction  aus  dem  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  M««  zu  vollziehen  ist;  auch  mag  man  die  Besonderheiten 
der  Construction  für  eine  horizontal-projicierende  Ebene  klar  stellen, 
die  die  Axe  nicht  enthält. 

3)  Wenn  dem  grössten  respective  kleinsten  Parallelkreise  der 
Botationsfläche  speciell  ein  Parallelkreis  -  Berührungscjlinder  ent- 
spricht, so  sind  die  ersten  Projectionen  der  Punkte  ff  der  Schnitt- 
curve in  jenen  Parallelkreisen  speciell  Berührungspunkte  ihrer  ersten 
Projection  mit  dem  ümrlss  der  Fläche  in  dieser. 

4)  Man  erläutere  die  Symmetrie-Eigenschaften  derjenigen  ebenen 
Schnitte  einer  Botationsfläche,  welche  durch  eine  erste  respective 
eine  zweite  projicierende  Ebene  gebildet  werden. 

5)  Wie  gestalten  sich  die  Symmetrie- Verhältnisse  der  Durch- 
schnittscurve  einer  Ebene  mit  einer  Botationsfläche  in  Parallelpro- 
jection  bei  schräger  Lage  ihrer  Axe  gegen  dih  Projectionsebenen? 

6)  Die  Centralprojection  der  Schnittcurve  einer  Botationsfläche 
von  allgemeiner  Lage  der  Axe  mit  einer  Ebene  E  zeigt  die  Eigen- 
schaften der  involutorischen  Symmetrie,  d.  i.  ihre  beiden  Theile  ent- 
sprechen einander  in  einer  involutorischen  Collineation.  Die  Axe  s' 
derselben  ist  die  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der 
zu  ihr  normalen  Ebene  durch  die  Axe  a  und  das  entsprechende 
Centmm  ist  der  Fluchtpunkt  der  Normalen  zu  dieser  Ebene ;  also 
ein  Punkt,  der  zugleich  in  der  Fluchtlinie  der  Schnittebene  liegt. 
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7)  Ist  es  angemessen,  von  diesen  Methoden  für  die  Constmction 
der  ebenen  Schnitte  von  Botationskegehi  nnd  Botationscylindem 
Gebraach  za  machen? 

8)  Die  ersten  Projectionen  aller  ebenen  ßehnitte  des  einfachen 
Botationshyperboloides  berfthren  den  ümriss  desselben  in  der  ersten 
Projection  in  zwei  Pankten  einer  reellen  Geraden. 

9)  Der  ebene  Schnitt  der  Rotationsfläche  des  Toms  ist  eine 
Carre  rierter  Ordnang,  welche  in  den  anendlich  fernen  nicht  reellen 
Kreispankten  ihrer  Ebene  zwei  Doppelpunkte  hat.  Wenn  eine  Ebene 
die  Fliehe  in  zwei  Punkten  berührt,  so  hat  die  Schnittcnrre  der- 
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selben  mit  der  Fläche  vier  Doppelpunkte  nnd  zerftUt  in  zwei  K^el- 
schnitte,  welche  Kreise  sein  müssen.  Welches  sind  ihre  Durchmesser? 

10)  Man  construiere  den  Schnitt  des  einfachen  Rotationsfayper- 
boloides  von  der  Axe  a  parallel  OZ  und  der  geraden  Erzeugenden 
e  —  parallel  zu  XOZ  —  mit  der  Ebene  E. 

Wie  construiert  man  die  in  der  Symmetrieaze  n  der  Curve 
fallenden  Scheitel  derselben,  falls  sie  eine  Ellipse  ist  und  wie  sodann 
die  beiden  andern  Scheitel? 

11)  Wie  erkennt  man  aus  der  Lage  der  Erzeugenden  e  und 
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der  Schnittebene  E  die  Art  des  Schnittes  auf  dem  Botationshyper- 
boloid?    (Vergl.  §  37.) 

12)  Man  construiere  im  Falle  des  hyperbolischen  Schnittes 
direct  die  Asymptoten  und  die  Scheitel  der  Schnittcurve. 

Man  kann  offenbar  für  jeden  Parallelkreis  Pi  der  Fläche,  als 
einem  bestimmten  Punkte  von  e  entsprechend,  die  Construction  des 
Textes  anwenden :  man  kann  aber  auch  ebenso  für  jeden  beliebigen 
Meridian  M,-  der  Fläche  die  Punkte  des  Schnittes  Ci ,  Di  bestimmen, 
indem  man  bemerkt,  dass  dieselben  in  der  Geraden  $i  liegen  müssen, 
welche  diese  Meridianebene  mit  der  Schnittebene  E  gemein  hat,  und 
dass  man  ferner  die  Schnittpunkte  von  Si  mit  dem  durch  die  Drehung 
von  e  erzeugten  Hyperboloid  auf  denselben  Parallelkreisen  finden 
muss,  auf  welchen  die  Schnittpunkte  von  e  mit  dem  durch  die 
Drehung  von  Si  erzeugten  Kegel  gelegen  sind.  Man  bestimmt  also 
(Fig.  112)  nach  §  3  die  letzteren  und  in  Si  selbst  dann  auf  den 
besagten  Parallelkreisen  die  ersteren,  Ci  und  Di,  Die  zugehörigen 
Tangenten  der  Schnittcurve  bestimmt  man  mittelst  der  Bemerkung, 
dass  die  erste  Spur  der  entsprechenden  Tangentialebene  der  Rota- 
tionsfläche vom  ersten  Durchstossp unkte  der  durch  Ci  respective  A' 
gehenden  Erzeugenden  der  Schaar  e  normal  zu  a  Ciy  respective  c^Di 
sein  mu38.  Nach  den  Symmetrie- Eigenschaften  giebt  die  Benutzung 
eines  einzigen  Meridians  zwei  Paare  von  Punkten  und  durch  Con- 
struction ihrer  Tangenten  ist  die  Schnittcurve  als  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt. 

68.  Der  Berührungskegel  einer  Rotationsfläche 
ans  einem  gegebenen  Punkte  L  wird  mit  Hilfe  der 
Parallelkreisberührungskegel  oder  der  Meridianberührungscy- 
linder  der  Fläche  constraiert;  da  jeder  der  ersteren  im  All- 
gemeinen zwei  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt 
des  Meridians  abhängige  Zahl  von  Tangentialebenen  durch 
einen  Punkt  besitzt^  die  zu  dem  fraglichen  Kegel  gehören  und 
deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  auf  dem  zugehörigen 
Parallel  oder  Meridian  die  zugehörigen  Erzeugenden  des  Be- 
rührungskegels bestimmen. 

Dem  Parallelkreise  P,-  entspreche  der  Berührungskegel  Pi* 
von  der  Spitze  Si  und  derselbe  schneide  die  durch  L  gehende 
ZM  XOY  parallele  Ebene  in  dem  Kreise  Kiy  so  bestimmen  die 
von  L  an  den  letzteren  gehenden  Tangenten  durch  ihre  Be- 
rührungspunkte die  beiden  Erzeugenden  des  Kegels  P.*^  längs 
welcher  derselbe  von  Ebenen  aus  L  berührt  wird,  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Parallelkreise  P,-  sind  zwei  Punkte  Ai,  Bi 
der  Berührungscurve  des  von  L  ausgehenden  umgeschriebenen 
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£egels  mit  der  Fläche.  Man  erkennt,  dass  der  über  dem 
Durchmesser  d  V  beschriebene  Kreis  K  in  der  ersten  Projection 
für  alle  Parallelkreisberührungskegel  als  Hilfskreis  dient,  weil 
er  der  Ort  der  Berührungspunkte   aller  der  Tangentenpaare 

Fig.  118. 
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ist,  die  von  L  an  die  Kreise  Kl  gehen,  in  denen  diese  Kegel 
die  z\x  XOY  parallele  Ebene  durch  L  schneiden. 

Andererseits  entspricht  dem  Meridian  M,-  ein  Berührungs- 
cy linder  M,-^,  der  durch  die  Zurückführung  mit  seinem  Meridian 
nach  M^t  mit  dem  Berührungscylinder   längs  der  Curve  des 
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zweiten  Umrisäes  zusammeufällt,  und  an  welchen  daher  die 
Tangentialebenen  aus  L  gelegt  werden,  indem  man  den  Fuss- 
punkt  der  von  Z  auf  M,-  gefällten  Normale  auch  in  jene  Ebene 
HLgg  überfuhrt  und  von  da  die  Tangentialebenen  jenes  Umriss- 
cylinders  bestimmt;  die  Zurückführung  der  Berührungspunkte 
im  Umrissmeridian  giebt  die  Punkte  Ci,  Di,. . .  der  Berührungs- 
curve  des  Kegels  aus  Z  auf  dem  Meridian  M,-;  dabei  erscheint 
derselbe  Kreis  K  in  der  ersten  Projection  als  Hilfskreis  als 
der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  von  Z'  auf  die  ersten 
Projectionen  M/  der  fraglichen  Meridiane. 

Nach  der  Methode  der  Paralielkreisberührungskegel  ist 
evident,  dass  die  Berührungscurve  und  mit  ihr  der 
Berührungskegel  orthogonal  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Ebene  La,  die  Meridianebene  nach 
dem  gegebenen  Scheitel;  die  Punkte  jener  Geraden  Ai, 
Bi  liegen  in  Paaren  auf  Normalen  zu  dieser  Ebene  und  die 
zugehörigen  Tangeuten  treffen  je  in  einem  Punkte  derselben 
zusammen. 

Die  zur  Meridianebene  La  normalen  Sehnen  der  Berühr- 
ungspunkte Ai,  Bi  in  irgend  einem  Parallelkreise  F^  können 
auch  durch  ihre  Durchstossp unkte  im  Meridian  IK^  bestimmt 
werden,  die  man  offenbar  wie  folgt  erhält.  Man  verbindet  die 
Punkte  des  betrachteten  Farallelkreises  P/'  im  Umrissmeridian 
Mx/'  niit  Z"  und  schneidet  mit  diesen  Geraden  a";  die  Geraden 
von  diesen  Punkten  nach  den  Schnittpunkten  der  Horizontalen 
durch  Z"  mit  den  Umrisslinien  des  zu  P,-  gehörigen  Parallel- 
kreisberührungskegels  schneiden  sich  auf  P,"  in  der  Vertical- 
projection  des  bezeichneten  Durchstosspunktes. 

Mit  Hilfe  der  Parallelkreis-Berühruugscylinder  bestimmt 
man  die  Punkte  H  der  Berührungscurve,  welche  im  ersten  Umriss 
der  Fläche  liegen;  mit  Hilfe  der  Meridianberührungscylinder 
dagegen  die  Punkte  V  im  zweiten  Umriss  der  Fläche,  eben 
durch  den  zugehörigen  Umrisscy linder,  und  die  Punkte  ü  im 
Meridian  La  als  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Curve, 
d.  i.  als  Punkte,  deren  Tangente  normal  Za  oder  parallel  zur 
Ebene  JrOF  ist.  In  Fig.  113  ist  die  Durchführung  für  den 
To  r  US  vom  Umrissmeridian  M««  für  den  Leuchtpunkt  Z  gegeben. 

Mittelst  des  Kreises  über  La  als  Durchmesser  sind  die 
Punkte  Ä, ,    H.J,   7/^,   H^   im  ersten    Umriss   und    niitteist   des 
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Punktes  Z"  und  des  zweiten  Umrisses  die  Punkte  F,,  Fj,  Fj,  F^  t 

im  zweiten  Umriss  bestimmt  worden,  dazu  die  symmetrisch 
entsprechenden  F,*,  .  .  . ;  mittelst  (Z)  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  Uyf  ^2»  ^3>  ^4*  Ferner  hat  man  für  die  zur  Mittel- 
ebene M^M.^  symmetrischen  Parallelkreisebenen  F,  P*  die 
Punkte  1 ,  2,  3,  4,  1*,  2*,  3*,  4*  mittelst  der  entsprechenden 
Berührungskegel,  und  fQr  die  zur  Ebene  La  symmetrischen 
Meridiane  M,  Iff*  die  Punkte  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  mittelst 
M  und  {M)  bestimmt. 

Die  Tangente  der  Berührungscurve  in  einem  Punkte 
P  derselben  ist  die  zur  Mantellinie  LP  des  Berührungskegels  har- 
monisch conjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  die  beiden  Haupt- 
taugenten der  Fläche  in  P*^  und  da  diese  mit  den  Erzeugenden 
des  zugehörigen  osculierenden  Hyperboloides  zusammenfallen, 
so  lassen  sie  sich  nach  dem  Früheren  leicht  bestimmen.  Wir 
denken  die  längs  des  Parallelkreises  von  P  ringsum  osculierende 
Rotationsfläche  zweiten  Grades,  deren  Mittelpunkt  C  wir  am 
Schlüsse  des  §  65  bestimmten;  von  der  Involution  ihrer  con- 
jugierten  Tangenten  in  P^  für  welche  die  zugehörige  Meridian- 
und  Parallelkreis-Tangente  ein  Paar  bilden,  construieren  wir 
den  Grundriss  eines  zweiten  Paares  und  erhalten  damit  als 
entsprechenden  Strahl  zur  Mantellinie  LP  ia  dieser  Involution 
den  Grundriss  der  gesuchten  Tangente,  daraus  aber  mittelst 
der  Tangentialebene,  in  der  sie  liegt,  ihren  Aufriss.  Wenn 
die  osculierende  Fläche  zweiten  Grades  ein  einfaches  Botations- 
hyperboloid  ist,  oder  wenn  die  Haupttangenten  der  gegebenen 
Fläche  in  P  reell  sind,  so  erhält  man  diese  als  Mantellinien 
jenes  Hyperboloides  durch  Pi  und  man  construiert  sie  für  den 
Punkt  des  Parallelkreises  von  P,  der  im  ümrissmeridian  liegt, 
aus  ihrem  Aufriss  in  der  Tangente  des  letzteren  mittelst  der 
Bemerkung,  dass  ihre  Durchstosspunkte  mit  der  Eehlkreisebene 
des  Hyperboloides,  die  wir  dort  bestimmten,  auf  dem  über  der 
Strecke  P^a'  als  Durchmesser  beschriebenen  Elreise  liegen 
müssen. 

Für  L  als  eine  Richtung  oder  die  Gonstruction  der  Be- 
rührungscylinder  von  Rotationsflächen  kann  man  dieselben 
auch  als  Enveloppen  der  nach  Parallelkreisen  berührenden  ver- 
änderlichen Kugeln  (§  65,6,  vergl.  §  69)  betrachten  und  die  Be- 
merkung benutzen,  dass  für  dieselbe  Richtung  L  die  Projectionen 
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der  Berührimgsk reise  aller  Kugeln  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen  sind.  Sind  diese  Ellipsen  für  irgend  eine  Kugel 
Kn  dargestellt,  und  ist  P  ein  Parallelkreis,  der  den  ümriss- 
meridian  M«,  im  Punkte  A  triflft,  dessen  Normale  durch  ihren 
Schnittpunkt  ^  mit  d'  den  Mittelpunkt  der  zugehörigen  Be- 
rQhrungskngel  liefert^  so  liefert  der  zu  AM  parallele  Radius 
der  Normalkugel  Kn  durch  den  Punkt  in  ihrem  verticaleii 
Umriss  den  horizontalen  Querschnitt  dieser  Kugel,  der  in  ihrer 
BerührungsGurve  für  die  Richtung  L  die  Entsprechenden  zu 
den  Punkten  der  Berührungscurve  im  Parallel  F  auf  der  Ro- 
tationsflache enthält;  man  erhält  die  letzteren  auf  den  Radien 
aus  M^  welche  zu  den  Radien  von  jenen  in  der  Normalkugel 
parallel  sind. 

Den  Berührungskegel  der  Schraubungsfläche  und  seine 
Berührungscurve  mit  derselben  construieren  wir  im  Allgemeinen 
mit  Hilfe  der  ihr  umgeschriebenen  developpabeln  Schrauben- 
flachen,  die  zu  den  Schraubenlinien  8  gehören.  Wir  denken 
ein  System  der  8,  von  der  Kehlschraubenlinie  8o  mit  dem 
kleinsten  bis  zu  der  vom  grössten  Radius  (§  62)  bestimmt, 
8,,  Sj,  .  .  .  Sm,  ausgehend  von  geeignet  vertheilten  Punkten 
des  Normalschnittes  oder  des  Meridians;  wir  definieren  con- 
structiv  die  zugehörigen  umgeschriebenen  Developpabeln  D^, 
D,,  .  .  .  D,„  und  construieren  nach  §  14  die  von  L  aus  an 
sie  gehenden  Tangentialebenen,  so  dass  die  Berührungsmantel- 
linien derselben  in  ihren  Schnitten  mit  den  zugehörigen  Schrau- 
benlinien Sq,  Sj^  .  .  .  uns  Punktegmppen  der  gesuchten  Be- 
rührungscurve liefern^  während  die  Verbindungslinien  der  letz- 
teren mit  L  die  Mantellinien  des  Berührungskegels  geben. 

1)  Man  bestimme  diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotations- 
fläche,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geben  und  unter  vor* 
geschriebenem  Winkel  zur  Axe  derselben  geneigt  sind ;  speciell  die 
einer   gegebenen  Geraden   parallelen  Tangentialebenen   dieser  Art. 

2)  Mit  Hilfe  der  Kugel  bestimme  man  die  Stellungen  der- 
jenigen Ebenen,  welche  mit  den  Projectionsebenen  XOY  und  XOZ 
vorgeschriebene  Winkel  machen  —  indem  man  nach  einander  den 
zu  OZ  und  den  vi  OY  parallelen  Durchmesser  als  ihre  Axe  be- 
trachtet.   (Vergl.  die  andere  Methode,  welche  I,  §  53,  19  enthält.) 

3)  Diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  zu  er- 
mitteln, welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten  und  zu  einer  ge- 
gebenen, zur  Axe  normalen  Geraden  parallel  sind. 
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4)  Man  bestimme  den  Bertthrongäkegel  des  durch  die  Axe  a 
parallel  z  und  die  erzeugende  Gerade  e  parallel  xz  gegebenen 
einfachen  Rotationshyperboloides  aus  dem  Punkte  L  ohne  Benutzung 
des  Meridians  —  mittelst  der  Bemerkung,  dass  jede  durch  e  gehende 
Ebene  einen  Parallelkreisberührungskegel  bestimmt,  von  dessen  Tan- 
gentialebenen zwei  durch  den  Punkt  P  gehen.  Wie  wendet  man 
denMeridianberührungscylinder  an?  Wie  kann  derselbe  Grundgedanke 
auf  die  offene  SchraubenregelflSche  übertragen  werden? 

5)  Welches  sind  die  SjmmetrieTerhältnisse  der  centralprojec- 
tivischen  Darstellung  des  Berührungskegels  einer  Rotationsfläche  mit 
schräger  Axe  und  der  Berührnngscurve  zwischen  beiden?  (Vergl. 
§  67,  6.)  Die  constructive  Bedeutung  der  Normalebene  durch  L 
zu  a  mit  ihrem  Fusspunkt  j4  in  dieser  Axe  und  des  Kreises  in  ihr 
über  dem  Durchmesser  LA  bleibt  bestehen,  muss  aber  durch  eine 
Umlegung  vermittelt  werden. 

Tafel  XIV  zeigt  eine  Ausführung  davon  für  das  Rotations- 
paraboloid.  Für  die  Axe  SaQa  ist  ^p'  die  Fluchtlinie  der  Pa- 
rallelkreisebenen, und  die  zu  ihr  Parallelen  durch  Sa  und  Qa  sind 
Spur  und  Fluchtlinie  der  Meridianebene  M,  für  welche  die  Axe 
die  Falllinie  zur  Tafel  ist;  in  @m  Hegt  das  Gentrum  der  Colli- 
neation  für  diesen  Meridian^  in  (Sp  das  der  Parallelkreisebenen. 
Die  ümlegung  des  Meridians  in  M  ist  die  Parabel  (M)  und  die 
Ellipse  M'  ist  sein  Bil(J;  der  Ordinate  (M)  (A)  entspricht  das  Bild 
A'  M'A^'f  und  mittelst  der  Schnitte  des  Kreises  um  If  durch  6p 
mit  Qp  erhält  man  daraus  die  Punkte  ^,  B*"  des  zugehörigen 
Parallelkreisbildes  F';  ihre  Tangenten  sind  zu  ^p'  parallel,  während 
die  von  A'  und  A*'  in  ff  convergieren.  Die  Punkte  B\  B*'  liefern 
das  Bild  des  zu  M  normalen  Meridians.  Die  Spitze  des  zugehörigen 
Parallelkreisberührungskegels  ist  in  (5)  in  der  Umlegung  des  Me- 
ridians M  und  hat  ihr  Bild  in  S\  und  für  den  Berührungskegel 
aus  dem  Punkte  L  in  der  Geraden  SQa  gilt  es,  die  Berührungs- 
ebenen aus  L  an  diesen  Kegel  und  ihre  Berührungspunkte  F, ,  F^ 
in  F'  zu  ermitteln;  dasselbe  ist  noch  für  einen  zweiten  Parallel- 
kreis F'  ausgeführt;  und  es  sind  auch  die  Punkte  M^  und  M^  der 
Ber^hrungscurve  L'  im  Meridian  TS!  ermittelt,  durch  Tangenten  an 
ihn  aus  dem  Fusspunkte  Zm'  der  Normale  aus  Z  zu  seiner  Ebene. 
Die  Berührungspunkte  V  sind  direct  construiert  und  mittelst  der 
directen  Bestimmung  ihrer  Verbind ungssehne  F,  V^  geprüft,  die 
zum  Fluchtpunkt  den  Normalenfluchtpunkt  Ot   der  Ebene  La  hat. 

Man  hat  durch  L  die  Normalebene  zur  Axe  a  gelegt  und  mit 
ihr  Z  sowie  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe  a  umgelegt  in  (Z) 
und  (iV);  über  {N)  (Z)  als  Durchmesser  ist  der  Hilfskreis  (JtT) 
beschrieben ;  der  Querschnitt  des  Berührungskegels  S^  F  mit  dieser 
Ebene  ist  ein  um  (^)  beschriebener  Kreis,  den  man  durch  seine 
Durch messerendpunkte  in  (a)  bestimmt  hat  und  der  (Ä")  in  {T^)f 
(7^)  schneidet,  auf  Radien,  deren  Bilder  die  Fluchtpunkte  0^',  Q^ 
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in  q^'  (letzteres  nicht  mehr  auf  dem  Blatte)  haben  und  die  zu 
den  Punkten  P/,  V^  ftlhren.  Die  directe  Bestimmung  der  Sehne 
Fj  Fj  wird  aus  der  Sehne  (Jj)  (Tj)  mittelst  ihres  Schnittpunktes 
l]  mit  dem  zur  Tafel  parallelen  Durchmesser,  also  aus  S^  und  ihrem 
gemeinsamen  Fluchtpunkte  Qi  erhalten. 

6)  Welche  Vereinfachungen  entspringen  aus  dem  Charakter  als 
Rotationsfläche  für  die  Construction  des  Berührungskegels  von  ge- 
gebenem Scheitel  an  ein  Botationsellipsoid ,  oder  ein  zweifaches 
Botationshyperboloid  ? 

Fig.  114. 


7)  Die  Construction  des  Bertthrungscjl Inders  parallel  der  Qe- 
raden  /  in  Fig.  114  ist  zu  erklären.  Warum  zeigt  die  Berührungs- 
curve  keine  höchsten  und  tiefsten  Punkte? 

8)  Man  verzeichne  den  Berührungscylinder  a)  einer  Vasenform, 
b)  eines  Torus,  d.  h.  der  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  gelegene  und  ihn  nicht  schneidende  Axe  entstehenden 
Fläche,  bei  gegebener  Richtung  der  Erzeugenden. 

9)  Man  erörtere  die  Uebertragung  der  speciellen  Eigenschaften 
des  Beruh rungscylinders  und  seiner  BerÜhrungscurve  am  Rotations- 
ellipsoid auf  die  centrisch  -  collineare  Transformation  des   Systems. 

10)  Man  interpretiere  die  vorhergehenden  Constructionen  als  Be- 
stimmungen der  Schattengrenzen  an  Rotationsflächen  ftir  Licht  aus 
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einer  endlich  oder  unendlich  entfernten  punktförmigen  Quelle  and 
fQge  die  Schlagschatten  auf  die  Projeotionsebenen  hinzu. 

Die  Conatruction  der  Tangentialebene  der  Botati onsfläche  in 
einem  ihrer  Punkte  giebt  für  den  Schlagschatten  auf  die  horizontale 
Projectionsebene  den  Satz,  dass  seine  Normale  in  einem  Punkte, 
der  der  Schlagschatten  des  Punktes  P  auf  der  Selbstschattengrenze 
der  Fläche  ist,  zu  dem  Perpendikel  von  P  auf  die  Axe  a  pa- 
rallel geht. 

11)  Die  CurvC;  in  welcher  der  Berührungskegel  einer  Fläche 
dieselbe  berührt,  ist  eine  Raumcurve  und  die  Spur  des  Kegels  in 
einer  beliebigen  Ebene  ist  als  das  Bild  der  Baumcurve  aus  seinem 
Scheitel  anzusehen. 

Da  die  besagte  Baumcurve  im  Allgemeinen  keine  stationären 
Punkte  besitzt,  so  hat  jene  Spur  Doppelpunkte  nur  in  den  Punkten, 
welche  einer  die  Fläche  zweifach  berührenden  Erzeugenden  des  Kegels 
angehören,  und  sie  kann  Bückkehrpunkte  nur  in  denjenigen  Er- 
zeugenden haben,  welche  zugleich  Tangenten  der  Baumcurve  sind. 
Weil  aber  die  Tangente  der  Berührungscurve  und  die  nach  ihrem 
Berührungspunkte  gehende  Erzeugende  des  Tangentenkegels  conju- 
gierte  Tangenten  der  Fläche  sind,  so  können  sie  nur  in  einer  der 
Haupttangenten  der  Fläche  zusammenfallen,  d.  h.  Bückkehrpunkte 
der  Spur  des  Beruh rungskegels  entspringen  aus  denjenigen  Punkten 
der  Fläche,  für  welche  eine  Haupttangente  durch  den  Scheitel  des 
Kegels  geht.  (§  22.)  Diese  Erzeugenden  sind  die  dem  Scheitel  ent- 
sprechenden Erzeugenden  desjenigen  coaxialen  Botationshjperboloids, 
welches  die  Botationsfläche  in  allen  Punkten  eines  Parallelkreises 
osculiert,  (§  66.) 

12)  Der  ebene  Querschnitt  des  Berührungskegels  einer  Bota- 
tionsfläche von  der  Axe  a  aus  dem  Punkte  L  ist  eine  mit  sich 
selbst  involutorische  Curve  für  die  Schnittlinie  ihrer  Ebene  mit 
der  Ebene  La  als  Axe  s  und  den  Schnittpunkt  mit  der  Normalen 
in  L  zvi  La  als  Centrum  6.  In  jeder  elementaren  Projection  der- 
selben bleibt  diese  Belation  bestehen. 

Für  den  Schnitt  mit  einer  zur  Ebene  La  normalen  Ebene  ist 
das  Centrum  6  unendlich  fem  und  die  Involution  wird  zur  A  f- 
finität;  dieselbe  erscheint  jedoch  nur  in  den  Projectionen  mit  un- 
endlich fernem  Centrum  als  solche;  ebenso  für  den  Schnitt  mit 
einer  zu  La  parallelen  Ebene,  wo  centrische  Symmetrie  statt- 
findet. 

13)  Man  mache  die  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Berühr- 
unga-Kegel  oder  Cylinder  der  Fläche  des  Torus  in  8).    Fig.  113. 

14)  Der  Berührungscylinder  von  gegebener  Bichtung  für  eine 
Rotationsfläche  zweiten  Grades  steht  zu  den  gleichgerichteten  Be- 
rührungscylindem  aller  der  Botationsflächen  von  derselben  Axe,  deren 
Meridiane  durch  Parallelverschiebung  des  Meridians  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  seiner  Ebene  erhalten  werden  können,  in  einer  sehr 
einfachen  für  die  Construction   der  Berührungscurve   der  letzteren 
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benutzbaren  Beziehung.  Da  die  Berübrungscurve  der  Rotationsfläche 
zweiten  Grades  und  mit  ihr  der  BerühmngsGjlinder  bei  einer  Pa- 
rallel Verschiebung  derselben  und  unveränderter  Richtung  des  Cylin- 
ders  auch  nur  durch  Parallel  Verschiebung  geändert  wird,  so  sind  der 
Meridianberührungscylinder  längs  eines  Halbmeridians  für  die  Fläche 
zweiten  Grades  und  die  Transformierte  congruent  und  die  Punkte 
der  Bertthrungscurve  für  die  letztere  liegen  also  auf  denselben  Paral- 
lelkreisen und  in  den  nämlichen  Radien  derselben,  wie  die  der  Be- 
rübrungscurve für  die  erstere,  und  um  die  VerschiebungsgrÖsse  von 
ihnen  entfernt.  Die  Berühr ungscurven  solcher  Rotationsflächen  mit 
umgeschriebenen  Cylindern  entstehen  also  aus  Curven  zweiten  Grades, 
indem  man  die  zur  Axe  der  Rotationsfläche  normalen  Radien  der- 
selben um  die  nämliche  Grösse,  nämlich  den  Abstand  des  Mittel- 
punktes des  Meridiankegelschnittes  von  der  Axe,  vergrössert.  Fig.  113. 

Diese  Methode  bleibt  anwendbar,  wenn  die  erste  Fläche  nicht 
vom  zweiten  Grade  ist. 

Man  wende  dies  auf  die  Fläche  des  Torus  an,  wo  man  im 
Gmndriss  eine  Conchoide  der  Ellipse  erhält,  und  erläutere. ins- 
besondere die  Benutzung  der  Methode  für  die  Construction  der  Spur 
des  Berührungscjlinders  in  einer  Ebene. 

15)  Der  Berührungskegel  des  Ringes  mit  kreisförmigem  Me- 
ridian  kann  mittelst  der  durch  diesen  Kreis  als  Hauptkreis  gelegten 
die  Fläche  in  allen  seinen  Punkten  berührenden  Kugel  construiert 
werden:  Die  Polarebene  des  Kegelscheitels  L  in  Bezug  auf  diese 
Kugel  schneidet  den  Meridian-  und  Haupt-Kreis  in  zwei  Punkten, 
welche  der  Berübrungscurve  auf  der  Fläche  angehören.  Für  den 
Berührungscylinder  wird  die  Polarebene  zu  der  zur  Richtung  der 
Mantellinien  /  normalen  Diametralebene  der  Kugel. 

16)  Für  die  Berührungskegel  und  Cjlinder  der  Schraubungs- 
flächen  wird  man  die  nach  den  Schraubenlinien  S«  umgeschriebenen 
developpabeln  Schraubenflächen  D,-  benutzen,  von  denen  jede  ein 
System  von  Berührungsebenen  aus  L  resp.  durch  die  Richtung  von 
/  und  damit  ebenso  viele  Punkte  der  Berübrungscurve  auf  der  zu- 
gehörigen Schraubenlinie  und  Erzeugende  des  Berührungskegels 
resp.  Cylinders  liefert. 

69.  Einen  für  die  Darstellung  wichtigen  Specialfall  bildet 
die  Bestimmung  der  projicierenden  Berührungs-Cy- 
linder  und  -Kegel  der  ßotationsfrächen  bei  allge- 
meiner Lage  ihrer  Axen;  denn  die  iSpuren  derselben  in 
den  respectiven  Bildebenen  sind  die  Umrisse  ihrer  Bilder. 
In  dem  speciellen  Fall  orthogonaler  Parallelprojection 
mit  einer  zur  Rotationsaxe  parallelen  Axe  OZ  erhält  man  die 
Spuren  gewisser  Parallelkreis-  und  Meridiau-Berührungscylinder 
direct  als  Umrisse  (§  64);   im  allgemeinen  Fall  schräger  Lage 
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der  Äxe  a  in  ortbogoualer  Parallelprojectiou  und  für  Gentral- 
projection  dienen  die  Parallelkreisberührangskegel  und  Meri- 
dianberührungscylinder  der  Fläche  zur  Ermittelung  ihrer  Um- 
risse nach  §  68,  indem  im  Allgemeinen  jeder  der  ersteren  zwei 
Punkte  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt  des  Me- 
ridians abhängige  Zahl  von  Punkten  für  jeden  Umriss  liefert 
Die  projicierende  Linie,  welche  durch  die  Spitze  des  Kegels 
respective  Cylinders  geht,  trifft  die  Ebene  seiner  Basis  d.  h. 
des  entsprechenden  Parallelkreises  oder  Meridians  in  einem 
Punkte,  durch  welchen  an  diese  Tangenten  gehen,  die  sie  in 
den  entsprechenden  Punkten  des  Umrisses  berühren. 

Der  Umriss  einer  Rotationsfläche  in  Centralprojec- 
tion  für  schrägliegende,  also  durch  Flucht-  und  Durchstoss- 
punkt  Q'  S  bestimmte  Axe  a  wird  durch  diese  Mittel  wie  folgt 
bestimmt.  (Vergl.  Fig.  31,  p.  57.)  Denken  wir  in  jedem  Paral- 
lelkreise den  zur  Bildebene  parallelen  Durchmesser,  so  bilden 
alle  diese  einen  Meridian  der  Fläche,  welcher  der  gemeinsamen 
Fluchtlinie  q'  aller  Parallelkreise  d.  h.  der  Fluchtlinie  der 
Normalebenen  von  a,  parallel  ist;  sei  dieser  Meridian  darge- 
stellt, so  ergiebt  sich  für  jeden  Punkt  desselben  das  Bild  des 
zugehörigen  Parallelkreisdurchmessers  und  das  der  Spitze  des 
entsprechenden  Parallelkreisberührungskegels.  Bestimmen  wir 
also  den  Schnittpunkt  der  projicierenden  Linie  der  letzteren 
mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und  seine  Umlegung  in  die 
den  bezeichneten  Durchmesser  enthaltende  Parallelebene  zur 
Bildebene  —  immer  mittelst  des  festen  Gollineationscentrums 
der  Parallelkreisebenen  —  so  liefern  die  von  da  an  die  Um- 
legung des  Parallelkreises  gehenden  Tangenten  in  ihren  Be- 
rührungspunkten durch  deren  Zurückführuug  in  die  Ebene  die 
betreffenden  Punkte  des  Umrisses  und  ihre  Tangenten.  Man 
kann  auch  entsprechend  der  Ausführung  in  §  68  die  Schnitte 
aller  dieser  Parallelkreisberührungskegel  mit  der  durch  das 
Centrum  gehenden  Normalebene  der  Axe  benutzen. 

Die  Umrisslinie  ist  für  die  projicierende  Ebene  der  Axe 
rechtwinklig  symmetrisch  und  erscheint  daher  in  involuto- 
rischer  Collineation  mit  sich  selbst  für  den  Normalenflucht- 
punkt dieser  Ebene  als  Centrum  und  für  das  Bild  der  Axe 
als  Axe  der  Collineation. 

Für  die  Ausführung  in  Parallelprojectiou  und  beispiels- 


i 


umrisse  in  Central-  und  Parallelprojection.  69. 


489 


weise  für  den  ersten  Umriss  denken  wir  die  erste  projicie- 
rende  Ebene  der  Axe  a  als  neue  zweite  Projectionsebene  wie 
in  Fig.  30  (§  8),  oder  wir  machen  die  Axe  parallel  der  zweiten 
Projectionsebene  wie  in  Fig.  115  und  verzeichnen  den  in  ihr 
enthaltenen  Meridian  |M/'  oder  (M);  ist  dann  jP/'  oder  (P)  mit 
den  Endpunkten  ^B'\  ,6?"  oder  {S),  (C)  ein  Parallelkreis  mit 
A^  als  »Scheitel  des  entsprechenden  Parallelkreisberührungs- 
kegels;  so  ist  D  der  Durchschnittspunkt  der  ersten  projicieren- 

rig.  115. 


den  Linie  von  A  mit  der  Ebene  den  Parallelkreises,  und  bei 
Drehung  des  letzteren  um  BC D  m  die  neue  zweite  Projections- 
ebene erhält  man  in  {H),  (//)  mit(Ä')  als  Mitte  der  entsprechenden 
Sehne  die  Berührungspunkte  seiner  von  D  ausgehenden  Tan- 
genten, deren  erste  Projectionen  in  Ä  H\  Ä  H'  die  ersten  Um- 
risse des  Parallelkreisberührungskegels  bilden ,  während  die  H' 
selbst  dem  ersten  Umrisse  der  Rotationsfläche  angehören.  Be- 
zeichnet man  durch  ,JV"  oder  (^)  die  neue   zweite  Projection 
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Fig.  116. 


des  Scheitels  des  Normalenkegels,  so  dass  N'\  N'  seine  Origi- 
ualprojectionen  sind,  so  erhellt,  dass  N" K" H"  in  derselben 
Parallelen  zur  Axe  OX  liegen,  und  dass  N' H  =  ^N'\ß^'  und  auf 
^H'  respective  rechtwinklig  sein  müssen.   (Vergl.  §  65,  6.) 

Da  der  Umriss  nur  von  der  Gestalt  des  Meridians  und 
dem  Winkel  ßi  der  Axe  mit  der  entsprechenden  Projections- 
ebene  abhängt,  so  kann  man  ihn  ohne  Benutzung  der  andern 
Projection  z.  B.  wie  folgt  bestimmen:  Seien  für  den  horizon- 
talen Umriss  der  Grundriss  der  Axe  zwischen  Mq  und  M^y  den 
Mittelpunkten  der  beiden  äussersten  Parallelkreise,  und  die 
wahre  Gestalt  des  Meridians  gegeben,  so  lege  man  die  letztere 

so  an  den  Grundriss  an,  dass 
(^o)  auf  i/o' fällt  und  {JH^)  (M,) 
Hypotenuse  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks  von  der  Kathete 
Mq  Afg   wird,  dass  also 

ist.  Ist  nun  (P)  ein  Punkt  des 
Meridians  mit  der  Tangente 
und  Normale  desselben,  wel- 
che (a)  in  (Ä)  und  (N)  schnei- 
den, so  sind  A'  und  N'  die 
Grundrisse  der  Spitzen  des  zu- 
gehörigen Parallelkreis  -  Tan- 
genten- und  Normalen-Kegels,  und  wenn  man  mit  {N)  {P)  aus 
N'  einen  Kreis  beschreibt,  so  sind  die  Berührungspunkte  der 
Ton  /f  aus  an  ihn  gehenden  Tangenten  die  entsprechenden  Ifp' 
des  horizontalen  Umrisses  und  jene  Tangenten  zugleich  die 
seinigen.  (Vergl.  Fig.  30  p.  54,  wo  nur  A  und  N  durch  Af,  M* 
und  die  ffp   durch   A\  If  vertreten  sind.) 

1)  Man  verzeichne  den  ersten  und  zweiten  Umriss  einer  ge- 
flLssförmigen  Rotationsfläche  von  schräger  Axe  a. 

2)  Welche  Construction  ergiebt  die  Benutzung  der  Meridian- 
berührungscy linder  der  Rotationsfläche  zur  Bestimmung  der  Umrisse? 

3)  Welche  besonderen  Punkte  der  Umrisse  erhält  man  direct 
durch  die  Methode  der  Parallelkreisberührungskegel,  welche  erfor- 
dern die  der  Meridianberührungscy linder? 

4)  Man  verzeichne  den  centralprojecti vischen  Umriss  eines  Toms 
bei  schrägliegender  Axe  desselben. 

5)  Welche  Vereinfachungen   der   Construction   entspringen  a) 
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aus  dem  Parallelismus  der  Axo  zur  Bildebene^  b)  aus  ihrem  Nor- 
malsein zu  derselben? 

6)  lA&n  discutiere  die  Frage  *yom  Umnss  der  Kugel  in  Central- 
projection.  Zuerst  ist  der  ümriss  der  Kugel  wie  der  einer  beliebigen 
Botati onsfläche  zweiten  Grades  derjenige  Kegelschnitt,  der  den  Quer- 
schnitt der  Fläche  mit  der  Polarebene  des  Projectionscentrums  in 
ihr  projiciert.  Er  ist  aber  auch  zweitens  die  Enveloppe  der  Pro- 
jectionen  aller  Parallelkreise  wie  aller  Meridiane  der  Fläche  ^  und 
es  ist  natürlich,  ihn  als  die  Enveloppe  aller  Parallelkreisbilder  zu 
betrachten,  wenn  die  Axe  der  Fläche  normal  zur  Projectionsebene 
ist,  also  diese  Bilder  selbst  Kreise  sind.  Wir  erhalten  dann  den 
ümrisskegelschnitt  als  Enveloppe  seiner  doppelt  berührenden  Kreise 
aus  den  Punkten  derjenigen  Axe,  welche  das  Bild  der  Axe  der 
Fläche  ist  (vergl.  §  32);  für  die  Kugel,  die  Rotations-EUipsoide 
und  -Paraboloide ,  sowie  die  zweifachen  Botationshyperboloide  der 
Haupt-  oder  Brennpunktsaxe ,  für  die  einfachen  Botationshyperbo- 
loide  der  Nebenaxe  des  Umrisskegelschnittes,  weil  die  Scheitel  der 
Botationsaxe  oder  die  Parallelkreise  vom  Halbmesser  Null  die  Brenn- 
punkte des  Umrisses  liefern^  als  seine  doppeltberührenden  Kreise 
vom  Halbmesser  Null.  Für  die  Kugel  ist  dies  immer  anwendbar,  weil 
jeder  ihrer  Durchmesser  eine  Botationsaxe  ist;  die  Endpunkte  ihres 
zur  Tafel  normalen  Durchmessers  sind  die  Brennpunkte  ihres  Umrisses. 
Weil  dieselben  nur  zusammenfallen,  wenn  dieser  Durchmesser  eine 
projicierende  Linie  ist,  so  ist  nur  dann  der  Umriss  der  Kugel,  etc. 
ein  Kreis.  Man  bestimmt  den  Umriss  mittelst  des  Bildes  von  einem 
Parallelkreise,  indem  man  die  Spuren  der  projicierenden  Tangential- 
ebenen des  zugehörigen  Berührungskegels  hinzufdgt.  (Vergl.  8.) 

7)  Die  Umrisse  der  sämmtlichen  Botationsflächen  zweiten  Gra- 
des, welche  ihre  Scheitel  in  denselben  zwei  Punkten  einer  zur  Tafel 
normalen  Geraden  haben,  sind  die  Kegelschnitte  mit  den  Bildern 
jener  Punkte  als  Brennpunkten;  für  die  Botationsparaboloide  mit 
zur  Tafel  normaler  Axe  und  mit  festem  Scheitel  ist  der  eine  dieser 
Brennpunkte  der  Hauptpunkt. 

8)  Die  zugehörige  Constructionsfigur  (Fig.  117);  für  die  wir 
die  Tafel  als  Hauptparallelkreisebene  der  Fläche  zweiten  Grades 
nehmen  wollen,  verdient  eine  nähere  Betrachtung.  Man  denke  die 
zur  Tafel  normale  Ebene  vom  Projectionscentrum  C  nach  der  Axe 
a  mit  C  und  dem  zugehörigen  Meridian  der  Fläche  in  die  Tafel 
umgelegt  in  {C)  und  (M)  mit  der  Axe  (a)-^'  dann  ist  die  Polare 
von  {C)  in  (M)  die  Spur  der  zu  dieser  Ebene  normalen  Polarebene 
von  C  oder  der  Ebene  T  der  Berührung  des  Umrisskegels  mit  der 
Fläche,  und  die  beiden  Punkte,  die  irgend  ein  Parallelkreis  F  mit 
dieser  Ebene  gemein  hat,  liefern  die  Berührungspunkte  seines  Bildes 
mit  dem  Umrisskegelschnitt.  Die  auf  (a)  von  den  Schnittpunkten 
jener  Polare  mit  (M)  gefällten  Perpendikel  F^,  F»  liefern  uns  so- 
fort die  beiden  in  den  Scheiteln  A ,  B  der  Axe  a    vierpunktig  be- 
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rührenden  Kreise  des  ümrisskegelscbnittes  TT.  Für  allgemeine  schiefe 
Parallelprojection  wird  die  Polare  zu  dem  zur  Projectionsricbtung 
conjugierten  Durchmesser,  ohne  *dass  die  Construction  sich  sonst 
verändert. 

Denken  wir  nun  die  Meridiane  H,-  der  Fläche  hinzu,  so  schnei- 
den dieselben  in  jeder  Parallelkreisebene  F^  ein  Büschel  von  Durch- 
messern dik  des  zugehörigen  Parallelkreises  aus,  die  mit  ihren 
Bildern  und  also  mit  der  Spur  der  Meridianebene  M{  parallel  sind 

Flg.  117. 


h 
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und  deren  Endpunkte,  weil  sie  selbst  im  Meridian  Mi  liegen,  das 
Bild  dieses  Meridians  aus  C  auf  die  Tafel  liefern:  Wenn  man  in 
dem  aus  Punkten  einer  Axe  beschriebenen  System  der  doppelt  be- 
rührenden Kreise  eines  Kegelschnittes  IT  die  zu  einer  bestimmten 
Richtung  parallelen  Durchmesser  zieht,  so  liegen  die  Endpunkte 
derselben  in  einem  neuen  Kegelschnitt  M,-,  für  welchen  die  Brenn- 
punkte des  ersten  die*  Endpunkte  des  zu  jener  Richtung  conjugierten 
Durchmessers  sind,  während  der  Durchmesser  von  dieser  Richtung 
die  Länge  der  anderen  Axe  des  gegebenen  Kegelschnittes  hat.  Die 
Kegelschnitte  M,'  berühren  den  Kegelschnitt  IT  reell  doppelt,  näm- 
lich je  in  den  zwei  Punkten,  welche  die  Durchschnittspunkte  des 
Meridians  M,-  mit  dem  Berührungskegelschnitte  in  T  projicieren, 
oder  in  den  Bildern  der  Schnittpunkte  der  Geraden  Mj,  T  mit 
der  Botationsiiäcbe  zweiten  Grades.    In  Fig.  117  sind  die  bezeich- 
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neten  Conetructionen  für  einen  Meridian  M  ausgeführt:  Man  hat 
den  Querschnitt  T  der  Fläche  in  der  Polarebene  des  Projections- 
centrums  durch  Drehung  um  seinen  in  der  Tafel  Ca  liegenden 
Durchmesser  und  unter  Mitnahme  der  Schnittlinie  d  oder  ^|  S^  von 
M  und  T  in  jene  umgelegt,  dadurch  die  Schnittpunkte  ( j])  und 
{T^  erhalten  und  ihre  Projectionen  T^  und  T^y  die  Berührungs- 
punkte des  Kegelschnittes  M'  mit  dem  ümriss  U,  bestimmt.  Der 
Kegelschnitt  TT  hat  die  Scheitel  Ay  ßy  C,  D,  die  Brennpunkte  G^ 
ff  mit  den  Directrixen  ff,  Ä,  und  berührt  (M)  in  -F, ,  Fj*.  Der 
Kegelschnitt  M'  ist  durch  die  Endpunkte  conjugierter  Durchmesser 
G,  H  und  4^,,  M^y  sowie  durch  0,,  Oj,  N^,  N^^  /, ,  Jj,  Jj,  Tj 
bezeichnet.  Die  symmetrischen  zu  7", ,  T^^  etc.  bezeichnen  das  Bild 
des  Meridians  M*,  welcher  in  Bezug  auf  (7a  zu  M  orthogonal-sym- 
metrisch ist.  Die  parallel-projectiyische  Behandlung  überlassen  wir 
dem  Leser;  ihre  Verbindung  mit  der  Lehre  von  den  doppelt  be- 
rührenden Kreisen  der  Kegelschnitte  in  §  32  ist  offenbar. 

9)  Für  die  Ausdehnung  der  vorigen  Betrachtungsweise  auf  all- 
gemeine Flächen  zweiten  Grades  erhellt  zunächst;  dass  für  die  Pro- 
jectionen einer  solchen  Fläche  auf  eine  zu  einem  System  ihrer  Kreis- 
schnitte parallele  Ebene  die  Bilder  der  entsprechenden  Nabelpunkte 
die  Brennpunkte  des  Umrisses  der  Fläche  sind;  für  das  Cen- 
trum im  zugehörigen  Durchmesser  fallen  sie  zusammen  und  der  ümriss 
wird  zum  Kreis.  Denn  die  Involution  der  Paare  conjugierter  Tan- 
genten der  Fläche  im  Nabelpunkte  ist  eine  Bechtwinkelinvolution, 
die  als  solche  projiciert  erscheint,  und  deren  Doppelstrahlen  im 
Original  die  zugehörigen  nicht  reellen  Mantellinien  der  Fläche,  im 
Bilde  daher  die  entsprechenden  Tangenten  des  Umrisskegelschnittes 
sind.  Sie  müssen  also  in  diesem,  weil  nach  den  Kreispunkten  der  Bild- 
ebene gehend;  die  Doppelstrahlen  einer  Brennpunktinvolution  sein.' 

10)  Für  den  allgemeinen  Fall  hat  man  die  Punkte  der  Fläche 
zu  suchen,  deren  Involutionen  conjugierter  Tangenten  als  Becht- 
winkelinvolutionen  projiciert  werden  und  kann  dazu  durch  den  Satz 
gelangen:  Die  Projectionen  der  Brennpunkte  der  zur 
Tafel  parallelen  ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiten 
Grades  erfüllen  zwei  Kegelschnitte,  welche  zu  dem 
entsprechenden  Umriss-Kegelschnitt  der  Fläche  con- 
focal  sind.  Dieselben  sind  die  Bilder  der  Durchdringung  der- 
jenigen Cylinder  zweiten  Grades,  die  der  Fläche  zweiten  Grades 
aus  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispnnkten  der  Ebene  um- 
geschrieben sind.  (Yergl.  I,  36,  2  und  oben  44,  19.)  Im  Falle  der 
Rotationsflächen  erscheint  von  den  Projectionen  jener  Kegelschnitte 
nur  die  Strecke  zwischen  den  Brennpunkten  in  der  Axe  des  Um- 
risskegelschnittes;  weil  die  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Hat  man  die  Bilder  der  Brennpunkte  eines  zur  Tafel  parallelen 
Schnittes  und  insbesondere  die  der  Endpunkte  des  zur  Tafelebene 
conjugierten  Flächcmdurchmessers  ermittelt,  so  sind  die  Brennpunkte 
des  Umrisskegelbchnittes  identisch  mit  den  Brennpunkten  desjenigen 
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Kegelschnittes,  der  durch  jene  vier  Punkte  geht  und  in  den  beiden 
letzten  Tangenten  hat,  die  zur  Verbindungslinie  der  beiden  ersten 
parallel  sind.  Für  Parallelprojection  gilt  derselbe  Satz  von  den  Pro- 
jectionen  der  Brennpunkte  von  Systemen  paralleler  Schnitte  der 
Flüche  zweiten  Grades  von  beliebiger  Stellung. 

Flg.  US. 


/T7 


11)  Die  Brennpunkte  der  orthogonal  projectivischen  umrisse 
der  Rotationsflächen  zweiten  Orades  mit  zwei  Brennpunkten  fallen 
mit  den  Projectionen  dieser  Brennpunkte  zusammen;  und  die  Brenn- 
punkte der  Umrisse  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  mit  Brenn- 
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kreis  sind  die  Brennpunkte  der  Projection  dieses  Kreises.  (Fttr 
andere  Eigenschaften  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  vergleiche 
man  §  32  f.  und  §  43,  11  f.  oben.) 

12)  Man  cbaracterisiere  in  den  parallelprojectivischen  umrissen 
des  Torus  die  Rückkehr-  und  die  Doppelpunkte.  In  der  Fig.  118 
ist  d  als  erste  Projection  der  Axe  a  des  Torus  und  (a)  als  die  üm- 
legung  der  Axe  mit  ihrer  ersten  projicierenden  Ebene  in  die  Ebene 
XOYy  (M)  als  die  Umlegung  des  entsprechenden  Meridians  gedacht. 
Sind  dann  (P),  (P*)  zwei  Parallelkreisebenen,  die  symmetrisch  gegen 
den  Aequator  liegen ,  so  erhält  man  als  Spitzen  der  betreffenden 
Berührungskegel  (S)  und  (ß*)  und  die  symmetrisch  gegen  den 
Aequator  gelegenen  Punkte  der  Axe;  in  (T),  {T*)  sodann  die 
Fnsspunkte  der  durch  diese  gelegten  projicierenden  Strahlen  in  den 
bezüglichen  Basisebenen;  ihre  Polaren  (/);  (<*)  in  Bezug  auf  diese 
Basen  P,  und  "B*  sind  eingetragen  und  liefern  in  (1)  und  (1*)  auf 
(P)  respective  (P*)  Punkte  der  Umrisslinie  in  der  Hilfsprojection. 
Die  beiden  andern  in  denselben  Ebenen  gelegenen  Parallelkreise 
geben  in  gleicher  Weise  die  Punkte  (2),  (2*).  Fällt  man  dann  von 
diesen  Punkten  die  Normalen  zu  d  und  trägt  von  ihren  Fusspunkten 
aus  auf  diese  die  Längen  von  (/)  respective  (/*)  ab,  so  erhält  man 
die  Punkte  1,  1;  2,  2;  1*,  1»;  2*,  2*  der  Umrisslinie  selbst. 
Die  entsprechenden  Tangenten  erhält  man  als  die  Spuren  der  be- 
treffenden Tangentialebenen,  z.  B.  die  in  1*  als  nach  dem  Durch- 
schnittspunkte von  a'  mit  (5*)  {T*)  gehend.   (Fig.  118.) 

Die  Punkte  des  Umrisses  in  der  Axe  a'  erhält  man  durch  die 
zu  d  normalen  Tangenten  des  Meridians  (M);  dem  Aequator  der 
Fläche  entsprechen  die  Punkte  des  Umrisses,  deren  Tangenten  zu 
d  parallel  sind.  Für  die  Bestimmung  der  Rückkehrpunkte  und  ihrer 
Tangenten,  sowie  für  die  der  Doppelpunkte  vergleiche  man  §  68, 11 
respective  §  22.  Der  Umriss  ist  die  Parallelcurve  einer  El- 
lipse für  den  Radius  vom  Halbmeridian   des  Torus  als  Abstand. 

70.  Eine  Gerade  g  hat  mit  der  Rotationsfläche 
Punkte  respective  Tangentialebenen  gemein.  Jede 
durch  dieselbe  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve^  welche  mit  der  Geraden  die  fraglichen  Punkte  be- 
stimmt; die  Schnittcurve  in  einer  derselben  genügt  somit  zur 
Bestimmung  der  Punkte.  Im  Allgemeinen  wird  eine  proji- 
cierende  Ebene  der  Geraden  am  bequemsten  zu  benutzen  sein. 
Schneidet  die  Gerade  die  Axe  a  der  Rotationsfläche,  so  be- 
nutzt man  den  durch  sie  gehenden  Meridian ;  ist  ihre  Richtung 
in  der  Stellung  der  Normalebenen  zur  Axe  a  enthalten^  so 
ist  der  durch  sie  mögliche  Parallelkreis  am  vortheilfaaftesten. 
Denkt  man  die  Gerade  g  um  die  Axe  a  gedreht,  so  erzeugt 
sie  im  Allgemeinen  ein  einfaches  Rotatiousbyperboloid^ 
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welches  die  gegebene  Rotationsfläche  in  einer  Anzahl  von 
Parallelkreisen  schneidet,  die  man  natürlich  aus  den  gemein- 
samen Punkten  der  in  derselben  Ebene  gelegenen  Meridiane 
der  Flächen  bestimmt.  Die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  ge- 
gebenen Rotationsfläche  sind  die  Punkte,  welche  g  mit  diesen 
Parallclkreisen  gemein  hat. 

Andererseits  bestimmt  jeder  Punkt  auf  der  Geraden  g 
mit  der  Rotationsfläche  einen  Berührungskegel,  welcher  mit 
g  diejenigen  Tangentialebenen  gemein  hat,  die  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. Der  zu  g  parallele  Berühr ungscylinder  kann  zur 
Construction  derselben  .dienen.  Schneidet  die  Gerade  g  die 
Axe  a^  so  benutzt  man  den  Parallelkreisberührungskegel,  der 
den  Schnittpunkt  zur  Spitze  hat;  liegt  sie  in  einer  zur  Axe 
a  normalen  Ebene,  so  dient  der  Meridian- Berührungscyliuder 
ebenso  zweckmässig,  dessen  Meridian  zu  ihr  normal  ist.  Denkt 
man  wieder  das  Rotationshyperboloid,  welches  durch  die 
Drehung  von  g  um  die  Axe  a  entsteht,  so  hat  dasselbe  mit 
der  gegebenen  Rotationsfläche  eine  Anzahl  von  Parallelkreis- 
berührungskugeln  gemein  und  die  gesuchten  Ebenen  sind  die- 
jenigen Tangentialebenen  dieser  Kegel,  welche  die  Gerade  g 
enthalten.  Das  aus  der  Drehung  von  g  um  a  entstehende  Ro- 
tationshyperboloid löst  also  beide  Aufgaben  zugleich. 

Für  die  Schraubungsflächen  bleibt  die  erste  Methode  an- 
wendbar, die  Verwendung  des  Schnittes  mit  einer  Ebene  und 
des  Berührungskegeis  aus  einem  Punkte  der  Geraden. 

1)  Ist  die  gegebene  Botationsfläche  vom  zweiten  Grade  mid 
kein  Paraboloid,  so  kann  zur  Construction  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Geraden  g  der  nach  §  45  evidente  Satz  verwendet  werden, 
dass  die  Orthogonalprojection  der  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  auf 
diese  ein  Kegelschnitt  ans  dem  Büschel  ihrer  bezüglichen  Haupt- 
schnitte  ist.  Man  bildet  mit  ff  ein  Botationshyperboloid ,  welches 
die  Hauptebene  der  gegebenen  Fläche  zur  Eehlkreisebebc  hat  (speciell 
den  Rotationskegel)  und  bestimmt  die  Kreisprojection  seiner  Durch- 
dringung mit  jener.  Jhre  Schnittpunkte  mit  der  gleichnamigen 
Projection  von  g  sind  die  der  gesuchten  Schnittpunkte. 

2)  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  von  gegebener  Stel- 
lung d.  h.  parallel  einer  gegebenen  Ebene  construiert  man,  indem 
man  bedenkt,  dass  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  Botationsaxe  die 
Parallelkreisbertihrungskegel  der  Fläche  bestimmt,  zu  denen  dieselben 
gehören  müssen.  Mit  welcher  der  Methoden  des  Textes  fällt  das 
daraus  entspringende  Verfahren  zusammen? 
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8)  Diu  vorige  Aufgabe  kann  gefasst  werden  als  die  Construction 
der  Normalen  der  Rotationsfläche  von  gegebener  Richtung.  Diese 
kann  man  aber  direct  bestimmen,  da  ihre  Fusspunkte  in  dem  zu 
dieser  Richtung  parallelen  Meridian  der  Fläche  liegen  müssen  und 
sie  selbst  die  Normalen  des  letztern  von  der  vorgeschriebenen  Rich- 
tung sind. 

4)  Für  die  Tangentialebenen  einer  Schraubungsfläche  von  ge- 
gebener Stellung  wäre  die  Schraubenlinie  S  zu  ermitteln ;  zu  der 
ihre  Berührungspunkte  gehören.  Ist  dies  im  Allgemeinen  ausführbar? 

Wie  findet  man  jene  Tangentialebenen  für  die  Archimedische 
Schnecke  oder  das  Schlangenrohr?  (§  73,  8.) 

5)  Man  construiere  die  Normalen  einer  Rotationsfläche^  welche 
von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehen  —  als  Normalen  des  nach 
dem  Punkte  gehenden  Meridians. 

6)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche,  welche  einer  gegebenen 
Ebene  parallel  sind,  entsprechen  Tangentialebenen,  welche  die  Rich- 
tung der  Normale  dieser  Ebene  enthalten,  d.  h.  Ebenen  des  Be- 
ruh rungscylinders  der  Fläche  in  der  Richtung  dieser  Normale.  Man 
kann  sonach  noch  einen  Ort  ihrer  Fusspunkte  z.  B.  als  gegebenen 
Parallelkreis,  Meridian  oder  ebenen  Schnitt  derselben  voraussetzen. 
Für  Parallelkreise  und  Meridiane  ergeben  sich  directe  Methoden  aus 
der  Bemerkung,  dass  die  Normalen  eines  der  ersteren  einen  Rota- 
tionskegel mit  der  Axe  a  bilden,  während  die  eines  der  letzteren 
in  seiner  Ebene  liegen. 

7)  Welche  der  vorigen  Aufgaben  lassen  sich  als  Aufgaben  Über 
die  Bestimmung  der  Bei euchtungs Verhältnisse  der  Rotationsflächen 
resp.  der  Schraubungsflächen  interpretieren? 

8)  Alle  Berührungscjlinder  derselben  Fläche,  deren  Erzeugende 
einer  Ebene  parallel  sind,  haben  eine  Schaar  gemeinschaftlicher  Tan- 
gentialebenen parallel  zu  dieser.  Alle  parallelen  ebenen  Schnitte 
derselben  Fläche  sind  anzusehen  als  durch  die  nämlichen  unendlich 
entfernten  Punkte  gehend. 

71.  Die  Construction  der  Fasspunkte  der  Normalen  von 
bestimmter  Richtung  an  eine  Fläche  ist  als  die  der  hellsten 
Punkte  derselben  für  die  Beleuchtung  aus  einer  unendlich 
entfernten  punktförmigen  Quelle  interpretiert  worden ;  ein  weit 
allgemeineres  Problem,  das  analoger  Interpretation  föhig  ist; 
giebt  die  Construction  der  Berührungspunkte  solcher 
Tangentialebenen  einer  Fläche,  welche  gegen  eine 
gegebene  Gerade  einen  bestimmten  constanten  Win- 
kel machen.  Diese  Tangentialebenen  bilden  in  ihrer  stetigen 
Aufeinanderfolge  eine  der  Fläche  umgeschriebene  De- 
veloppable  von  bestimmtem  Richtungskegel;  derselbe 
ist  ein  Rotationskegel  mit  der  gegebenen   Geraden 

Fiedler,  dantellende  Geometrie.  IT.   3.  Atifl.  32 
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als  Axe  and  dem  bezeichneten  constanteu  Winkel 
als  halben  Winkel  an  der  Spitze. 

Wenn  die  Fläche  durch  Licht  aus  einer  unendlich  fernen 
punktförmigen  QueHe  und  nur  durch  das  directe  licht  aus 
dieser  Quelle  beleuchtet  gedacht  wird,  wenn  dasselbe,  wie  im 
leeren  Räume  sich  fortpflanzend,  von  der  Oberfläche  als  von 
einer  mathematischen  Fläche,,  und  zwar  in  allen  Schnitt- 
punkten jedes  Strahles  mit  ihr,  so  aufgenommen  wird,  dass 
die  entstehende  Helligkeit  dem  Cosinus  oder  Sinus  des  Ein- 
fallswinkels gegen  die  Normale  respective  die  Tangentialebene 
proportional  ist,  dann  ist  die  bezeichnete  Deyeloppable 
eine  Fläche  gleicher  Lichtintensität  und  die  Gurre, 
nach  welcher  sie  die  Fläche  berührt,  bezeichnet 
auf  dieser  den  Ort  von  Punkten  gleicher  durch 
jene  Function  des  Einfallswinkels  gemessener  Hel- 
'ligkeit. 

Ist,  wie  es  der  Vorstellung  einer  wirklichen  Beleuchtung 
entspricht,  nicht  nur  die  Richtung,  soudem  auch  der  Sinn 
des  einfallenden  Lichtes  bestimmt,  oder  die  Seite  des  Objectes, 
auf  welcher  die  Lichtquelle  in  unendlicher  Feme  sich  befindet, 
so  wird  die  Oberfläche  durch  die  ihr  mit  dem  Berfihrungs- 
cylinder  für  diese  Richtung  gemeinsame  Gurre,  die  Schatten- 
grenze,  in  eine  beleuchtete  und  eine  unbeleuchtete  Hälfte 
getheilt,  und  jede  Intensitätslinie  besteht  im  Allgemeinen  ans 
zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  in  dem  beleuchteten  und 
der  andere  im  unbeleuchteten  Theile  der  Fläche  verläuft.  Man 
kann  im  technischen  Sinne  die  ersteren  f&r  sich  als  Linien 
gleicher  Helligkeiten  betrachten,  aber  in  geometrischem  Sinne 
haben  beide  die  nämliche  Bedeutung  und  können  nicht  ge- 
trennt werden.  (Vergl.  Beisp.  7.)  In  jenem  Sinne  kann  man 
sie  wie  folgt  beschreiben.  Von  den  hellsten  Punkten  an, 
wo  der  einfallende  Strahl  mit  der  Normale  zusammenfallt, 
und  sie  umschliessend  entsteht  ein  System  von  Linien  gleicher 
abnehmender  Intensitäten  bis  zu  der  Schattengrenze  hin, 
in  welcher  der  Einfallswinkel  gegen  die  Normale  zum  rechten 
Winkel  geworden  ist.  Die  zugehörigen  developpabeln  Flächen 
gehen  vom  normal  einfallenden  Strahl  oder  der  Ebene  aus 
durch  alle  Intensitäten  über  zu  dem  berührenden  Gylinder 
von  der  Intensität  Null. 
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Und  wenn  ihre  Berührungscurven  die  Beleuch- 
tungsverhältnisse  nur  anter  den  vorbezeichneten, 
in  Wirklichkeit  nie  erfüllbaren  Voraussetzungen 
richtig  angeben,  so  zeichnen  sie  jedenfalls  sehr 
deutlich  die  Gestalt  der  Oberfläche,  da  sie  uns  die 
Lage  ihrer  Tangentialebene  überall  vergegenwär- 
tigen. Diese  letztere  für  die  Darstellung  der  Fläche  wich- 
tigste Bedeutung  behalten  sie  auch  auf  der  nicht  beleuch- 
teten Seite  der  Fläche,  jenseits  der  Schattengrenze,  wo 
der  einfallende  Strahl  in  einen  aus  der  Fläche  austretenden 
verwandelt  wird;  diese  Curven  ziehen  sich  hier  schliesslich 
wieder  zu  den  Punkten  zusammen^  in  welchen  der  austretende 
Strahl  mit  der  Flächennormale  identisch  ist. 

Das  System  dieser  Curven  bietet  die  mathematische  Grund- 
lage für  die  Darstellung  der  Beleuchtungsverhältnisse 
der  Flächen.  Wir  denken  die  Linien  der  Lichtintensitäten 
0,  1;  0,  2;  .  .  .  0,  9;  1,0  oder  der  Dunkelheiten  0,9;  0,8; 
.  .  .  0, 1;  0, 0  construiert,  die  Linien  also,  in  deren  Punkten 
der  Sinus  des  Einfallswinkels  gegen  die  Normale  die  letztbe- 
zeichnete Folge  von  Werthen  hat.  Wir  nehmen  sodann  einen 
Tuscheton  von  solcher  Dunkelheit,  dass  sich  der  einfach  auf- 
getragene von  dem  zweifach  über  einander  getragenen  deutlich 
unterscheidet,  während  andererseits  die  zehnfache  Ueberein- 
andertragung  desselben  noch  nicht  das  volle  Schwarz  erzeugt, 
in  welchem  die  constructiven  Resultate  verschwinden  müssten, 
die  etwa  sichtbar  erhalten  bleiben  sollen.  Wir  tragen  denselben 
von  der  Linie  der  Dunkelheit  0, 1  ab  auf  der  den  hellsten 
Punkten  abgewendeten  Seite  einmal,  sodann  von  der  der 
Dunkelheit  0,2  ab  zweimal,  etc.,  endlich  von  der  Linie  der 
Schattengrenze  ab  nach  der  unbeleuchteten  Seite  zum  zehn- 
tenmale  auf  und  haben  damit  die  geometrische  Beleuchtung 
der  Oberfläche  dargestellt,  soweit  es  unter  Bewahrung  der 
zehn  Stufen  und  der  entsprechenden  Linien  gleicher  Intensität 
geschehen  kann.  Wir  können  aber  selbst  die  Linien  gleicher 
Neigung  der  Tangentialebenen  gegen  den  einfallenden  Strahl 
auf  der  unbeleuchteten  Seite  der  Fläche  beibehalten  und  für 
die  täuschendere  Schattengebung  benutzen,  wenn  wir  über 
das  von  den  umgebenden  Flächen  in  den  Schattenraum  hinein 
zerstreute  und  dort  die  Fläche  erhellende  Licht  die  Voraus- 

82* 
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Setzung  machen,  dass  die  mittlere  Richtung  desselben  die  des 
einfallenden  Strahles  mit  entgegengesetztem  Sinne  und  dass 
seine  Intensität  ein  bestimmter  Bruchtheil  z.  B.  die  Hälfte  von 
der  des  einfallenden  Lichtes  sei.  Dann  bezeichnen  die  auf 
einander  folgenden  Linien  gleicher  Neigung  der 
Tangentialebene  zum  einfallenden  Strahl  im  be- 
schatteten Theil  der  Fläche  die  Orte  der  gleichen 
Abnahme  der  Dunkelheit  um  je  eine  halbe  Stufe, 
und  der  Fusspunkt  eines  austretenden  Normalstrahls 
wird  ein  Punkt  mit  dem  Maximum  des  Beflezlichts 
sein^  d.  h.  ein  Punkt^  dessen  Dunkelheit  nur  der  Stufe  fünf 
entspricht.  Wenn  man  alle  in  einer  parallel-projectivischen  Dar- 
stellung erscheinenden  Flächen  für  die  gleiche  Richtung  des 
einfallenden  Lichtstrahls  so  behandelt^  so  erhält  man  eine 
geometrische  der  Wahrheit  der  Erscheinung  über- 
raschend gut  entsprechende  Darstellung  der  Be- 
leuchtungsverhältnisse.  Man  kann  sie  als  Wiedergabe  der 
objectiven  Beleuchtung  bezeichnen.  Eine  subjective 
Beleuchtung  zu  construieren  ist  hier  zwecklos,  da  das  Auge 
in  parallel -projectivischer  Darstellung  unendlich  fern  gedacht 
werden  muss. 

1)  Die  Helligkeit  einer  Ebene  ist  überall  dieselbe;  man  be- 
stimme die  Helligkeiten  der  Projectionsebenen,  ebenso  die  der  be- 
leuchteten Flächen  eines  Polyeders. 

2)  Für  Licht  in  der  Richtung  einer  Würfelpunktlinie  sind  die 
Projectionsebenen  gleich  beleuchtet.  Der  Mantel  eines  Rotation skegels 
ist  gleich  beleuchtet,  wenn  seine  Axe  die  Richtung  des  Lichtes  hat. 

3)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  die  developpabeln  Flächen 
sind  ihre  erzeugenden  Geraden;  ihre  Helligkeiten  sind  die  der  pa- 
rallelen Erzeugenden  am  Richtungskegel. 

4)  Developpable  Flächen  gleicher  Neigung  zum  Lichtstrahl 
oder  zu  seiner  Normalebene  sind  gleich  beleuchtet;  solche  werden 
durch  die  Spur  in  dieser  Normalebene  bestimmt.  (Die  Kreisevol- 
vente  giebt  die  developpabeln  Scbraubenflächen  als  solche.) 

5)  Die  Linien  gleicher  Litensität  für  Rotationsflächen,  deren 
Axen  die  Richtung  des  einfallenden  Lichts  haben,  sind  die  Parallel- 
kreise derselben;  speciell  für  die  Kugel  also  Kreise  in  zum  Licht- 
strahl normalen  Ebenen. 

6)  Eine  ebene  Curve  ist  überall  von  gleicher  Helligkeit;  einer 
Raumcurve  hat  man  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Helligkeit  der  ent- 
sprechenden Schmiegungsebene  beizulegen. 

7)  Die  Linien  gleicher  Intensität  auf    einer 'Fläche  zweiten 
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Grades  sind  als  ihre  Berühr ungscurven  mit  den  developpabeln 
Flächen,  die  ihr  mit  den  Fluchtcurven  eines  Systems  coaxialer  Ro- 
tationskegel gemeinsam  sind,  nach  §  47,  7  Curven  vierter  Ordnung 
erster  Art. 

Da  die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  eine  Tangente  der 
Fluchtcurve  ihre  Berührungspunkte  auf  dem  zu  ihrer  gemeinsamen 
Stellung  conjugierten  Durchmesser  der  Fläche  haben,  so  ist  der 
Mittelpunkt  der  Fläche  der  Scheitel  eines  doppelt  projicierenden 
Kegels  für  jede  Intensitätslinie  einer  Fläche  zweiten  Grades  oder 
die  Intensitätslinien  derselben  sind  ihre  Durchdringungen  mit  einem 
System  concentrischer  Kegel  vom  zweiten  Grade.  Wie  ist  dieses 
System  näher  zu  charakterisieren? 

Was  folgt  hieraus  für  die  Paraboloide,  speciell  bei  Parallel- 
projection  in  der  Richtung  der  Axe  der  Fläche? 

8)  Wenn  die  Fluchtcurve  der  betrachteten  Rotationskegel  den 
unendlich  fernen  Querschnitt  der  beleuchteten  Fläche  zweiten  Grades 
berührt,  so  entsteht  in  der  gemeinsamen  Developpabeln  eine  Sin- 
gularität (§  47,  12).  Welchen  Einfluss  hat  dies  auf  die  entsprechende 
Intensitätslinie  der  Fläche? 

9)  Die  so  zu  ^agen  objectiven  Beleuchtungs Verhältnisse,  welche 
nach  dem  Vorigen  für  parallelprojectivische  Darstellung  gefunden 
werden,  gestatten  keine  Modification  nach  Vorder-,  Mittel-  und  Hin- 
tergrund, weil  überhaupt  kein  betrachtendes  Auge  in  endlicher  Ent- 
fernung der  Parallelprojection  entspricht. 

10)  In  der  centralprojectivischen  Darstellung  erleiden  die  con- 
struierten  objectiven  Beleuchtungsverhältnisse  für  das  im  Centrum 
gedachte  Auge  Modificationen ,  welche  wir  als  nicht  construierbar 
bezeichnen  dürfen.  Die  Beobachtung  durch  das  künstlerisch  geschulte 
Auge  tritt  ergänzend  ein. 

72.  Die  Erzeugenden,  welche  die  Inteusitatsliuieu  einer 
developpabeln  Fläche  für  die  zehn  Stufen  der  Beleuchtungs- 
scala  sind,  erhält  man  als  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden 
d.  i.  gleichbeleuehteten  Erzeugenden  ihres  Richtungskegels, 
oder  die  ßeleuchtungscoustructionen  developpabler 
Flächen  kommen  auf  die  der  Kegel  insbesondere 
zurück.  Für  jenen  Kegel  ergiebt  sich  aber  zunächst  als 
das  einfache  Mittel  ihrer  Bestimmung  die  Darstellung  seines 
(Schnittes  durch  eine  zum  einfallenden  Strahl  normale  Ebene 
und  die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  desselben  mit  den  Kreisen,  welche  in  der- 
selben Normalebene  die  Spuren  der  mit  dem  gegebenen  con- 
centrischeii  um  den  Lichtstrahl  durch  die  Spitze  als  Axe  und 
mit  den   Einfallswinkeln   gegen  die   Tangentialebene   für   die 
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verschiedenen   Stafen  als  halben   Winkeln  an  der  Spitze  be- 
schriebenen Botationskegel  sind. 

Denkt  man  sodann  einer  krummen  Fläche  eine  Schaar 
von  BerQhrungskegeln  umgeschrieben^  so  liefert  jeder  einzelne 
derselben  auf  seiner  Berührungscurve  mit  der  Fläche  die 
Punkte  der  yerschiedenen  Intensitäten  der  Scala,  und  durch 
die  Verbindung  der  Punkte  von  gleicher  Intensität  entstehen 
die  Intensitätslinien  der  Fläche.  Unsere  Betrachtung  hat  nun 
gezeigt,  dass  den  Flächen  zweiten  Grades  als  einfachste 
umgeschriebene  Developpable  Rotationskegel  angehören,  aus 
den  Punkten  der  die  Flache  schneidenden  Focalcurve  (47,29); 
dass  die  einfachsten  umgeschriebenen  Developpabeln  der  wind- 
schiefen Regelflächen  die  Ebenenbüschel  durch  ihre  er- 
zeugenden Geraden  d.  h.  Rotationscylinder  von  unendlich  klei- 
nem Durchmesser  sind;  dass  den  Rotationsflächen  Rota- 
tionskegel längs  der  Parallelkreise  und  congruente  Cylinder 
längs  der  Meridiane  und  endlich  den  Schraubung sf lachen 
developpable  Schraubenflächen  längs  ihrer  Schraubenlinien  8 
umgeschrieben  sind.  Wir  schliessen  somit,  dass  die  Con- 
struction  der  Intensitätslinien  von  Rotationskegeln 
und  von  Cylindern  mit  gegebenem  Normalschnitt 
und  zwar  bei  zu  einer  Projectionsebene  normaler  Lage  der 
Axe  oder  Erzeugenden,  da  jede  andere  durch  Transformation 
auf  diese  zurückführbar  ist,  zur  Ermittelung  der  Be- 
leuchtungsverhältnisse aller  Flächen  der  genannten 
Hauptgattungen  genügen  würde. 

Zu  einer  zweckmässigen  Construction  für  diese  gelangen 
vnr  aber  durch  folgende  Betrachtung.  Sei  P  mit  dem  Mittel- 
punkt A  (Fig.  119)  ein  Parallelkreis  des  Rotationskegels 
von  der  Spitze  M,  N  aber  die  Spitze  des  zugehörigen  Nor- 
malenkegels, /  das  Bild  des  durch  die  letztere  gehenden 
Lichtstrahls  mit  dem  Fusspunkte  S  in  der  Basisebene,  so  han- 
delt es  sich  darum,  die  Erzeugenden  des  Kegels  iV,  P  zu  con- 
struieren,  welche  zugleich  auf  Rotationskegelu  von  der  Axe 
/  und  dem  Scheitel  N  liegen,  deren  halber  Winkel  an  der 
Spitze  der  Einfallswinkel  i^  gegen  die  Normale  des  Kegels 
M^  P  als  der  beleuchteten  Fläche  ist;  diese  Erzeugenden  geben 
in  IP  die  Punkte  an,  welche  zu  den  Erzeugenden  von  der  Be- 
leuchtungsintensität cos  in  gehören. 
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Man  wird  diese  letzteren  Paukte  direct  erhalten ,  wenn 
man  dem  Rotationskegel  aus  N  um  /  dieselbe  Länge  der  Er- 
zeugenden giebt^  wie  sie  der  Normalenkegel  N ,  F  besitzt,  da 
dann  die  Basen  beider  Kegel  P,  F<  als  auf  derselben  Kugel 
liegend  sich  schneiden  müssen,  wenn  die  Kegel  selbst  ge- 
meinsame Erzeugende  haben.    Ist  also   BC  der  mit  der  Or- 


thogonalprojection  des  Lichtstrahls  auf  die  Basisebene  JP  zu- 
sammenfalleude  Durchmesser  von  F  und  trägt  man  NB  =  NC 
auf  l  in  NO  ahf  theilt  sodann  OA^  in  10  gleiche  Theile  Ol  oder 
01«>12s=23ss  .  . .  B»9A,  so  sind  die  durch  diese  Theilpunkte 
gehenden  Normalebenen  zu  /  die  Basisebeneu  der  den  Beleuch- 
tungs-Intensitätei^  der  Stufen  9,  8,  7,  ...  1  entsprechenden 
Rotationskegel,  indess  die  durch  0  und  N  respective  der  Ma- 
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ximal-Intensitat  10  und  der  ScbatteDgrenze  mit  der  Intensität 
0  entsprechen;  die  Spuren  dieser  Normalebeuen  in  der  Ebene 
F  sind  zu  BC  normal  und  äquidistant  unter  einander,  man 
wird  also  nur  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  auf  BC  durch 
sie  erzeugten  Gleichtheilung  zu  bestimmen  brauchen,  um  sie 
zu  erhalten  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  F  die  Punkte 
der  Erzeugenden   von   den   entsprechenden  Helligkeiten  oder 


^fD 


den  Schattenstufen  0,  1,  2,  .  .  .,  10  für  den  Kegel  M,  F  zu 
finden;  und  man  hat  endlich  nur  jene  Theilung  in  BC  über 
10  hinaus  gleichmässig  fortzusetzen  zu  9*,  8*,  7*,  .  .  .  und 
die  entsprechenden  Punkte  von  F  zu  bestimmen,  um  die  Er- 
zeugenden der  nichtbeleuchteten  Kegelfläche  zu  erhalten,  in 
deren  Punkten  die  Normalen  mit  dem  Lichtstrahl  dieselben 
Winkel  machen,   wie  in  den  gleichuumerierten  Erzeugenden 
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der  beleuchteten  Seite,  Die  Ausführung  dieser  Operationen 
in  Orthogonalprojection  ist  in  Fig,  120  gegeben,  eine  Um- 
iegung  des  Punktes  N  mit  der  den  Lichtstrahl  /  auf  die  Basis 
projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  der  Basis  ist  die  einzige 
yermittelnde  Operation. 

1)  Die  Erzeugende  von  der  grössten  Helligkeit  geht  durch  B 
und  ihre  Schattenstufe  ist  durch  die  Zahl  von  Einheiten  gegeben^ 
welche  die  Lage  des  Punktes  B  in  der  Zehntheilung  auf  BC  aus- 
drückt. 

2)  Wie  bestimmt  man  die  einer  gegebenen  Erzeugenden  ent- 
sprechende Schattenstufe? 

3)  Wenn  dem  Punkte  C  in  der  Zehntheilung  auf  BC  die  Zahl 
r*  entspricht,  so  ist  mit  Berücksichtigung  dos  lieflexlichtes  nach 
§  71  die  Schattenstufe  von  MC  ausgedrückt  durch  5  +  -J^r*  • 

4)  Wenn  besitzt  der  Kegel  iff,  P  eine  vollbeleuchtete  Er- 
zeugende, d.  h.  eine  Erzeugende  von  der  Schattenstufe  0? 

5)  Die  Basiskreise  P,-  der  Botationskegel  aus  N  um  l  sind  die 
Intensitätslinien  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkte  iV  mit  dem  Halb- 
messer NB  (Fig.  119),  d.  h.  der  dem  Kegel  M^  P  nach  dem  Pa- 
rallel P  eingeschriebenen  Kugel;  ini^ofem  also  dieser  Kegel  der  Pa- 
rallelkreisberührungskegel  einer  Rotationsfläche  nach  dem  Parallel  P 
ist;  sind  sie  die  Litensitätslinien  der  nach  diesem  Parallel  der  Fläche 
eingeschriebenen  Kugel. 

6)  Die  nach  §  3,  10  bestimmten  Schattengrenzen  liefern  den 
Endpunkt   10  der  Gleichtheilung  in  BC. 

7)  Für  den  Botationscylinder  vom  Normalschnitt  P  fällt 
N  mit  dem  Mittelpunkte  A  der  Basis  zusammen;  ist  /  der  durch  ihn 
gehende  Lichtstrahl  und  NO  =  NB  =  NC  für  BC  als  den  Durch- 
messer, der  die  Orthogonalprojection  des  Lichtstrahls  /  auf  die  Basis 
enthält,  so  giebt  0  N  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Zehntbeilung 
in  /,  und  die  Normalebene  durch  0  zu  i  in  BC  den  Anfangspunkt 
der  entsprechenden,  während  N  oder  A  ihr  Endpunkt  ist.  (Fig.  121.) 
Dieselbe  Construction  bleibt  also  auf  den  Cylinder  anwendbar.  Weil 
aber  der  Anfangspunkt  der  Theilung  nur  von  der  Neigung  des  Licht- 
strahls gegen  die  Ebene  von  P  abhängt^  so  giebt  dieselbe  Con- 
struction die  Erzeugenden  der  gleichnamigen  Schat- 
tenstufen für  alle  Cylinder,  deren  Normalschnitte  mit 
P  in  derselben  Ebene  liegen;  die  Normalen  der  letztern  in 
den  Fusspunkten  der  gleichbeleuchteten  Erzeugenden  und  also  auch 
die  Tangenten  derselben  in  ihnen  sind  parallel. 

8)  Man  verzeichne  die  Erzeugenden  der  zehn  Schattenstufen 
für  einen  Cylinder,  dessen  Normalschnitt  in  einer  projicierenden 
Ebene  liegt.  * 

9)  Man  bestimme  unter  den  Ebenen  eines  Büschels  diejenigen, 
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welchen  die  bestimmten  Schattenstufen  zukommen  —  indem  man 
die  Scheitelkante  als  einen  unendlich  dünnen  Rotationscjlinder  be- 
trachtet.   (Vergl.  I,  §  59,  7.) 

10)  Man  construiere  die  Erzeugenden  der  zehn  Schattenstufen 
für  einen  Botationskegel ,  dessen  Axe  einer  Projectionsebene  pa- 
rallel ist. 

11)  Man  ermittele  durch  Transformation  die  Intensitätslinien 
ftlr  einen  Rotationskegel  von  allgemeiner  Lage  der  Axe,  wenn  man 

Fiff.  ui. 


die  beiden  ersten  Projectionen  a\  a"  derselben,  in  ihr  den  Mittel- 
punkt M  und  den  Winkel  (a,  e)  der  Erzeugenden  mit  der  Axe 
kennt,  sowie  die  Projectionen  eines  Lichtstrahles. 

12)  Ebenso  für  einen  Botationscylinder  von  allgemeinster  Lage 
der  Axe. 

73.  Mit  den  im  vorigen  §  entwickelten  einfachen  Mitteln 
lässt  sich  die  Gonstruction  der  Linien  gleicher  Neigung  der 
Fläche  gegen  den  einfallenden  Strahl  oder  der  Intensitäts- 
linien aller  Stufen  leicht  für  eine  Rotationsfläche 
durchführen.  Denken  wir  die  Axe  derselben  parallel  OZ^  so 
findet  «man  für  jeden  Parallelkreis  durch  die  vorige  Gon- 
struction die  Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten;  eine  Ter- 
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einfachung  der  Arbeit  ist  nur  iDsofern  möglich  und  «rwünscbt, 
als  man  die  Länge  f/0  für  alle  ParallelkreiBkegel  coDstant 
QebmeD  uud  dadurch  die  Wiederholung  der  Theilungen  ver- 
meiden kauD.  Man  verlegt  die  Scheitel  der  Normalenkeget 
sämmtlich  au  einen  Punkt  uud  denkt  sie  durch  die  nämliche 
aas    diesem    Punkte    beschriebene    Eugel    geschnitten;    indem 


man  für  die  dadurch  bestimmten  Basen  derselben  die  Con- 
structjon  auafQhrt,  erhält  man  stete  dieselbe  Theilung  auf 
dem  Lichtstrahl  /  und  nur  die  auf  seiner  Projectiou  /'  wird 
verändert,  jedoch  aus  jener  durch  dieselben  Parallelen  in 
allen  Fällen  erhalten.  Die  Punkte  der  verschiedenen  Schat- 
tenstufen in  den  auf  dieser  Kugel  gelegenen  Basiskreiaen 
liefern  aber  die  entsprechenden  Punkte   in  den  Parallelkreisen 
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der  Rotationsfläche  als  auf  parallelen  Radien  liegend.  Die 
Fig.  122  und  Tafel  XV  zeigen  die  Durchführung  dieses  Ver- 
fahrens für  ein  einfaches  Rotationshyperboloid.  Die 
Punkte  der  Intensitäten  0,  5;  1^  2^  4^  6;  8,  10  und  die  der 
gleichen  Neigung  der  Tangentialebenen  im  Schattenraume  sind 
für  den  Eehlkreis  Pq  und  für  die  Paare  der  zu  ihm  symme- 
trisch gelegenen  Parallelkreise  F,  und  F^  coustruiert  und  zwar 
in  Fig.  122  für  die  gleichbezeichneten  entsprechenden  Parallel- 
kreise  der  Kugel  vom  Radius  £ins  und  aus  dieser  durch  Ueber- 
tragung  mittelst  paralleler  Radien  in  Tafel  XV  eingetragen. 
In  Fig.  122  sind  p^^  in  Z',  p, ,  p.^  die  Schnittlinien  der  Parallel- 
kreise Fq,  F,  ,  F^  mit  der  Ebene  des  Lichtmeridians  in  ihrer 
Umlegung  mit  diesem  in  die  als  U rund riss- Ebene  benutzte 
Ebene  F^ ;  auf  sie  ist  die  Theilung  in  die  zehn  Stufen  von  der 
Umlegung  des  Lichtstrabis  (/),  aus  durch  Normalen  übertragen, 
um  von  da  aus  die  Punkte  der  besagten  Intensitäten  in  den 
Parallelkreisen  im  Grundriss  zu  erhalten.  Im  Aufriss  der- 
selben Figur  sind  mittelst  der  Umlegung  {l„^)  des  Lichtstrahls 
im  Meridian  bis  zum  Parallelismus  mit  ÄOZ  die  Lagen  der 
hellsten  Punkte  0  und  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
lutensitätslinien  0,  5;  1,  2,  4,  6  ermittelt.  Die  betreflfenden 
Punkte  des  Kreises  im  Aufriss  von  Fig.  122  geben  durch 
ihre  Tangenten  die  Parallelen  derjenigen  Tangenten  der  Um- 
risshyperbel im  Aufriss  von  Tafel  XV,  deren  Berührungs- 
punkte durch  Zurückführuug  in  den  Lichtmeridian  Mj  jene 
Punkte  liefern;  die  Bestimmung  der  besagten  Punkte  der 
Umrisshyperbel  ist  mittelst  der  Brennpunkte  und  des  Haupt- 
kreises derselben  nach  den  Sätzen  in  I,  §  36,  6  f.  geschehen. 

Eudlich  sind  die  Punkte  der  lutensitätslinien  im  verti- 
calen  Umriss  selbst  mit  Benutzung  derselben  Eigenschaften 
ermittelt;  nachdem  die  entsprechenden  Tangentenlagen  in  Fig. 
122  von  der  Umlegung  (/)2  des  Lichtstrahls  mit  seiner  zwei- 
ten projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  ÄOZ  aus  auf  dem 
Kreise  daselbst  bestimmt  waren.  Dabei  ist  in  Tafel  XV  der 
Grundsatz  befolgt  worden,  in  der  Verticalprojection  nur  die 
Intensitätslinien  der  sichtbaren  Hälfte  einzutragen,  während 
im  Grundriss  alle,  die  unsichtbaren  als  punktiert;  erscheinen, 
um  die  Symuietrieverhältnisse  ihrer  Vertheilung  anschaulich 
zu  machen.     Im   Grundriss  schliesst  sich   auch  in  den  obern 
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Punkten  10  auf  Pj  die  Schlagschattencurve  im  Innern  des  Hy- 
perboloids an^  die  mit  Benutzung  der  Ergebuisse  von  §  44,  1 1 
am  einfachsten  bestimmt  wird.  Die  Schlagschattengrenze  für 
beide  Projectionsebenen  ist  eingetragen;  die  Dunkelheiten  der- 
selben im  beleuchteten  Theil  sind  durch  die  eingetragenen 
Zahlen  5  und  4  respective  bezeichnet. 

Die  Intensitatslinien  des  einfachen  Hyperboloides  und  über- 
haupt die  der  Flächen  zweiten  Grades  sind  Raumcurven  vierter 
Ordnung.  (Vergl.  §  45,  Tafel  XH;  §  47.) 

Es  ist  offenbar,  dass  man  bei  der  bezeichneten  Construc- 
tion  zugleich  die  Beleuchtung  der  Hilfskugel  construiert;  und 
man  sieht,  dass  umgekehrt  aus  der  einmal  genau  durchge- 
führten Construction  der  Intensitatslinien  einer  Kugelfläche 
die  Intensitätslinien  jeder  Rotationsfläche  für  dieselbe  Beleuch- 
tung abgeleitet  werden  können. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  aber  die  Punkte  der  Inten- 
sitätslinien in  allen  Meridianen  der  Rotationsfläche  con- 
struieren;  durch  die  Congruenz  aller  Meridianberührungscy- 
linder  kommen  die  Constructionen  für  sie  alle  überdiess  auf 
Constructionen  am  Umrissmeridian  zurück.  Denken  wir  den 
Lichtstrahl  /  durch  einen  Punkt  N  der  Axe  a^  und  die  be- 
stimmte Länge  NO  desselben  auf  einen  Meridian  M,  in  NO^ 
projiciert,  so  führen  wir  NO^  mit  M,  in  die  Lage  fü^  über 
in  N{0)y  und  construieren  an  HLxt  für  den  durch  N(Oy)  und 
0]  0  bestimmten  Lichtstrahl  die  Punkte  der  verschiedenen 
Intensitätslinien,  um  dieselben  dann  in  den  Meridian  M,  zu- 
rückzuführen. 

Die  Construction  für  zwei  zum  Meridian  a,  /  gleichge- 
neigte Meridiane  führt  hiernach  offenbar  zu  denselben  Punk- 
ten des  Meridians  M^s  und  es  ergiebt  sich  also  aus  beiden 
Constructionsmethoden  die  orthogonale  Symmetrie  der 
Intensitätslinien  der  Rotationsfläche  zu  dem  dem 
Lichtstrahl  parallelen  Meridian;  im  Falle  der  Exi- 
stenz einer  zur  Axe  a  normalen  Ebene  rechtwinkli- 
ger Symmetrie  der  Fläche,  also  für  die  Rotationsflächen 
zweiten  Grades,  den  Torus  und  alle  durch  Rotation  eines 
Kegelschnittes  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegenen  Parallele 
einer  Axe,  etc.  zeigen  die  Intensitätslinien  überdiess  eine  cen- 
triache  Symmetrie  für  den  Mittelpunkt  der  Fläche. 
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Man  wird  jedenfalls  wie  oben  für  das  Hyperboloid  die 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensitatslinien  im  Licht- 
meridian Mj  oder  l,  a  und  ebenso  die  Punkte  im  Umrissme- 
ridiän  M^«  nach  der  Methode  der  Meridianberührungscylinder 
bestimmen,  im  Uebrigen  aber  die  Methode  der  Parallelkreis- 
berührungskegel  benutzen. 

Für  die  entsprechende  Construction  bei  Schraubuugsflächen 
ist  dem  Frühe^n  kaum  etwas  hinzuzufügen  und  kann  auf  die 
letzten  Beispiele  verwiesen  werden. 

1)  Man  construiere  die  Intensitätslinien  des  Torus  und  seiner 
beiden  durch  den  Cylinder  begrenzten  Hälften,  der  den  Ort  des 
Mittelpunktes  seines  Meridians  zum  Normalschnitt  hat;  man  discu- 
tiere  ihre  Speciali täten. 

2)  Die  Intensitätslinien  des  Torus  können  aus  denen  der  Kugel 
durch  eine  Transformation  derselben  Art  hergeleitet  werden,  wie 
in  §  68,  14  die  Schattengrenze  des  Torus. 

3)  Die  Punkte  maximaler  Helligkeit  auf  einer  Rotationsfläche 
und  ebenso  die  der  grösstisn  Beflexwirkung  werden  nach  §  70,  % 
bestimmt. 

4)  Die  Constructionsmethoden  des  vorigen  §  übertragen  sich 
auch  auf  andere  Flächen,  namentlich  die  Enveloppen  einer  beweg- 
lichen Eugel  von  constantem  Halbmesser,  oder  die  Enveloppen  be- 
weglicher Rotationskegel;  sie  wenden  sich  also  z.  B.  auf  Flächen 
zweiten  Grades  im  Allgemeinen  an.  Man  erörtere  die  Construction 
der  Intensitätslinien  für  die  Fläche ;  welche  ein  Kreis  von  unveiv 
änderlichem  Halbmesser  beschreibt,  wenn  sein  Mittelpunkt  eine 
cylindrische  Schraubenlinie  durchläuft,  während  seine  Ebene  stets 
normal  zur  bezüglichen  Tangente  derselben  — ;  also  gleichgeneigt 
gegen  die  Schraubenaxe  bleibt. 

5)  Wie  können  die  Tangenten  der  Intensitätslinien  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloids  construiert  werden? 

6)  Die  Intensitätslinien  des  Torus  —  die  Schattengrenze  ein- 
geschlossen —  für  seine  Aussenfläche  endigen  als  Linien  reeller 
Beleuchtung  in  den  Punkten,  wo  die  Erzeugende  der  umgeschriebenen 
Developpabeln  mit  einer  der  Haupttangenten  des  betrachteten  Flächen- 
punktes zusammen  und  also  in  die  Tangente  der  Bertthrungscurve 
auf  der  Fläche  hinein  fällt. 

7)  Wenn  der  Kreis  K  in  der  Horizontalebene  um  die  verticale 
Axe  a  mit  der  Steigung  j3  geschraubt  wird,  so  dass  (Fig.  123) 
der  Punkt  0  die  Schraubenlinie  S  beschreibt,  so  erhält  man  die 
Tangentialebene  T  in  einem  Punkte  A  derselben  aus  den  Tangenten 
^0  und  ts\  die  Fallinie  t  derselben  durch  A  ist  die  Erzeugende  der 
durch  ihre  entsprechende  Schraubung  um  a  nach  ß  entstehenden 
developpabeln  Schraubenfläche  und  der  der  Axe  nächste  Punkt  R 
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in  ihr  der  zugehörige  Punkt  der  Bückkehrkante  derselben.  In  ana- 
loger Weise  erhftlt  man  die  umgeschriebene  Developpable  für  jede 
andere  Schraubenlinie  S  auf  der  Fläche.  Der  zugehörige  Bichtungs- 
kegel  ist  jeweilen  durch  die  Taif)sfente  i  bestimmt  und  liefert  nach 
dem  allgemeinen  Verfahren  (vergl.  §  14,  9)  die  Punkte  der  Scalen- 
intensi täten  auf  der  Schraubenlinie  8;  man  hat  nur  die  gleich- 
namigen benachbarten  zu  verbinden;  um  die  Intensitätslinien  der 
Fläche  zu  erhalten.  Um  einerlei  Scala  verwenden  zu  können,  wird 
man  die  Bichtungskegel  an  demselben  Scheitel  bilden  und  mit  einer 
um  diesen  beschriebenen  Kugel  schneiden,  wie  im  Texte. 

Fig.  128. 


Man  specialisiere  das  Verfahren  für  die  geradlinigen  Schrau- 
benflächen, insbesondere   die  geschlossenen  Schraubenregelfiächen. 

8)  Das  Schlangenrohr  kann  als  die  Enyeloppe  einer  unver- 
änderlichen Kugel  resp.  eines  Botationscylinders  angesehen  werden, 
deren  Mittelpunkt  eine  Schraubenlinie  durchläuft  resp.  dessen  Axe 
Tangente  einer  Schraubenlinie  8  bleibt;  in  beiden  Fällen  ist  die 
Berührungscurve  der  bewegten  Fläche  mit  der  Enveloppe  der  normal 
zur  bezüglichen  Tangente  der  Schraubenlinie  durch  ihren  Berührungs- 
punkt geführte  Querschnitt,  ein  Kreis  von  unveränderlichem  Halb- 
messer^ der  als  der  erzeugende  Kreis  der  Fläche  bei  derselben 
Schraubung  bezeichnet  werden  kann.  Man  wird  natürlich  die  Punkte 
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der  Scalenintensitttten  auf  einer  hinreichenden  Anzahl  dieser  Kreise 
bestimmen  und  durch  Verbindung  dei^  gleichmanigen  unter  ihnen 
die  Intensitätslinien  der  Fläche  bilden.  Dazu  aber  bieten  sich  zwei 
Wege,  die  Benutzung  der  der  nämlichen  Lichtrichtung  entsprech- 
enden Intensitätslinien  einer  Kugel  und  die  der  Intensitätslinien 
des  Cylinders;  beide  kommen  in  der  Ausführung  so  ziemlich  auf 
dasselbe  hinaus.  Die  durch  einen  bestimmten  Punkt  S  (der  verti- 
calen  Projectionsebene)  etwa  gelegten  Parallelebenen  zu  den  Ebenen 
der  erzeugenden  Kreise  umhüllen  einen  Rotationskegel  mit  verti- 
caler  Axe,  der  der  Normalenkegel  vom  Bichtungskegel  der  Schrau- 
benlinie S  ist;  man  mache  die  Länge  seiner  Erzeugenden  von  S 
zur  Spur  dem  Badius  des  erzeugenden  Kreises  gleich.  Man  legt 
durch  S  einen  Lichts^trahl  /  und  wählt  auf  ihm  den  Punkt  A^  der 
die  Scalenlänge  SA  bestimmt,  und  projiciert  diese  orthogonal  auf 
diejenige  Tangentialebene  des  Kegels,  welche  dem  betrachteten  Nor- 
malschnilt  parallel  ist.  Man  beschreibt  über  dieser  Projection  als 
Durchmesser  die  Basis  eines  Botati onscylin de rs ;  die  Ergebnisse  der 
Beleuchtungsconstruction  für  diesen  werden  auf  den  betrachteten 
Normalscbnitt  übertragen.  Tafel  XVI  zeigt  die  Ergebnisse  und  in 
der  Nebenfigur  a)  die  Construction^  an  deren  Erläuterung  für  die 
zur  Aufrissebene  normalen  Querschnitte  2  und  6  wir  die  Methode 
verdeutlichen  können. 

Man  fällt  von  0  in  SA  auf  die  Parallelebene  zum  Normal- 
schnitt in  2  die  Normale  ö/'ji  l^g^  ^2  ^^^  '^  ^^  *^^®  Horizontal- 
ebene um  und  beschreibe  aus  2'  in  der  Schraubenlinie  mit  dem 
Badius  F^S.^  einen  Kreis,  schneide  ihn  aus  dem  Endpunkte  M2  des 
Durchmessers  F^2  ||  F2S2  mittelsf  der  der  Scala  in  05'  entnom- 
menen Längen  5'  9 ,  5  8,  etc.  und  markiere  die  Schnittpunkte  der 
zu  den  Sehnen  M2^ ^  M2S,  etc.  parallelen  Badien  mit  dem  Normal- 
schnittkreise 2.  Die  so  erhaltenen  Intensitätspunkte  sind  durch 
Drehung  um  den  zur  Grundrissebene  parallelen  Durchmesser  in  ihre 
eigentliche  Lage  zurückzuführen.  Man  fällt  von  ihnen  Normalen 
zu  diesem  Durchmesser,  überträgt  die  Längen  dieser  Perpendikel 
von  5"  aus  auf  die  ümiissmantellinie  des  Kegels  der  Scala  und 
beistimmt  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von  der  Axe  des  Kegels, 
als  die  Abstände  der  Grundrisse  der  Punkte  vom  horizontalen  Durch- 
messer; zugleich  sind  die  Abstände  derselben  Punkte  von  der  durch 
S"  gelegten  Horizontalen  die  Abstände  der  Intensitätspunkte  von 
der  durch  2  gehenden  Horizontalebene. 

Die  Fusspunkte  der  zur  Fläche  normalen  Strahlen  (hellste  Punkte 
in  dem  beleuchteten,  Maximalstellen  des  Beflexlichtes  im  nicht  be- 
leuchteten Thoile)  liegen  in  dem  zu  /  parallelen  Normalschnitt  oder 
entspringen  aus  dun  durch  AS  gehenden  Tangentialebenen  des  Sca- 
lenkegels;  die  ersten  Spuren  von  diesen  haben  die  Bichtungen  der 
horizontalen  Durchmesser  der  bezüglichen  Normalschnitte  und  er- 
zeugenden Kreise.  (1  und  5  in  der  Tafel.) 
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Von  Wichtigkeit  ist  es,  dass  man  die  Ponkte  in  den  Umrissen 
der  Fläche  direct  construiert,  natürlich  mit  Hilfe  ihrer  projicieren- 
den  Cylinder. 

Der  zum  Lichtstrahl  normale  Durchmesser  3' 7'  des  Grundrisses 
ist  die  Sjmmetrieaxe  für  die  Horizontalprojectionen  der  IntensitSts- 
linien,  so  zwar,  dass  von  den  nach  ihr  symmetrischen  Hälften  die 
eine  sichtbar  und  die  andere  unsichtbar  ist.  Man  bemerke;  dass 
die  Intensitätslinien  3  und  9  Doppelpunkte  besitzen,  weil  die  Nei- 
gimg des  Strahles  so  gewählt  ist,  dass  z.  6.  die  umhüllten  Cylinder 
in  7  und  3  die  höchsten  Erzeugenden  zu  Linien  einer  bestimmten 
Stufe  der  Intensitätsscala  haben.  Wäre  der  Lichtstrahl  gerade  pa- 
rallel der  Tangente  der  Schraubenlinie  8  im  Punkte  7  gewählt 
worden^  so  hätte  jede  Erzeugende  des  nach  dem  zugehörigen  Nor- 
malschnitt berührenden  Cylinders  die  Intensität  10  und  die  Be- 
rührungscurye  hätte  den  Normalschnitt  in  7  zum  einen  Theile  und 
besässe  somit  Doppelpunkte  in  diesem. 

Die  Tafel  enthält  auch  die  Grenzlinien  der  Schlagschatten,  welche 
die  Fläche  auf  sich  selbst  und  auf  den  Projectionsebenen  hervor- 
bringt. Man  construiert  zuerst  die  Spuren  des  zum  Lichtstrahl  / 
parallelen  Cylinders,  der  die  Intensitätslinie  10  der  Fläche,  die  Schat- 
tengrenze, zur  Leitcurve  hat,  und  achtet  auf  ihre  Doppelpunkte,  die 
offenbar  die  Endpunkte  der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  sich  selbst 
in  ihrer  Schattengrenze  liefern,  wie  auch  die  Punkte  der  Schatten- 
grenze, welche  diese  Endpunkte  hervorbringen.  Für  einen  Punkt 
W  der  Selbstschattengrenze  erhält  man  dann  den  Schnittpunkt  des 
durch  ihn  gehenden  Lichtstrahles  mit  der  Fläche  etwa  mittelst  des 
Querschnittes  seiner  ersten  projicierenden  Ebene  mit  derselben,  den 
man  durch  die  Aufrisse  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  System  der 
Intensitätslinien  finden  wird;  denn  sein  Schnitt  mit  der  Vertical- 
projection  des  Lichtstrahles  ist  der  Aufriss  für  den  betreffenden 
Punkt  des  Schlagschattens. 

74.  Den  vorhergehenden  Problemen  schliessen  sich  die 
über  die  Durchdringungen  der  Rotationsflächen  mit 
Kegeln  und  Cylindern  eng  an. 

Sei  eine  Rotationsfläche  von  der  Axe  a  parallel  OZ  und 
dem  Umrissmeridian  M««,  und  ein  Kegel  durch  seine  Spitze 
M  und  seine-  Leitcurve  oder  insbesondere  seine  Spur  Sj  in 
der  ersten  Projectionsebene  gegeben,  so  werden  die  Punkte 
der  Durchdringung  auf  einem  beliebigen  Parallelkreis  P^  der 
Fläche  gefunden,  indem  man  durch  die  Spitze  M  und  diesen 
Parallel  einen  Kegel  denkt,  und  die  Erzeugenden  desselben 
bestimmt,  welche  zugleich  dem  gegebenen  Kegel  angehören; 
dazu  verzeichnet  man  die  kreisförmige  Spur  dieses  Hilfskegels 
in  der  ersten  Projectionsebene  aus  dem  Mittelpunkte  und  einem 

Fiedler,  dftrttellende  Geometrie,  n.  \  Anfl.  33 


514     n.  Curyen  und  Flächen:  C)  Rotations-  u.  Schranbnngsflächen.  74. 

Punkte  der  Peripherie,  etwa  dem  im  Umrissmeridian  gelegenen, 
und  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  Spur  8|  *,  die  Geraden 
von  diesen  Punkten  nach  M  schneiden  den  Parallelkreis  F,-  in 
den  Punkten  der  Durchdringungscurye.  Die  zugehörigen  Tan- 
genten der  Durchdringungscurve  sind  die  Durchschnittslinieii 
der  entsprechenden  Tangentialebenen  des  Kegels  und  der  Ro- 
tationsfläche; man  bestimmt  ihre  ersten  Durchstosspunkte  als 
Schnitte  der  ersten  Spuren  dieser  Tangentialebenen. 

Die  gefundene  Durchdringungscurve  kann  als  der  Yon 
irgend  einer  Leitcurve  des  Kegels  My  S|  bei  Beleuchtung  aus 
dem  Punkte  M  auf  die  Fläche  geworfene  Schlag- 
schatten angesehen  werden. 

Es  ist  offenbar,  dass  dieselbe  Construction  und  gleich- 
zeitig Interpretation  auf  die  Durchdringungscurve  einer  Cy- 
linderfläche  mit  der  Rotationsfläche  übergehen.  Wenn  der 
Kegel  respective  Cylinder  der  Berührungs-Kegel  oder  Cylinder 
einer  andern  krummen  Fläche  ist,  so  dass  seine  Berührungs- 
curye  mit  dieser  als  seine  Leitcurve  erscheint,  so  giebt  die- 
selbe Durchdringung  den  Schlagschatten  der  ersteren 
Fläche  auf  die  letztere. 

In  der  Regel  wird  der  Berührungs-Kegel  oder 
Cylinder  einer  krummen  Fläche  sie  selbst  weiter- 
hin durchdringen  —  dies  ist  nur  unmöglich  bei  den 
Flächen  zweiten  Grades  — ,  so  dass  sich  gewöhnlich  das  ge- 
genwärtig betrachtete  Problem  mit  dem  des  §  68  verbindet. 
Im  Sinne  der  Schattenconstructiou  liefert  eine  solche  Durch- 
dringung die  Begrenzung  des  von  der  Fläche  auf  sich 
selbst  geworfenen  Schlagschattens. 

In  diesem  Falle  ist  die  Leitcurve  des  Kegels  die  Gnrve 
der  Selbstschattengrenze  auf  oder  vollständiger  (vergl.  §  73, 6) 
seine  Berübrungscurve  mit  der  Fläche,  und  man  sieht  sofort, 
dass  jeu^e  Punkte  der  Selbstschattengrenze,  wo  die 
Tangente  derselben  mit  der  einen  Haupttangente 
der  Fläche  im  bezüglichen  Punkte  zusammenfällt, 
bereits  der  fraglichen  Schlagschattencurve  ange- 
hören und  dass  beide  Curven  einander  hier  be- 
rühren müssen.  Dies  ist  aber  ferner  nur  ein  Specialfall 
eines  allgemeinen  Gesetzes,  welches  eben  die  Durchdringungs- 
curve der  Fläche    mit  einem  Kegel   von   gegebenem  Scheitel 
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und  die  Berühruugscurve  des  ihr  aus  demselben  Seheitel  um- 
geschriebenen Kegels  betriflFfc.  Wenn  sich  diese  Curven  in  einem 
Punkte  der  Fläche  schneiden  ^  so  ist  die  nach  diesem  Punkte 
gehende  Erzeugende  beiden  Kegeln  gemein  und  eine  Tangente 
der  Fläche,  sie  muss  also  die  Durchdringungscurve  des  Schlag- 
Schattenkegels  mit  der  Fläche  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten  treffen  oder  berühren;  als  Erzeugende  des  Berühr- 
ungskegels ist  aber  dieselbe  Linie  die  conjugierte  Tangente 
zur  Tangente  der  Selbstschattengrenze  in  diesem  Punkte, 
d.  h.  wenn  auf  einer  krummen  Oberfläche  die  durch 
Licht  von  einem  Punkte  aus  erzeugte  Selbstschat- 
tengrenze in  einem  Punkte  von  einer  derselben 
Beleuchtung  entspringenden  Schlagschattengrenze 
auf  dieser  Fläche  geschnitten  wird,  so  bilden  die 
Tangenten  beider  in  diesem  Punkte  mit  den  Haupt- 
tangenten der  Fläche  in  ihm  ein  harmonisches  Bü- 
schel; oder  mit  andern  Worten,  sie  sind  conjugierte  Durch- 
messer der  Indicatrix  der  Fläche  in  diesem  Punkte.  Man 
sieht,  dass  der  vorige  Satz  ein  specieller  Fall  von  diesem  ist, 
und  dass  derselbe  auch  für  den  Schlagschatten  gilt,  den  der 
Körper  auf  sich  selbst  wirft. 

Offenbar  ist  durch  diese  Betrachtungen  die  Aufgabe  mit- 
gelöst,   unter    den    Erzeugenden    eines    Kegels    die- 
jenigen zu  bestimmen,    die  eine  gegebene   krumme 
-Fläche,  hier  eine  Rotationsfläche,  berühren. 

An  dieselbe  reiht  sich  aber  endlich  die  andere  von  der 
Bestimmung  der  Tangentialebenen  eines  gegebenen 
Kegels,  die  zugleich  die  Fläche  berühren;  auch  zu 
ihrer  Lösung  bildet  man  den  Berührungskegel  der  Fläche 
aus  dem  Scheitel  des  gegebenen  Kegels,  und  erhält  als  die 
der  Aufgabe  genügenden  Ebenen  die  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen beider  Kegel.  Man  wird  ihre  Spuren  als  gemeinschaft- 
liche Tangenten  der  Spuren  beider  Kegel  in  einer  Projections- 
ebene  z.  B.  XOY  erhalten. 

Die  Doppeltangentialebenen  des  Berührungskegels  selbst 
gehören  der  doppelt  berührenden  Developpabeln  der 
krummen  Fläche  an;  man  erhält  diese  also  aus  ihnen,  wenn 
man  die  Spitze  des  Tangentenkegels  eine  Gerade  durchlaufen 
lässt.    (Vergl.  §  56,  8.) 

33* 
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1)  Man  bestimme  den  Schlagschatten  einer  kreisförmigen  Scheibe 
in  einer  ersten  projicierenden  Ebene  und  für  paralleles  Licht  auf 
ein  einfaches  Rotationshjperboloid  von  vertictJer  Axe.  Man  wird 
für  diesen  Fall  die  geraden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  zweck- 
mässig benutzen.  (Yergl.  §  59,  4.)  Ist  g  eine  solche  mit  dem 
Punkte  Ä  im  Kehlkreis  und  dem  Punkte  S^  in  der  ersten  Spur  des 
Hyperboloides,  so  legen  wir  durch  A  den  Lichtstrahl  und  verzeichnen 
die  durch  ihn  und  g  bestimmte  Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der 
Ebene  der  Kreisscheibe,  endlich  die  Schnittpunkte  von  dieser  mit 
dem  Kreise  selbst;  dann  schneiden  die  durch  diese  letzteren  ge- 
führten Lichtstrahlen  das  Hyperboloid  einmal  in  g^  das  andre  mal 
in  der  zweiten  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  welche  die  gedachte 
Ebene  enthält.  So  erhält  man  vier  Punkte,  von  denen  zwei  der 
Schlagschattencurve  angehören.  Die  Betrachtung  deijenigen  Er- 
zeugenden der  andern  Schaar  des  Hyperboloids,  welche  mit  g  die- 
selbe erste  Projection  und  somit  denselben  Punkt  im  Kehlkreis  hat, 
liefert  durch  Combination  mit  demselben  Lichtstrahl,  etc.  abermals 
vier  Punkte.  Die  Construction  der  Tangenten  der  Schattencurve 
gestaltet  sich  auch  sehr  einfach.    Man  beschreibe  sie. 

2)  Wenn  die  die  Spitze  des  Kegels  enthaltende  Meridianebene 
zugleich  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie  für  den  Kegel  ist,  so 
ist  seine  Durchdringungscurve  mit  dieser  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene 
orthogonal  symmetrisch.  In  welchem  Falle  wird  ein  projicierender 
Cylinder  der  Curve  doppelt  umgeschrieben? 

3)  Liegt  die  Spitze  des  Kegels  in  der  Aze  a  selbst,  so  dass 
jede  Meridianebene  die  Spitze  enthält,  so  kann  die  Durchschnitts- 
cnrve  mit  Hilfe  der  Meridiane  zweckmässig  construiert  werden. 

4)  Ist  der  Kegel  vom  zweiten  Grade,  so  zeigt  die  zweite  Pro- 
jection der  Durchschnittscurve  im  Allgemeinen  einen 
Doppelpunkt;  es  ist  offenbar,  dass  demselben  zwei  Erzeugende' 
des  Kegels  von  einerlei  zweiter  Projection  entsprechen,  die  denselben 
Parallelkreis  der  Botationsfläche  schneiden,  die  also  zur  Ebene  des 
Meridians  M««  symmetrisch  liegen.  AUe  zur  Axe  OY  parallelen 
Sehnen  der  Kegelfläche  werden  aber  von  der  zm  OY  conjugierten 
Diametralebene  desselben  halbiert  und  die  fraglichen  Erzeugenden 
müssen  also  in  der  zweiten  Projection  mit  der  Geraden  zusammen- 
fallen, in  welcher  die  Ebene  Hm  von  der  besagten  Diametralebene 
des  Kegels  geschnitten  wird.  Wenn  die  durch  dieselbe  gehende 
zweite  projicierende  Ebene  beide  Flächen  in  Curven  schneidet,  die 
zwei  Punkte  gemein  haben,  so  existiert  der  fragliche  Doppelpunkt. 
In  Fig.  124  ist  derselbe  für  die  Durchdringungscurve  der  Kugel 
K  und  des  Kegels  zweiten  Grades  von  der  Spitze  M  und  der  durch 
ihre  Hauptaxen  AB  und  CD  bestimmten  Horizontalspur  direct  con- 
struiert. Die  zu  den  der  Axe  0  Y  parallelen  Sehnen  coi\jngierte 
Diametralebene  des  Kegels  —  Horizontalspur  s^  —  und  die  Ebene 
VLxM  der  Botationsfläche  schneiden  sich  in  der  Geraden  g^  deren 
zweite  projicierende  Ebene  mit  der  Kugel   einen   Kreis,  mit  dem 
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Kegel  eine  Ellipse  gemein  hat;  ihre  Schnittpunkte  geben  den  DoppeU 
punkt  ß'  der  Verticalprojection  und  die  entsprechenden  Tangenten. 

5)  Wäre  der  Kegel  nicht  vom  zweiten  Grade,  so  würde  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  za  0  F  parallelen  Sehnen  eine  KegelflSche 
von  derselben  Spitze  sein;  dieselbe  giebt  auch  dann  noch  das  Kri- 
terium fttr  die  etwaigen  Doppelpunkte  der  zweiten  Projection. 

6)  Was  folgt  daraus  für  die  Durchdringungen  der  Kugel  mit 
Kegelflächen,  deren  Spitzen  im  Meridian  1£^  liegen? 

Fig.  IM. 


7)  Man  übertrage  die  vorigen  Erörterungen  auf  den  Fall  der 
Centralprojection. 

8)  Der  ebene  Schnitt  einer  krummen  Fläche  begegnet  den  Be- 
rührungscurven  aller  zu  seiner  Ebene  parallelen  berührenden  Cjrlin- 
der  und  aller  von  ihren  Punkten  ausgehenden  berührenden  Kegel 
so,  dass  ihre  Tangenten  im  Schnittpunkte  zu  den  entsprechenden 
Uaupttangenten  der  Fläche  harmonisch  sind. 
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9)  Man  verzeicbne  den  Schlagschatten  des  Toms  auf  sich  selbst 
für  parallele  Lichtstrahlen. 

10)  Ebenso  die  Schlagschatten  einer  Botationsfl&che  von  Oe- 
fässform. 

11)  Welche  Eigenschaft  entspringt  aus  dem  Hauptsätze  des 
Textes  für  die  Punkte,  in  welchen  die  Selbstschattengrenze  des  ein- 
fachen Hyperboloids  und  der  Schlagschatten  seines  obem  Parallel- 
kreises in  das  Innere  (Tafel  XV)  sich  schneiden? 

75.  Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  §  überträgt  sich 
das  Wesentlichste  auf  die  Beziehungen  der  krummen  Flachen, 
insbesondere  der  Rotationsflächen,  zu  developpabeln  Flächen 
mit  Rückkehrkante.  Diese  Beziehungen  liefern  vier  Aufgaben, 
die  wir  nur  im  Allgemeinen  zu  erörtern  haben  und  you  denen 
nur  eine  im  Vorigen  nicht  hervorgetreten  ist.    Man  kann 

a)  die  Durchdringungscurve  der  developpabeln 
Fläche  mit  der  krummen  fordern,  d.  i.  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Erzeugenden  der  Developpabeln  mit  der  krummen 
Fläche  F.  Sie  hat  Doppelpunkte,  wo  die  Doppelcurve  der 
Developpabeln  in  die  Fläche  F  eindringt.     Man  kann 

b)  die  Durchschnittspunkte  der  Rückkehrkante 
der  developpabeln  Fläche  mit  der  krummen  bestim- 
men; sie  werden  die  Punkte  sein,  welche  die  Durchdringungs- 
curve  bei  a)  mit  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln  ge- 
mein hat  und  sind  natürlich  stationäre  Punkte  in  ihr. 
Soll  man  aber  nur  diese  Punkte  b)  selbst  bestimmen,  so  thut 
jede  die  Rückkehrkante  enthaltende  Developpable,  also  z.  B. 
auch  ein  projicierender  Cylinder  derselben  den  nämlichen 
Dienst;  wählt  man  im  Falle  der  Rotationsfläche  mit  zxx  OZ 
paralleler  Axe  den  zu  dieser  Axe  a  derselben  parallelen,  so 
bestimmt  man  die  Durchdringuugscurve  leicht  mit  Hilfe  der 
Parallelkreisebenen  der  Fläche.  Ist  die  Developpable  in  a) 
die  Begrenzung  des  durch  eine  gegebene  Fläche  F^  bei  Be- 
leuchtung durch  eine  leuchtende  Fläche  erzeugten  Schatten- 
raumes (vergl.  §  47),  so  ist  die  Durchdringung  die  Schlag- 
Bchattencurve  jener  Fläche  F,  auf  die  Fläche  F.  Wäre  die 
Grenzlinie  des  Selbstschattens  der  Fläche  F  für  dieselbe  Be- 
leuchtung bekannt,  so  gilt  aus  den  im  vorigen  §  entwickelten 
Gründen  für  einen  Durchschnittspunkt  beider  Curven  auf  F, 
dass  ihre  Tangenten  in  demselben  za  den  Haupttangenten  der 
Fläche  in  ihm  conjugiert  harmonisch  sind.    Diese  Schnittpunkte 
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selbst  aber  sind  die  Punkte,  in  welchen  eioe  Erzeugende  der 
Developpabeln  des  Schattenraumes  die  Fläche  berührt  und 
entsprechen  also  der  Aufgabe 

c)  diejenigen  Erzeugenden  einer  Developpabeln 
zu  bestimmen^  welche'die  gegebene  krumme  Fläche 
berühren.  Man  sieht,  die  Losung  dieser  Aufgabe  erfoi^ert, 
für  irgend  einen  ebenen  Schnitt  der  gegebenen  Developpabeln 
die  durch  ihn  gehende  der  krummen  Fläche  umgeschriebene  De- 
veloppable  und  die  gemeinsamen  Erzengenden  beider  aus  den 
gemeinsamen  Punkten  ihrer  Spuren  in  einer  beliebigen  Ebene 
zu  bestimmen.  Man  kann  dazu  speciell  den  unendlich  fernen 
ebenen  Schnitt  wählen,  d.  h.  die  umgeschriebene  Developpable 
für  den  gleichen  Richtungskegel  mit  der  gegebenen  erzeugen 
(§  14).    Endlich  ist  die  Aufgabe 

d)  möglich,  diejenigen  Tangentialebenen  einer  de- 
veloppablen  Fläche  zu  finden,  welche  eine  krumme 
Fläche  berühren;  bilden  wir  wieder  die  der  krummen  Fläche 
umgeschriebene  Developpable  von  demselben  Richtungskegel  mit 
der  gegebenen,  so  sind  die  Spuren  der  gesuchten  Ebenen  in 
einer  festen  Ebene  unter  den  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  bezüglichen  Spuren  beider  Developpabeln. 

Der  Aufgabe  a)  entspricht  dualistisch  das  Problem  e), 
die  Enveloppe  aller  der  Tangentialebenen  der  krummen  Fläche 
zu  bestimmen,  welche  durch  die  aufeinander  folgenden  Er- 
zeugenden einer  developpabeln  Fläche  gehen. 

1)  Man  erörtere  näher  die  Beziehung  der  Bttckkehrkante  einer 
Developpabeln  im  Schnittpunkte  mit  einer  krummen  Fläche  zur 
Durchdringungscurve  der  Developpabeln  mit  der  krummen  Fläche 
—  etwa  an  dem  Beispiel  der  Schnittpunkte  einer  Schraubenlinie  mit 
einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades. 

2)  Man  discutiere  die  Construction  derjenigen  Tangentialebenen 
einer  krummen  Fläche ,  welche  zugleich  Schmiegungsebenen  einer 
gegebenen  cylindrischen  Schraubenlinie  sind.  In  welcher  Beziehung 
steht  dieselbe  zu  dem  Problem  der  Beleuchtungsconstructionen? 

3)  Welche  Folgerungen  erlauben  die  Betrachtungen  dieses  und 
des  vorigen  §  für  die  Selbstschattengrenze  (Halbschatten  und  Voll- 
scbatten)  und  die  Grenze  des  Schlagschattens  auf  sich  selbst  an 
einer  krummen  Fläche  und  für  Licht  aus  einer  endlich  ausgedehnten 
Quelle? 

76.  Wir  wenden  uns  zu  den  Beziehungen  von  zwei 
krummen  Flächen  zu  einander,  wobei  wir  insbesondere 
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die  eine  oder  beide  als  Rotationsflächen  denken  werden.   Zwei 
krumme  Flächen  besitzen 

a)  im  Allgemeinen  eine  gemeinsam  aufgeschriebene 
Curve  und 

b)  eine  gemeinsam  umgeschriebene  Developpable; 
man  kann  insbesondere  nach  ihren  gemeiuschaftliclieD  Punkten 
auf  einer  Ebene  oder  einer  deyeloppabeln  oder  krummen  Fläche, 
nach  ihren  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  durch  einen 
Punkt  oder  mit  einer  Fläche,  nach  ihren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  durch  einen  Punkt,  in  einer  Ebene  oder  durch 
eine  Gerade  fragen^  sieht  aber  sofort ,  dass  die  letzteren  Auf- 
gaben theils  auf  frühere,  theils  auf  die  ersteren  zurückkom- 
men.    Nur  mit  diesen  wollen  wir  uns  noch  beschäftigen. 

Die  gemeinsame  Ourve oder  Durchdringungscurve  von 
zwei  Flächen  F, ,  Fj  wird  durch  Hilfsfiächen  Hf  wie  folgt  be- 
stimmt: Man  construiert  eine  Hilfsfläche  H.-,  yerzeichnet  ihre 
Schnittlinie  Cu  niit  der  Fläche  Ff  und  ebenso  ihre  Schnitt- 
linie Csi  mit  der  Fläche  Fj  und  bestimmt  die  gemeinsamen 
Punkte  Pni  dieser  Curven;  sie  sind  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  @,2.  Es  kommt  hiernach  nur  darauf  au,  ein  System 
solcher  Hilfsflächen  H^  zu  ermitteln,  dessen  Schnitte  mit  den 
Flächen  F, ,  Fj  bequem  und  sicher  zu  construieren  sind. 

Ebenso  wird  die  gemeinsam  umgeschriebene  Develop- 
p  abl  e  von  zwei  Flächen  F, ,  F2  durch  Hilfsflächen  H^  construiert, 
indem  man  die  gemeinschaftlichen  Developpabeln  Di^  Dsi  der- 
selben mit  Fj,  F2  respective  ermittelt  und  die  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebenen  derselben  bestimmt;  diese  sind  Ebenen 
der  gemeinsamen  Developpabeln  S)i2-  Die  Aufsuchung  eines 
Systems  solcher  Hilfsflächen  H^,  deren  gemeinsame  Develop- 
pabeln mit  F, ,  F2  bequem  und  sicher  genug  zu  verzeichnen 
sind,  ist  das  Wesentliche.  Es  ist  dasselbe  Princip,  welches 
schon  bei  der  Construction  ebener  Schnitte  und  Berührungs- 
kegel und  allererst  schon  beim  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
zur  Anwendung  gekommen  ist.  Im  Allgemeinen  können  für 
das  Problem  a)  als  Hilfsflächen  Ebenen  und  für  das  Problem 
b)  Punkte  verwendet  werden;  und  man  wird  die  vollständige 
Lösung  der  Probleme  erlangen,  wenn  man  alle  Ebenen  H, 
eines  Büschels,  respective  alle  Punkte  Hi  einer  Reihe  nach 
einander   benutzt;   insbesondere  darf  die  Scheitelkante   dieses 
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Büschels  oder  die  Gerade  dieser  Reihe  als  unendlich  ferne 
Gerade  oder  als  Stellung  einer  Ebene  gewählt  werden.  Sei  sie 
z.  B.  die  Stellung  der  ersten  Projectionsebene.  Dann  schneidet 
eine  Parallelebene  H^  derselben  beide  Flächen  F, ,  Fj  in  Curven^ 
deren  erste  Projectionen  Ci/,  Cs/  zu  verzeichnen  sind;  ihre 
Durc^schnittspunkte  sind  die  ersten  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  von  6,2  und  die  zweiten  Projectionen  derselben 
liegen  in  der  gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene.  Die  zuge- 
hörigen 'faugenten  der  Durchdringungscurye  sind  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  Flächen. 


Andererseits  bestimmt  eine  in  der  ersten  Projectionsebene 
enthaltene  Richtung  mit  beiden  Flächen  Berührungscylinder, 
deren  Spuren  in  der  zweiten  Projectionsebene  wir  uns  be- 
stimmt denken;  die  gemeinsamen  Tangenten  dieser  Spuren 
sind  die  zweiten  Spuren  gemeinsamer  Tangentialebenen,  deren 
erste  Spuren  jene  Richtung  haben.  Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Developpabeln  sind  die  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Berührungspunkte  auf  beiden  Flächen. 

Wenn  man  im  ersten  Falle  die  Hilfsebene  parallel  sich 
selbst  stetig  durch  alle  die  Lagen  führt,  in  denen  sie  zugleich 
beide  Flächen  F^  Fj  schneidet,  so  hat  man  die  Durch  drin- 
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gungscurye  d.  h.  alle  ihre  Punkte  und  Tangenten  vollständig 
erhalten.  Und  wenn  im  zweiten  Falle  die  Richtung  in  der 
festen  Ebene  stetig  durch  alle  die  Lagen  bewegt  wird,  in 
denen  sie  mit  beiden  Flachen  Berührungscylinder  bestimmt^ 
so  bat  man  alle  Ebenen  und  Erzeugenden  der  gemeinsamen 
Developpabeln  gefunden.  Die  aufeinander  folgenden  Lagen 
der.  Ebene  imd  des  Punktes  liefern  dabei  aufeinander  folgende  * 
Gruppen  von  Punkten  und  Tangenten  der  Curve,  respective 
Gruppen  von  Ebenen  und  Erzeugenden. 

Die  vorigen  Erörterungen  geben  die  ganz  allgemeinen 
Lösungen  für  die  in  Rede  stehenden  Probleme.  In  besondern 
Fällen  gestattet  die  gewonnene  Methode  zweckmässige  Modifi- 
cationen^  und  es  kann  auch  geschehen,  dass  andere  Hilfsflächen 
besser  als  die  Ebene  und  der  Punkt  zum  Ziele  fähren.  Wenn  die 
eine  der  Flächen  eine  Rotationsfläche  ist,  so  geben  die  Normal- 
ebenen zu  ihrer  Axe  oder  die  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen 
das  bequeme  System  der  Hilfsebenen,  und  die  Punkte  der 
Axe  selbst  oder  der  zu  ihr  normalen  Stellung  das  der  Hilfs- 
punkte; denn  jene  führen  auf  Parallelkreise  und  Meridiane 
als  Schnitte,  diese  auf  Parallelkreisberührungskegel  und  Meri- 
dianberührungscylinder  als  Developpable. 

Wir  besprechen  den  Fall  von  zwei  Rotationsflächen 
etwas  näher  und  unterscheiden  die  beiden  Lagen,  wo  ihre  Axen 
a,  a*  in  einer  Ebene  liegen,  und  wo  sie  sich  kreuzen.  Durch 
Transformation  des  Projectionssystems  kann  in  beiden  Fällen 
bewirkt  werden,  dass  die  Axe  a  der  Axe  OZ  parallel  und  zugleich 
die  Axe  a*  der  zweiten  Projectionsebene  parallel  ist. 

Liegen  die  Axen  a,  et*  in  einer  Ebene,  so  können 
sie  zuerst  insbesondere  parallel  zu  einander,  also  beide  zu 
OZ  parallel  sein;  dann  sind  für  die  Bestimmung  der  Durch- 
dringung die  zu  ihnen  normalen  Hilfsebenen,  welche  beide 
Flächen  in  Parallelkreisen  schneiden,  zu  wählen;  jede  der- 
selben liefert  im  Allgemeinen  zwei  zur  Ebene  ae^  symmetrisch 
gelegene  Punkte  der  Curve  und  man  bestimmt  leicht  die  zu- 
gehörigen Tangenten. 

Für  die  gemeinsame  Developpable  sind  die  Berührungs- 
cylinder für  parallele  Meridiane  oder  die  Parallelkreisberühr- 
ungskegel von  einerlei  Winkel  an  der  Spitze  zu  benutzen; 
jedes  Paar   derselben   liefert  eine  Gruppe   gemeinschaftlicher 
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Tangentialebenen  und  zugehöriger  Erzeugenden  der  Develop- 
pabeln.  Es  erhellt^  dass  die  Ebene  aa*  die  Ebene  einer  Dop- 
pelcurve  der  Developpabeln  ist^  entsprechend  dem  zu  dieser 
Ebene  normalen  doppelt  berührenden  Cylinder  der  Durch- 
dringungscurve. 

Wenn  die  Axen  «,  «*  sich  schneiden,  so  würden 
die  zu  a  normalen  Ebenen  nur  die  eine  Fläche  in  Parallel- 
kreisen schneiden  und  die  zu  a  normalen  Richtungen  würden 
nur  mit  dieser  Fläche  Meridianberührungscjlinder  bestimmen; 
die  Schnitte  respective  Berührungscylinder  der  andern  wären 
mühsam  zu  construieren.  Dagegen  bietet  ein  System  concen- 
irischer  Kugeln  aus  dem  Schnittpunkte  a^  a*  der  Axen  als 
Mittelpunkt  alle  Vortheile  eines  Hilf'sflächeusystems  dar  (Fig. 
125).  Eine  solche  Kugel,  welche  beide  Flächen,  d.  i.  deren 
Umriss  die  Umrisse  SflC,.,,  ML^»*  beider  Rotationsflächen,  schnei- 
det, hat  mit  jeder  der  Flächen  ein  System  von  Parallelkreisen 
gemein ;  sind  P,  P*  ein  Paar  solcher  durch  dieselbe  Kugel  des 
Systems  erhaltener  Parallelkreise  beider  Flächen,  so  schneiden 
sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P, ,  /l^ ,  welche 
der  Durchdringungscurve  angehören.  Nach  wie  vor  ist  der  zur 
Ebene  aä*  normale  Cylinder  durch  die  Curve  ein  doppeltpro- 
jicierender  oder  doppeltberührender.  Die  Fig.  125  enthält  auch 
die  Gonstruction  der  Tangeute  t  im  Punkte  P  an  die  Durch- 
dringungscurve; man  wird  sie  leicht  erklären. 

Jede  Kugel  des  Systems  hat  auch  (Fig.  126)  mit  jeder 
der  beiden  Flächen  ein  System  von  Parallelkreisberührungs- 
kegeln  zur  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpabeln ;  ein  sol- 
cher Kegel  der  einen  und  einer  der  andern  Fläche  haben  mit 
einander  zwei  Tangentialebenen  gemein,  welche  zur  gemein- 
schaftlichen Developpabeln  der  Rotationsflächen  gehören,  und 
die  Verbindungslinien  e  der  zugehörigen  Paare  der  Berührungs- 
punkte entsprechen  ihnen  als  Erzeugende.  Die  gemeinschaft- 
liche Meridianebene  ist  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  die  developpable  Fläche. 

1)  Die  Durchdringung  einer  Rotationsfläche  mit  einem  geraden 
Conoid,  dessen  Bichtungsebene  zur  Axe  derselben  normal  ist,  wird 
mittelst  Hilfsebenen  von  der  Stellung  dieser  Richtungsebene  con- 
strniert;  als  Beispiel  dient  die  Durchdringung  des  Torus  mit  der 
Wölbfläche  des  Einganges  in  den  runden  Tburm. 

2)  Wenn  die  Axe  einer  Rotationsfläche  zugleich  Leitlinie  einer 
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Regelflftche  ist,  so  ist  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  ersteren 
vorzüglich  geeignet  für  die  Gonstruction  der  Durchdringungscarye. 

3)  Die  gemeinschaftlich  umgeschriebene  Developpable  einer  Bota- 
tionsfiäche  und  einer  windschiefen  Begelfläche  kann  ermittelt  werden, 
indem  man  die  Ebenen  durch  die  Erzeugenden  der  letzteren  be- 
stimmt, welche  die  erstere  berühren  und  die  Berührungspunkte  ver- 
bindet. Wie  gestaltet  sich  dies  in  den  vorhergehenden  Fällen? 

4)  Man  verzeichne  die  Schnittcurve  eines  Botationsellipsoides 
mit  der  Fläche  einer  scharfgängigen  oder  einer  flachgängigen 
Schraube. 

5)  Construiere  die  Durchdringung  eines  hyperbolischen  Para- 
boloides  und  einer  Kugel. 

Fig.  U6. 


iL' 


6)  Zwei  Rotationsflächen  von  einerlei  Axe  haben  ein  System 
von  Parallelkreisen  zur  gemeinsamen  Curve  und  ein  System  von 
Parallelkreisberührungskegeln  zur  gemeinsam  umgeschriebenen  De- 
veloppabeln.    Man  wende  dies  auf  das  System  von  zwei  Kugeln  an. 

7)  Für  die  gemeinsame  Curve  und  Developpable  von  zwei  Rota- 
tionsflächen, unter  denen  eine  Kugel  ist,  können  die  zur  Axe  der 
andern  normalen  Ebenen  und  Richtungen  als  Hilfs- Ebenen  und 
Punkte  verwendet  werden. 

8)  Die  Tangente  der  Durchdringungscurve  von  zwei  krummen 
Flächen  ist  die  Normale  zu  der  Ebene,  welche  von  den  Normalen 
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der  beiden  Flficben  im  Berti brungs punkte  bestjmmt  wird.  Dieser 
3atz  gestattet  bei  den  BotationsflBcben  besonders  bequeme  Benatzung. 
77.  Wenn  die  Axen  a,  ä*  der  RotatioDsfläcben 
nicht  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  während  jedoch 
a  parallel  OZ  und  ä*  parallel  SOZ  ist,  so  benutzt  mau  zur 
ConstructioQ  der  gemeinsamen  Curve  Hilfsebenen,  die  zur 
Axe  a  normal  sind;  jede  derselben  schneidet  die  erste  Ro- 
tationsfläche in  einem  Parallelkreis  F  und  die  zweite  in  einer 


Curve  O,  deren  erste  Projection  mit  Hilfe  der  Parallelkreise 
Fi*  der  Fläche  constmiert  wird,  und  deren  Darcbacbnittapunkte 
/■,,  /*j  mit  P  der  Durchdringungacurve  angehören.  (Fig.  127.) 
Die  Ebene  des  Parallels  F  schneidet  die  Ebene  eines  Paraliel- 
kreisee  P«*  in  einer  zu  OF  parallelen  Geraden  und  diese  den 
Ereis  F/  in  zwei  Punkten  jener  Onrve  C.  Die  Tangente  I  der 
DnrchdringungBCurTe  wird  am  bequemsten  als  Normale  der 
Ebene  bestimmt,   welche   die  Normalen  der  F^hen  im  Be- 


^ 
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rührungspunkt  euthält.  lu  der  Figur  ist  sie  für  den  Punkt 
P^  construiert;  n  und  n*  sind  die  Normalen  der  Flächen  in 
diesem  Punkte,  s, ,  «2  ^^^  Spuren  der  durch  sie  bestimmten 
Ebene,  als  deren  Normale  aus  P^  sich  t  ergiebt. 

Auch  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  Fläche 
von  der  Axe  a  liesse  sich  mit  Vortheil  zur  Construction  ver- 
wenden . 

Zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Deyeloppabeln 
zweier  solchen  Flächen  bedarf  es  gleichfalls  keiner  neuen 
Mittel.  Alle  zur  Axe  a  normalen  Richtungen  bestimmen 
mit  der  zu  dieser  gehörigen  Fläche  Meridianberührungscyliu- 
der,  mit  der  von  der  Axe  a^  Berührungscylinder,  welche  man 
ohne  Schwierigkeit  mittelst  des  Systems  der  Parallelkreis- 
berührungskegel  der  Fläche  um  a*  construiert;  die  gemein- 
schaftlichen Tangentialebenen  gehören  der  Deyeloppabeln  an, 
und  die  Verbindungslinien  der  Paare  der  Berührungspunkte 
sind  die  entsprechenden  Erzeugenden. 

Andrerseits  liefern  die  Punkte  der  Axe  a*  mit  der  zu- 
gehörigen Fläche  Parallelkreisberührungskegel ,  mit  der  von  a 
Berührungskegel,  die  man  mit  Hilfe  der  Schaar  der  Parallel- 
kreisberührungskegel dieser  Fläche  construiert;  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  solcher  concentrischer  Kegel  gehören 
zur  Developpabeln. 

Sind  die  betrachteten  Flächen  Flächen  zweiten  Gra- 
des, so  lässt  sich  eine  noch  bequemere  Construction  gewin- 
nen. Wir  denken  die  Axen  a,  a*  als  parallel  zur  zweiten 
Projectionsebeue  durch  ihre  »zweiten  Projectionen  und  ihren 
kürzesten  Abstand  bestimmt,  dazu  die  Umrissmeridiane  lä^g 
und  M««*  der  Flächen  gegeben,  beispielsweise  als  Ellipsen 
mit  den  Mittelpunkten  C,  C*  und  den  in  a,  a*  respective 
fallenden  Axen  AB ,  A*ß^  und  den  dazu  normalen  DE^  I>*E*. 
Denken  wir  nun  aus  C  ein  zu  a*,  C*,  .  .  .  ähnliches  und  ähn- 
lich gelegenes  Rotations-Ellipsoid  construiert,  das  mit  dem 
gegebenen  a^  C^  .  .  .  einerlei  Aequatorhalbmesser  hat,  so  be- 
rührt dies  dritte  Ellipsoid  jenes  erste  a,  ^,  .  .  .  in  zwei  Punk- 
ten des  Aequators  auf  dem  zur  zweiten  Projectionsebeue  nor- 
malen Durchmesser  und  schneidet  es  folglich  in  zwei  Ellipsen, 
deren  Ebenen  zweite  projicierende  Ebenen  sind.  Jede  Ebene, 
welche  zur  Ebene  einer  dieser  Ellipsen  parallel  ist,  schneidet 
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die  beiden  gegebenen  EUipsoide  in  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Ellipsen^  deren  eine  Axe  zur  zweiten  Protections- 
ebene  normal  und  die  andere  zu  ihr  parallel  ist.  Wählt  man 
also  zur  ersten  Projectionsebene  eine  Ebene,  in  welcher  diese 
Ellipse  als  Kreis  projiciert  wird,  so  erhält  man  die  Durch- 
dringungscurye  beider  EUipsoide  durch  ein  System  von  Hilfs- 
kreisen in  diesem  Projectionssystem  construiert.  (§  44 ,  3.) 
Offenbar  genügen  vier  verschiedene  Stellungen  der  ersten 
Projectionsebene  den  Bedingungen  der  Construction. 

Die  Beziehungen  von  drei  krummen  Flächen  zu 
einander  können  nur  in  speciellen  Fällen  zu  besonderen  Er- 
örterungen Anlass  geben.  Im  Allgemeinen  besitzen  sie  eine 
Gruppe  gemeinsamer  Punkte  und  eine  Gruppe  gemeinsamer 
Tangentialebenen;  jene  sind  die  gemeinschaftlichen  Punkt^e 
der  Gurven,  welche  eine  von  ihnen  mit  den  beiden  andern 
gemein  hat;  diese  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen 
der  Developpabeln ,  welche  einer  von  ihnen  mit  den  beiden 
andern  gemeinschaftlich  umgeschrieben  sind. 

Die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  ist  das  Product  der 
Ordnungszahlen  der  Flächen ;  die  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen das  ihrer  Classenzahlen. 

Sind  zwei  der  drei  Flächen  Rotationsflächen  von  einerlei 
Axe,  so  dass  ihre  Schnittcurven  Parallelkreise  und  ihre  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Developpabeln  Parallelkreisberühr- 
ungskegel  sind,  so  hat  man  nur  die  gemeinsamen  Punkte  dieser 
Kreise  respective  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser 
Kegel  mit  der  dritten  Fläche  zu  bestimmen. 

Drei  Kugeln  haben  nur  zwei  gemeinsame  Punkte  im  End- 
lichen, weil  sie  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis 
gemein  haben.  Sie  haben  aber  im  Allgemeinen  acht  gemein- 
same Tangentialebenen. 

Drei  Hyperboloide  mit  einer  gemeinsamen  Er- 
zeugenden haben  (vergl.  §  45)  nur  vier  gemeinsame  Punkte 
und  Tangentialebenen  ausser  dieser. 

1)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  eines  einfachen 
BotationshyperboloideB  mit  einem  Botationsellipsoid  bei  sich  kreuzen- 
den Azen. 

2)  Wenn  ist  die  Methode  der  Hilfskreise  auf  die  Consti-uction 
der  Durchdringungscurve  zweier  Rotationsflächen  zweiten  Oradüä 
nicht  anwendbar? 
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3)  Lägst  sich  eine  analoge  Methode  zur  Construction  der  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Developpabeln  von  zwei  Rotationsflächen 
zweiten  Grades  anwenden? 

4)  Die  gemeinsam  umgeschriebene  Developpable  von  zwei  Flächen 
begrenzt  den  Halb-  und  Kernschattenraum  der  einen,  wenn  die 
andere  leuchtend  gedacht  wird. 

5)  Man  bestimme  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangential- 
ebenen von  drei  Kugeln. 

6)  Wenn  von  drei  betrachteten  Flächen  zwei  Kugeln  sind  und 
eine  derselben  oder  beide  als  leuchtend  angesehen  wird,  ^welche 
Bedeutung  haben  die  Berührungspunkte  der  dritten  Fläche  mit  den 
allen  drei  Flächen  gemeinsamen  Tangentialebenen  im  Sinne  der 
Schattenconstruction  ? 

7)  Ein  sehr  specieller  Fall  von  der  Durchdringung  von  drei 
Rotationsflächen  ist  enthalten  in  der  aus  dem  Alterthum  stammen- 
den Lösung  des  Problems  von  den  zwei  mittleren  Proportionalen 
BC^  BD  zu  zwei  geraden  Strecken  AB  und  BE^  also  in  der  Be- 
stimmung der  Strecken  BC^  BD^  so  dass  man  hat 

ABl  BC=  BC.BD  =  BD\BE. 

Archjtas  von  Tarent,  ein  Zeitgenosse  Piatos,  hat  für  dieselbe 
folgende  Construction  gegeben:  Man  lege  durch  die  grössere  der 
gegebenen  Strecken  AB  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen 
xz^  xy  und  beschreibe  in  ihnen  Kreise  über  AB  als  Durchmesser; 
über  dem  Kreise  m  xy  denke  man  den  geraden  Cylinder  C,  und 
den  Kreis  in  xz  lasse  man  um  die  durch  A  gehende  Erzeugende 
des  Cylinders  —  wir  denken  sie  als  Axe  z  —  rotieren  und  be- 
trachte den  erzeugten  Toms  T.  Endlich  trage  man  die  Länge  BE 
als  Sehne  von  A  aus  in  einen  dieser  Kreise  ein  und  drehe  sie  um 
den  gemeinsamen  Durchmesser  AB^  so  dass  sie  einen  Kegel  K 
beschreibt.  Die  Durchschnittspunkte  der  drei  Flächen  C,  T  und  K 
bestimmen  durch  den  Abstand  von  A  die  erste  und  durch  den  Ab- 
stand des  Fusspunktes  der  zugehörigen  Cylindererzeugenden  in  xy 
von  A  die  zweite  mittlere  Proportionale.  Da  die  Grundrisse  der 
Durchdringungen  CK  und  CT  mit  dem  Basiskreise  des  Cjlinders 
zusammenfallen,  so  hat  man  nur  die  Aufrisse  zu  bestimmen;  man 
wird  dies  für  die  Durchdringung  von  Cylinder  und  Kegel  und  für 
die  Durchdringung  von  Cylinder  und  Torus  zugleich  mittelst  Hilfs- 
ebenen durch  die  Axe  z  oder  die  Gylindererzeugende  in  A  thun 
und  erhält  eine  sehr  einfache  Construction.  Die  Lösung  beruht 
durchaus  auf  dem  Satze,  dass  im  rechtwinkligen  Dreiecke  jede  Ka- 
thete die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der  Hypo- 
tenuse und  ihrem  durch  die  zugehörige  Höhe  beg^*enzten  anliegenden 
Abschnitt  ist. 

Schlussbetrachtung.  Wir  fanden  die  wichtigsten  Bei- 
spiele technischer  Verwendung  unter  den  Flächen,  welche  durch 
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Rotation  resp.  Schraubung  einer  unveränderlichen  Curve  um 
eine  feste  Gerade  oder  Axe  hervorgebracht  werden,  und  dem- 
nächst unter  den  windschiefen  Regelflächen;  und  in  Bezug  auf 
diese  letzteren  ergab  sich  in  §  Ö4;  dass  die  Bewegung  einer 
geraden  Linie  längs  drei  Leitcurveu,  die  das  windschiefe  Flä- 
chenelement erzeugt,  als  eine  unendlich  kleine  Schraubung 
angesehen  werden  kann,  so  dass  die  Gesammtbewegung  der 
Geraden  sich  aus  solchen  Schraubungen  zusammensetzen  lässt. 
Wir  fügen  hier  den  allgemeinen  Nachweis  hinzu,  dass  die 
Ueberführung  eines  starren  Systems  (speciell  eines 
festen  Körpers)  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  an- 
dere immer  und  stets  nur  auf  eine  Weise  durch  eine 
Schraubung  vollzogen  werden  kann.  Man  nennt  die 
Axe  dieser  Schraubung  die  Centralaxe  der  beiden  Lagen 
des  Systems  oder  der  beiden  gleicbstimmig  congruenten  Räume, 
und  es  ist  klar,  dass  die  fragliche  Ueberführung  durch  eine 
Verschiebung  in  der  Richtung  dieser  Axe  um  einen  ge- 
wissen Betrag  ^e  ^^^  ^i^^  nachmalige  Drehung  um  die- 
selbe um  einen  unter  einer  vollen  Umdrehung  liegenden  Winkel 
8  vollzogen  werden  kann;  denn  aus  dem  gleichzeitigen  und 
gleichförmigen  Vollzug  dieser  beiden  Bewegungen  besteht  die 
Schraubung.  Wir  führen  den  fraglichen  Nachweis  wie  immer 
durch  die  Construction  der  Behauptung,  also  der  Centralaxe 
und  der  Grössen  Aq  und  6. 

Sind  E  und  E'  zwei  entsprechende  Ebenen  der  gleich- 
stimmig congruenten  Räume,  in  ihnen  g^  g  resp.  zwei  ent- 
sprechende Gerade  und  auf  diesen  wieder  A^  Ä  zwei  ent- 
sprechende Punkte^  so  denke  man  in  E  resp.  E'  die  Senkrechten 
hf  }i  ZM  g^  g'  durch  A,  resp.  A'  und  ausserdem  rechtwinklig 
zu  £  resp.  B'  durch  Aj  ^'  die  Geraden  /,  /'  und  trage  von 
A  auf  gj  hf  l  eine  bestimmte  Länge  e  ab  bis  Ag^  Ah,  Ai] 
sodann  von  A'  auf  g\  /*',  /'  dieselbe  Länge  bis  Ag\  A^,  A{ 
resp.  in  der  Art,  dass  von  Ai  resp.  A/  aus  gesehen  die 
Quadranten  von  A^  nach  Ah  um  A  und  von  Ag  nach  A^  um 
A'  in  einerlei  Drehungssinn  liegen.  Man  lege  endlich  durch 
Ai^  A{  die  Parallelebenen  E%  E"^'  zu  E  resp.  E'  und  durch 
Ag,  Ag  die  Parallelebenen  P*,  F*'  zu  F  oder  hl  und  F' 
oder  Ä'/'.  Dann  entsprechen  die  Paare  von  Ebenen  E,  E*  und 
18$ f  E*'  einander;    und   weil   die    ihren   Büscheln    gemeinsame 
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unendlich  ferne  Ebene  sich  selbst  entspricht ,  so  sind  diese 
Büschel  perspectivisch  und  die  parallelen  Geraden  EE'^  E'^B'^' 
bestimmen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  e^  ihrer  Ebene 
das  zu  beiden  perspectivische  Strahlenbüschel.  Das  Gleiche 
gilt  für  die  Ebenenbüschel  FF*,  F'F*';  die  parallelen  Geraden 
FF'y  F^F*'  bestimmen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  f^ 
ihrer  Ebene  ein  zu  beiden  perspectiyisches  Strahlenbüschel. 
Der  Schnittpunkt  der  unendlich  fernen  Geraden  e^  und  f^  ist 
als  Schnitt  von  drei  Paareu  entsprechender  Ebenen  ein  sich 
selbst  entsprechender  Punkt  Z  beider  Baume  oder  eine  sich 
selbst  entsprechende  Richtung  in  denselben.  Legen  wir  zu 
dieser  Richtung  durch  die  entsprechenden  Punkte  A^  Ä  Nor- 
malebenen N,  N',  so  sind  diese  einander  entsprechend,  und 
ziehen  wir  in  dieser  Richtung  durch  irgend  welche  entsprech- 
ende Punkte  P,  P'  der  Räume  gerade  Linien^  so  entsprechen 
auch  diese  und  ihre  Schnittpunkte  mit  N,  19"  resp.  einander. 
Die  Orthogonalprojectionen  entsprechender  Figuren  beider 
lUiume  auf  die  parallelen  Ebenen  N,  N'  bilden  somit  zwei 
congruente  Figuren  von  gleichem  Drehungssinn,  welche  also 
durch  Verschiebung  der  einen  N'  um  den  Abstand  h^  von  bei- 
den in  der  Richtung  ihrer  Normalen  und  eine  nachmalige 
Drehung  6  von  N'  in  N  um  einen  bestimmten  Punkt  0  der- 
selben zur  Deckung  gebracht  werden  können,  und  es  ist 
evident,  dass  mit  dieser  Deckung  zugleich  die  vollständige 
Deckung  beider  Raumfiguren  selbst  herbeigeführt  vnrd.  Die 
Normale  zu  N  in  0  ist  nun  eine  sich  selbst  entsprechende 
Gerade,  weil  sie  die  entsprechenden  Punkte  0^  0'  mit  dem 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte  Z  verbindet;  jedem  ihrer 
Punkte  entspricht  ein  anderer  im  Abstand  h^  von  ihm  bei 
constantem  Sinn,  so  dass  beide  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  dieser  vereinigten  projecti vischen  Reihen  im  Unend- 
lichen, d.  h.  in  der  Richtung  Z  vereinigt  sind. 

Wenn  der  ungestrichene  Raum  längs  dieser  Geraden  gleich- 
förmig so  verschoben  und  zugleich  um  dieselbe  Gerade  gleich- 
förmig so  gedreht  wird^  dass  die  Verschiebung  um  Ae  ^^^  ^^^ 
Drehung  um  6  aus  der  Anfangslage  A  gleichzeitig  vollendet 
sind  mit  dem  Uebergang  in  die  Endlage  A\  so  hat  man  die 
Schraubung  ausgeführt,  welche  dieser  (Teberführung  entspricht. 
Die  Construction  des  Punktes  0  der  Gentralaxe  in  der  Ebene 
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N  geschieht  also  einfach  so :  Wir  ziehen  durch  Äy  Ä],  und  Ag 
Gerade  in  der  Richtung  Z  bis  N  in  A^^  Ags,  Agt!  und  ver- 
zeichnen in  N  die  senkrecht  Halbierenden  zu  den  Strecken 
AAsj  Ag]!fAgs*i  der  Schnittpunkt  derselben  ist  0  und  der 
Winkel  AOAs  «=  Agj^OAg^  ist  der  Drehungswinkel  9. 

Es  ist  hiernach  auch  evident,  dass  die  Richtung  der  Cen- 
tralaxe  als  die  Normale  der  Ebene  erhalten  wird,  welche  die 
drei  Punkte  bestimmen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Längen 
AÄj  AgAgy  AkAfi  zwischen  drei  Paaren  entsprechender  Punkte 
nach  Grosse,   Richtung  und  Sinn  von  irgend  einem  Punkte 
aus  abtragt.     Aus   ihr  wird   die  Grösse  ^9  der  Verschiebung 
und  6  der  Drehung  wie  vorher  bestimmt.     Fallen  die  Ebenen 
N  und  N';  die  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  Ay   Ä 
normal  zur   Axenrichtung  gehen,    in  einander,    so   wird   der 
feste  Korper  durch  reine   Rotation  aus  seiner  Anfangslage 
in  seine  Endlage  übergeführt.    Liegen  ein  Paar  der  entsprech- 
enden Punkte  AÄ  in  einher  Geraden,  welche  die  Axenrichtung 
hat,   so  liegen  alle  Paare  in  solchen  Geraden  und  die  Ueber- 
führung  geschieht  durch  reine  Parallelverschiebung  oder  Trans- 
lation.     Der    allgemeine    Fall    ist   die    Ueberführung    durch 
Schraubung.    Die  Cylinderflächen,  die  Rotationsflächen  und 
die  Schraubungsflächen  sind   im  Grunde  genommen  die  geo- 
metrischen Yeranschaulichungen  der  drei  Typen  der  Bewegung 
starrer  Systeme  oder  fester  Körper. 

Sind  nun  S,  8',  8",  8"  .  .  .  eine  Reihe  von  nahe  benach- 
barten Lagen  des  bewegten  starren  Systems  und  construiert 
man  für  die  aufeinander  folgenden  8',  8";  8",  8'";  etc.,  ebenso 
wie  für  8,  8'  die  Axe  a  und  die  Verschiebung  h  wie  die  Dre- 
hpng  0,  die  Axen  a^,  a^^  ...  und  die  Verschiebungen  A, ,  h^^ 
.  .  .  wie  die  Drehungen  0j,  Gj,  .  .  .  so  werden  diese  Axen 
benachbart  und  die  zugehörigen  Verschiebungen  und  Drehungen 
um  so  kleiner,  je  näher  einander  jene  Lagen  genommen  sind. 
Die  Axen  bilden  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Regel- 
fläche A.  Während  der  Körper  die  Schraubung  um  die  Are  a, 
vollzieht,  fällt  eine  gewisse  Linie  a(  desselben,  mit  a,  zu- 
sammen, die  durch  die  folgende  Schraubung  aus  ihr  heraus- 
rückt, während  nun  eine  zweite  Linie  a./  des  Körpers  mit  a^ 
zusammenföUt,  die  sie  wieder  bei  der  nächsten  Schraubung 
verlässt.     Die  Folge  dieser  Geraden  ist   eine  Regelfläche   des 
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bewegten  Raumes  A',  welche  mit  der  vorher  betrachteten  A  in 
jedem  der  Bewegungsstadien  eine  Erzeugende  gemein  hat  und 
sie  längs  derselben  berührt.  Und  die  Bewegung  kann  als  ein 
Gleiten  und  Rollen  jener  Regelfläche  auf  dieser  angesehen  werden. 

Für  die  Bestimmung  der  Elemente  solcher  unendlich 
kleinen  Schraubungen  treten  an  Stelle  der  endlichen  Distanzen 
entsprechender  Punktepaare  die  Bewegungsrichtungen  und  die 
Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte. 

Indem  wir  zu  Schraubungen  von  endlicher  Grosse  zurück- 
kehren, wollen  wir  für  drei  beliebige  Lagen  eines  starren 
Systems  Sj ,  Sj,  S3  die  Axen  der  Schraubungen  bestimmt 
denken^  durch  die  sie  in  einander  übergehen;  sagen  wir  für 
die  Deberführung  von  S.^  in  S3  die  Axe  ^j ,  für  die  von  83  in 
S,  die  Axe  a^  und  für  die  von  S,  nach  82  die  Axe  ^3.  Sind 
dann  nj,  n^,  n^  die  gemeinsamen  Normalen  dieser  Axen  in 
den  Paaren  a^y  a^\  a^y  a^\  a^,  a,,  so  sind  8j;  83,  83  zu 
einer  und  derselben  Figur  8  symmetrisch  in  Rota- 
tionssymmetrie für  die  Axen  n^,  nj,  n^  resp.  (Vergl. 
die  Schlussbetrachtung  des  ersten  Bandes.)  -- 

Wir  sahen;  dass  die  entwickelbaren  Flächen  Enveloppen 
einer  Ebene  sind,  deren  aufeinander  folgende  Lagen  die  ge- 
raden Erzeugenden  und  die  Berührungslinien  derselben  mit  der 
Enveloppe  sind.  Wir  konnten  die  Rotationsflächen  als  Enve- 
loppen ihrer  Parallelkreisberührungskegel  resp.  Meridianberühr- 
ungscylinder  und  auch  als  die  Enveloppen  ihrer  Parallelkreis- 
berührungskugeln  ansehen  und  erhielten  im  ersten  und  dritten 
Falle  die  Parallelkreise ;  im  zweiten  Falle  die  Meridiane  als 
Durchschnitte  benachbarter  Lagen  der  umhüllten  Fläche  und 
Berührungslinien  derselben  mit  der  Enveloppe ;  in  dem  beson- 
deren Falle  des  Torus  konnten  wir  die  umhüllten  Flächen  auch 
als  Lagen  einer  in  Rotation  um  die  Axe  begriffenen  Kugel 
ansehen  und  die  Meridiane  als  Schnitte  der  benachbarten  Lagen 
uud  Berührungslinien  mit  der  Enveloppe  erhalten.  Und  im 
Falle  des  Archimedischen  Schlangenrohres  oder  der  Serpertine 
sahen  wir  mit  Vortheil  die  Fläche  als  Enveloppe  einer  Kugel 
von  unveränderlichem  Radius  an,  deren  Mittelpunkt  eine  Schrau- 
benlinie durchläuft;  die  Durchschnitte  benachbarter  Ls^en  und 
daher  die  Berührungskreise  mit  der  Enveloppe  sind  die  zu  den 
Tangenten  der  Schraubenlinie  in  den  bezüglichen  Mittelpunkten 
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der  Kugeln  normalen  Hauptschnitte  derselben.   In  allen  diesen 
Fällen  sind  diese  Berührungslinien  der  umhüllten  Flächen  mit 
der  Enveloppe  zugleich  Krümmungslinien   der  letzteren;   wir 
haben   eine   Fläche   mit  einem  System   kreisförmiger    Krüm- 
mungslinien  vor  uns,  und  für  die  Normalen  derselben  längs 
einer  solchen  kreisförmigen  Krümmungslinie  erhalten  wir  einen 
festen  Schnittpunkt,  der  zugleich  das  eine  der  beiden  Haupt- 
krümmungscentren  der  Fläche  in  allen  Punkten  von  jener  ist. 
Der  eine  Mantel  der  Fläche    der  Hauptkrümmungscentra  ist 
auf  eine  Linie  reduciert,  bei  den  Rotationsflächen  auf  die  Axe, 
bei  der  Serpentine  auf  die  Schraubenlinie  der  Centra  der  um- 
hüllten Kugeln.  Nicht  so  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  u.s.  w., 
die   wir   auch    als  Enveloppen  veränderlicher  Kegel  und  Cy- 
linder    ansehen   können.     Ihnen    kam    die  Erzeugbarkeit   als 
Regelflächen  in   doppeltem   Sinne  zu,    die  die  entwickelbaren 
Flächen    erzeugt   im   Falle  der   Beschränkung,   dass  sich  die 
aufeinander  folgenden  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  schnei- 
den müssen.    Die  collineare  Umbildung  dieser  Raumgebilde, 
mit  Einschluss  der  Specialfälle  der  Affinität  und  der  In- 
volution, gab  uns  ein  wichtiges  Untersuchungsmittel;  es  ver- 
band  uns  die  speciellen  Flächen  zweiten  Grades,  die  Kugel 
und   die  gleichseitigen   Rotationshyperboloide,  mit  den  allge- 
meinen; im  Speciellen  die  Flächen  derselben  Art  unter  einander; 
es  führte  von  den  Developpabeln  gleichen  Fallens   von   45^ 
durch   eine   Curve  zu  den   allgemeinen  Developpabeln   durch 
zwei  Kegelschnitte  oder  durch  eine  Curve  und  einen  Kegel- 
schnitt, im  Besonderen  zu  den  Focaldeveloppabeln,  nicht  ohne 
eigenthümliche  Vermittelung  der  cjbklographischen  Grundan- 
schauung.   Es  wäre  nicht  schwer  und  ist  zu  empfehlen,   die 
coUinearen    und    affinen    Umformungen    der    Rotations-    und 
Schraubungsflächen  allgemein  zu  charakterisieren.     Man  sieht 
sofort,   dass  die  Regelflächen  bei   solcher  Umformung   ihren 
Charakter  nicht  verlieren.     Und  auch  durch  reciproke  Um- 
formung (vergl.  §  47)  geht  die  Erzeugung  der  Regelflächen 
aus  drei  Leitcurven  nur  über  in  diejenige  aus  drei  Leitdeve- 
loppabeln,  und  der  Grad  der  erzeugten  Fläche  bleibt  erhalten, 
was  bei  den  Reciprokeu  der  Rotationsflächen,  diejenigen  zweiten 
Grades  ausgenommen,  in  der  Regel  nicht  der  Fall  ist.    Für 
die  collineare  Umformung  beliebiger  Flächen  sei  bemerkt,  dass 
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die  Haupttangentencurven  ihren  Charakter  behalten,  während 
die  Krümmungslinien  sich  in  Curven  verwandeln ,  für  deren 
Punkte  diejenigen  Strahlen  eine  developpable  Fläche  bilden, 
die  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Polar- 
systemen im  Bündel  über  einem  festen  nicht  reellen  E^el- 
schnitt  als  Directrix  entsprechen ;  nämlich  über  dem  Bilde  des 
unendlich  fernen  imaginären  Kreises. 

Wir  konnten  nun  durch  coUineare  und  reciproke  Um- 
formung z.  B.  noch  die  fundamentalen  Relationen  zwischen 
den  charakteristischen  Zahlen  der  algebraischen  ebenen  Curven 
und  Kegel  ableiten;  die  wir  in  §  1 ,  Anmerkung  angeführt  und 
weiterhin  mehrfach  benutzt  haben;  wir  ziehen  es  jedoch  vor, 
dieselben  im  Zusammenhange  mit  der  allgemeinen  Coordinaten- 
theorie  im  dritten  Bande  zu  entwickeln. 

Aber  wir  haben  ausser  den  projectivischen  Umformungen 
noch  die  metrische  Transformation  der  Inversion  oder 
der  reciproken  Radien  wesentlich  hervortreten  sehen  und 
wollen  uns  desshalb  schliesslich  Rechenschaft  geben  über  die 
besondere  Bedeutung ,  die  ihr  in  dem  betrachteten  Formeu- 
gebiet«  zukommt.  Wir  erinnern  dazu  ihre  Haupteigenschaften. 
Sie  liefert  zu  jedem  Punkte  P  auf  der  von  ihm  nach  dem  An- 
fangspunkte 0  gehenden  Geraden  einen  entsprechenden  Punkt 
P'  in  solcher  Lage,  dass  das  Product  der  Entfernungen  OP  ,0P' 
einen  nach  Grosse  und  Vorzeichen  constanten  Werth  p  hat. 
[Vergl.  §  32,  2;  §  33  und  I,  §  (36 *^).]  Denken  wir  also  0  als 
Anfangspunkt  rechtwinkliger  Cartesischer  Coordinaten,  so  er- 
geben sich  aus  den  Coordinaten  x^  y,  z  des  Punktes  P  die 
Coordinaten  x^  y\  z  des  Punktes  P'  in  der  aus 

X  \x  ^^y  \y  ^=^  z  \  z  ^^  OP :  OP' 

und 

(x^  +  y»  +  z')  {x^  +  y  ^  +  z^)  =  p^ 
entspringenden  Form 

px ,  _  py  p« 


a;»  +  j/«  +  z»'    "        x^ -\- y^ -\- 2^'  x'  +  y'  +  z»» 

px' 
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Da  die  Gleichung  des  imaginären  unendlich  fernen  Kreises 

x^  +  y^  +  z^  =  0 
aussagt,  dass  die  Quadrate  der  Distanzen  des  Anfangspunktes  von 
allen  Punkten  einer  von  ihm  nach  einem  Punkte  dieses  Kreises 
/  gehenden  Geraden  verschwinden,  so  folgte  dass  alle  Punkte 
einer  solchen  Geraden  oder  einer  Nullkugelerze ug enden 
dem  Fusspunkte  derselben  im  Kreise  /  entsprechen;  wir  haben 
also  in  der  Abbildung  durch  Inversion  neben  dem  involutorisch 
eindeutigen  Entsprechen  der  reellen  Punkte  im  Allgemeinen 
ein  vieldeutiges  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  eines  ima- 
ginären Kegelschnittes  in  reeller  Ebene  und  denen  eines  über 
ihm  stehenden  imaginären  Kegels  von  reellem  Scheitel. 

Zwei  Paare  resp.  drei  Paare  von  entsprechenden  Punkten 
PiPi\  P2P2}  ^3^3'  liögen  wegen  OP ,  OP^^p  in  einem  Kreise 
resp.  in  einer  Kugel,  welche  die  um  0  mit  den  Badius  p^  be- 
schriebene Directrixkugel  orthogonal  (im  Falle  negativer  Potenz 
ihre  Symmetriekugel  diametral)  durchschneiden.  Die  Geraden 
P,i^2  und  P1P2  machen  mit  den  Radien vectoren  OP^,  OP^ 
gleiche  Winkel  von  entgegengesetztem  Drehungssinn;  also 
auch  die  Tangenten  entsprechender  Curven  in  entsprechenden 
Punkten  und  die  Tangentialebenen  entsprechender  Flächen  in 
entsprechenden  Punkten  mit  dem  Radiusvector  der  letzteren, 
wobei  noch  die  Normalen  der  inversen  Flächen  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  mit  dem  Radiusvector  in  einer  Ebene 
liegen.  In  Folge  dessen  sind  die  von  zwei  Curven  resp.  Flächen 
oder  von  Curve  und  Fläche  der  einen  Figur  gebildeten  Winkel 
den  Winkeln  der  inversen  Curven  resp.  Flächen  oder  Curven 
undFlächen  gleich  —  conforme  oder  winkeltreue  Abbildung. 

Die  vorbetrachteten  zur  Directrizkugel  orthogonalen  Kreise 
und  Kugeln  entsprechen  sich  selbst,  nämlich  jedem  ihrer 
Punkte  entspricht  der  andere,  der  mit  ihm  in  einer  Geraden 
aus  0  liegt.  Zu  ihnen  gehören  die  Ebenen  und  geraden  Linien 
durch  Oy  deren  Punkten  andere  in  ihnen  gelegene  Punkte  ent- 
sprechen. Sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind  nur  die  der 
Directrixkugel.  Ueberdiess  aber  entspricht  jeder  Ebene  eine 
Kugel  und  jeder  geraden  Linie  ein  Kreis,  welche  durch  den 
Anfangspunkt  0  hindurchgehen  und  die  die  Ebene  resp.  Gerade 
zu  ihrer  Potenzebene  resp.  Potenzlinie  mit  der  Directrixkugel 
haben.    So  entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  die  Kugel 
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vom  Radius  Null  aus  0  und  der  von  0  nach  dem  imaginären 
Kreis  gehende  Kegel.  Man  erhält  nach  den  obigen  Gleichungen 

aus  (vergl.  §  40,  6) 

ix  +  fiy  +  tz+\^0 

durch  Inversion 

/»(Ix  +  fiy  +  U')  +  (X  »  +  y'*  +  z»)  =  0; 

und  die  Differenz  hiervon  mit  a;*  +  y*  +  z*  *=  p  ist  die  Glei- 
chung der  gegebenen  Ebene.  Der  der  geraden  Linie  g  ent- 
sprechende Kreis  wird  durch  die  Ebene  Og  aus  jeder  der 
Kugeln  ausgeschnitten,  die  den  durch  g  gebenden  Ebenen 
entsprechen. 

Ausnahme  von  diesen  Gesetzen  machen  nur  die  geraden 
Linien,  die  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
J  treffen  und  die  Ebenen,  die  ihn  berühren.  Einer 
Geraden  in  der  unendlich  fernen  Ebene  entsprechen  die  zwei 
Nullkugelerzeugenden  aus  0,  welche  sie  schneiden.  Einer  Ge- 
raden, die  den  imaginären  Kreis  einmal  trifR;,  entspricht  ausser 
dem  von  0  nach  diesem  Punkte  gehenden  Strahl,  der  den- 
selben allein  entspricht,  noth wendig  eine  zweite  imaginäre 
Gerade;  diese  geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  gegebene 
Gerade  die  Directrixkugel  trifPt,  der  sich  selbst  entspricht,  und 
durch  den  Punkt  des  imaginären  Kreises  im  Unendlichen,  in 
dessen  Verbindungslinie  mit  0  dieselbe  den  projicierenden  Kegel 
desselben  aus  0  zum  zweiten  Male  schneidet.  Weil  auf  einer 
beliebigen  Ebene  zwei  Büschel  solcher  Geraden  existieren,  deren 
jedes  eine  Gerade  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
schickt,  so  enthält  die  entsprechende  Kugel  zwei  Schaaren 
punktiert  imaginärer  Geraden;  für  jeden  ihrer  Punkte  die  zwei 
in  ihm  die  Kugel  berührenden  und  den  imaginären  Kreis  im 
Unendlichen  schneidenden  Geraden.  Der  projicierende  Kegel 
des  Kreises  /  aus  einem  beliebigen  Punkte  ist  daher  ent- 
sprechend dem  projicierenden  Kegel  desselben  Kreises  aus  dem 
entsprechenden  Punkte,  einer  Nullkugel  ist  eine  Nullkugel 
invers.  Einer  Ebene,  die  den  Kreis  J  berührt,  wird  eine  Kugel 
durch  0  entsprechen,  deren  zwei  Systeme  von  geraden  Erzeu- 
genden in  eines  zusammenfallen,  in  der  Tbat  ein  nicht  reeller 
Kegel  zweiten  Grades  durch  den  Kreis  /.  Denken  wir  die 
reelle  gerade  Linie  der  betrachteten  Ebene,  so  geht  durch  die- 
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selbe  ausser  der  betrachteten  noch  eine  zweite  den  Ereis  / 
berührende  Ebene ;  beiden  Ebenen  entsprechen  diejenigen  beiden 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  den  reellen  der  bezeichneten 
geraden  Linie  entsprechenden  Ereis  aus  0  mit  dem  Ereise  / 
verbinden.  Die  Scheitel  dieser  Eegel  sind  singulare  Focal- 
punkte  jenes  Ereises;  sie  sind  die  Centra  der  Nullkugelo, 
die  durch  denselben  hindurchgehen.  [Vergl.  §  32, 17  mit  §  47,26 
und  I,  §  (7).] 

Bei  dem  Zusammenhange  dieser  Erörterungen  mit  der 
Lehre  von  den  Brennpunkten  und  Focalcurven  der 
üurven  und  Flächen  haben  wir  noch  zu  verweilen.  Die 
Brennpunkte  eines  Eegelschnittes  sind  die  im  Endlichen  lie- 
genden Schnittpunkte  derjenigen  vier  unter  seinen  Tangenten, 
welche  durch  die  imaginären  Ereispunkte  seiner  Ebene  gehen 
(I,  §  36,  2).  Der  reelle  Focalkegelschnitt  eines  Kegelschnittes 
ist  die  zweite  reelle  Doppeicurve  der  developpabeln  Fläche, 
die  diese  mit  dem  Ereise  /  bestimmt;  durch  jeden  Punkt  der 
Focalcurve  gehen  somit  zwei  NuUkagelerzeugende,  die  den 
gegebenen  Eegelschnitt  treffen  oder  er  ist  Mittelpunkt  einer 
Nullkugel,  die  den  Eegelschnitt  doppelt  berührt.  Die  Focalde- 
yeloppable  ist  die  Enveloppe  dieser  Nullkugeln  und  aller  der 
anderen,  die  aus  Punkten  ihrer  Mantellinien  beschrieben  werden 
können.  (Vergl.  §  47,26.)  Die  Brennpunkte  des  gegebenen 
Eegelschnittes  sind  die  Durchschnitte  seiner  Ebene  mit  seinen 
Focalkegelschnitten;  die  reellen  insbesondere  die  reellen  Mit- 
telpunkte Ton  Nullkugeln  in  seiner  Ebene  oder  von  unendlich 
kleinen  Kreisen,  die  ihn  doppelt  berühren  (§  32,  2  für  r«^  »«  0 
resp.  r«'^  =^  0.)  Dass  dann  die  projicierenden  Kegel  des  gege- 
benen aas  einem  solchen  Punkte  des  Focalkegelschnittes  Ro- 
tationskegel sind  (§  9, 9),  ist  offenbar;  sie  berühren  den  Kreis 
J  doppelt.  Wir  erinnern  nun  daran  (§  47 ,  26  f.) ,  dass  die 
Focalkegelschnitte  der  Flächen  zweiten  Grades  ganz 
auf  die  gleiche  Weise  entstanden  und  dass  ihre  Punkte  desshalb 
als  Mittelpunkte  von  die  Fläche  doppelt  berührenden  Nullkugeln 
und  als  Scheitel  von  Berührungskegeln  erkannt  werden,  welche 
Botationskegel  sind.  Die  zugehörigen  Tangenten  der  Focal- 
curven sind  die  Rotationsaxen ,  weil  die  Schnittlinien  der  zu 
jenen  zwei  Berührungspunkten  gehörigen  Tangentialebenen  der 
Focaldeveloppabeln  und  der  Fläche  und  die  Polargeraden  dieser 


538  Scblussbetrochtung. 

Tangenten  oder  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
der  zugehörigen  Tangentialebenen^  die  natürlich  auf  der  Haupt- 
ebene der  Fläche  normal  sind,  in  welcher  diese  liegen,  bilden 
je  einen  Gy linder  zweiten  Grades;  die  Reciproke  des  Foeal- 
kegelschuittes  in  Bezug  auf  den  zugehörigen  Hauptschnitt  der 
Fläche  ist  sein  Normalschnitt;  etc.  Wenn  wir  noch  beifügen, 
dass  in  derselben  Weise,  nämlich  als  Doppeicurven  der  dem 
Kreise  J  und  irgend  einer  gegebenen  Curve  oder  Fläche  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Developpabeln,  ihrer  Focaldeve- 
loppabelu,  die  Focalcurven  jeder  Curve  und  reap. 
Fläche  gefunden  werden,  und  dass  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Tangentenfläche  der  Curve  respective  der  gegebenen 
Fläche  als  die  Brennpunkte  resp.  Nabelpunkte  dieser 
Curve  und  Fläche  benannt  werden,  so  ist  damit  die  allgemeine 
Theorie  der  Focalpunkte  und  -Curven  gegeben.  Und  es  ergiebt 
sich  unmittelbar  der  Satz,  der  diese  Theorie  eben  hierher  ge- 
hörig macht,  dass  jedem  Focalpunkte  einer  Curve  oder 
Fläche  immer  ein  Focalpunkt  der  inversen  Curve 
resp.  der  inversen  Fläche  entspricht.  Man  wird  hier- 
nach sofort  die  Inversen  der  Focalcurven  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  oder  einer  Schaar  von  Confocalen  charakterisieren 
können.  Wir  wollen  nur  noch  hervorheben,  dass  die  Berühr- 
ungscurve  der  Focaldeveloppabeln  einer  Fläche  stets  eine  ima- 
ginäre  Erümmungslinie  der  Fläche  sein  muss,  weil  die  zu 
ihren  Punkten  gehörigen  Normalen  eine  entwickelbare  Fläche 
bilden,  nämlich  jene  selbst..  Im  Uebrigen  erinnern  wir  an  die 
Beispiele.  Bei  den  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  wie  bei 
allen  Rotationsflächen,  ist  die  Axe  eine  Foealcurv^;  rotierte 
der  erzeugende  Kegelschnitt  um  die  Hauptaxe,  so  beschreiben 
seine  imaginären  Brennpunkte  einen  nicht  reellen  Focalkreis 
und  die  reellen  Brennpunkte  markieren  in  der  Axe  die  Centra 
der  beiden  Nullkugeln,  welche  sich  in  jenem  durchschneiden; 
rotierte  er  um  die  Nebenaxe,  so  erzeugen  die  reellen  Brenn- 
punkte einen  Focalkreis  und  die  Centra  der  NuUkugeln,  die 
durch  ihn  gehen,  sind  die  imaginären  Brennpunkte  in  der  Axe. 
Die  zu  diesen  Brennpunkten  in  der  Axe  gehörigen  NuUkugeln 
berühren  aber  längs  eines  nicht  reellen  Parallelkreises  statt 
nur  in  zwei  Punkten  die  Fläche;  statt  Linien  entsprechen 
ihnen  Ebenen  als  Directrixen. 
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Die  Inverse  einer  Eugel  ist  stets  wieder  eine  Kugel^ 
die  Inverse  einer  Eugelenveloppe^  wie  die  Rotationsflächen 
sind  oder  die  Serpentine,  ist  stets  wieder  eine  Kugelenve- 
loppe.    Der  Eugel 

(x  -  af  +  (y  -  ßY  +  (z  -  y)'  -  r^  -  0 

entspricht  die  Eugel 

die  mit  jener  und  der  Eugel  aus  dem  Anfangspunkte  vom 
Radiusquadrat  p  die  nämliche  Potenzebene 

2(ax  +  ßy  +  yz)  -  («'  +  /J'  +  y'  -  r")  — i? 
hat. 

Von  den  Rotationsflächen  als  Eugelenveloppen  kann  noch 
folgendes  Nähere  gesagt  werden.  Die  umhüllten  Eugeln  werden 
von  der  Axe  und  von  den  Meridianebenen  der  Rotationsfläche 
orthogonal  geschnitten  und  die  Inverse  der  Rotationsfläche 
umhüllt  daher  ein  System  von  Eugeln,  welche  von  den  Eugeln 
eines  Büschels  und  von  dem  gemeinsamen  durch  0  gehenden 
Ereise  desselben  orthogonal  geschnitten  werden,  welches  also 
insbesondere  die  beiden  Nullkugeln  dieses  Büschels  enthält. 
Denkt  man  dies  System  von  einem  der  beiden  Nullkugelcentra 
als  Anfangspunkt  transformiert,  so  geht  es  in  ein  System  von 
Ebenen  durch  diesen  Punkt  über,  d.  h.  jede  Rotations- 
fläche kann  als  Inverse  einer  Eegelfläche  ange- 
sehen werden. 

Man  sieht  aus  den  vorigen  Gleichungen  zugleich,  dass 
einer  Fläche  zweiten  Orades  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  vierter  Ordnung  entspricht,  während  ein  Para- 
boloid  als  Inverse  eine  Fläche  dritter  Ordnung  liefert; 
so  wie  dass  jene  doppelt  und  diese  einfach  durch  den  ima- 
ginären Ereis  /  hindurchgeht.  (§  40, 6  f.)  Wir  führen  das  näher 
aus.  Jedem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  invers^  der  An- 
fangspunkt in  der  nach  jenem  hingehenden  Geraden,  jeder  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Anfangspunkt  in  allen  Strahlen  auf 
der  nach  jener  gehenden  Ebene  —  ihren  Schnittpunkten  mit  / 
insbesondere  die  ganzen  Strahlen  nach  denselben  aus  dem  An- 
fangspunkte. Darum  entspricht  der  Ebene  eine  Eugel,  die  den 
Anfängspunkt  enthält  und  die  Parallelebene  durch  ihn  zu  ihr 
berührt.    Die  Inverse  zu  einer  Fläche  zweiten  Grades  hat  den 
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ÄnfangspuDkt  zum  Doppelpunkt  mit  dem  projicierenden  Kegel 
ihrer  Fluchtlinie  als  Kegel  der  dreipunktigen  Tangenten,  etc. 
Der  imaginäre  Kugelkreis  im  Unendlichen  gehört  einfach  zum 
Bilde  der  Ebene,  weil  jeder  nach  ihm  gehende  Strahl  aus  0  sie 
einfach  schneidet;  er  gehört  zweifach  zur  Inversen  der  Fläche 
zweiten  Grades,  etc.  Weil  allen  Kreisen  und  Kugeln  durch  den 
Anfangspunkt  gerade  Linien  und  Ebenen  entsprechen,  so  ist  im 
Allgemeinen  die  Ordnungszahl  der  Inversen  einer  Fläche  das 
Doppelte  ihrer  Ordnungszahl,  wie  es  die  Gleichungen  bestä- 
tigen. Eine  ebene  Curve  verwandelt  sich  in  die  sphärische 
Curve,  in  welcher  ihr  projicierender  Kegel  aus  0  von  der 
ihrer  Ebene  entsprechenden  Kugel  durch  0  geschnitten  wird, 
ein  Kegelschnitt  also  in  eine  singulare  sphärische  Curve  vierter 
Ordnung  erster  Art.  Für  die  Inversen  des  Kreises  gilt  der 
Satz  in  §  34,  Fig.  72;  zwei  zu  einander  inverse  Kreise  sind 
zwei  Kreisschnitte  desselben  Kegels  von  verschiedenen  Schaaren. 
Enthält  die  Fläche  den  imaginären  Kreis  J,  so  entspricht 
diesem  der  ihn  projicierende  imaginäre  Kegel  aus  0  und  es 
tritt  eine  Erniedrigung  der  Ordnungszahl  der  inversen  Fläche 
um  zwei  Einheiten  ein;  enthält  jene  ihn  doppelt,  so  erniedrigt 
sich  die  Ordnungszahl  um  vier  Einheiten^  etc.  Sie  erniedrigt 
sich  auch,  wenn  die  Originalfläche  einfach,  doppelt,  etc.  durch 
den  Anfangspunkt  geht  und  zwar  um  Eins,  Zwei,  etc.  resp., 
durch  Ausscheiden  der  unendlich  fernen  Ebene.  So  entsprechen 
der  Kugel  die  Kugel,  und  der  Kugel  wie  der  Ebene  durch  den 
Anfangspunkt  die  Ebene. 

Den  Flächen  zweiten  Grades  entsprechen  im  Allge- 
meinen Flächen  vierter  Ordnung,  die  den  Anfangspunkt 
zum  Doppelpunkt  und  den  Kreis  /  im  Unendlichen  zur  Dop- 
pelcurve  haben.  Weil  durch  jeden  Punkt  der  Originalfläche 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Gerade  und  ebenso  zwei  Kreise 
gehen,  die  ganz  in  ihr  liegen,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der 
Inversen  zwei  reelle  oder  imaginäre  Kreise,  die  den  in  ihr 
doppelten  Anfangspunkt  enthalten,  und  überdiess  zwei  Kreise, 
die  ihn  nicht  enthalten;  jene  wie  diese  liegen  je  in  einer  Kugel, 
die  die  Fläche  doppelt  berührt  —  wobei  jedoch  für  die  erste 
die  eine  der  Berührungen  immer  in  den  Doppelpunkt  fallt 
(Vergl.  §  20.)  Geht  die  Originalfläche  durch  den  Anfangspunkt 
(§  ^^1  '^)}  ^0  is^  ^^^  Inverse  von  der  dritten  Ordnung  und  ent- 
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hält  den  Kreis  /  einfach ;  die  zugehörigen  Geraden  der  Fläche 
entsprechen  sich  selbst  und  die  zugehörigen  Kreisschnitte  lie- 
fern zwei  Gerade  der  inversen  Fläche.  In  jedem  Falle  ent- 
sprechen den  vier  Paaren  von'^  Erzeugenden  der  Originalfläche, 
die  den  imaginären  Kreis  /  schneiden,  je  zwei,  also  zusammen 
sechszehn  nicht  reelle  Gerade  der  Inversen,  die  den 
Kreis  J  schneiden;  und  weil  die  vier  Ebenen  jener  Paare  durch 
den  Mittelpunkt  der  Originalfläche  gehen,  so  folgen  besondere 
Lagenbeziehungen  für  jenesechszehn  Geraden.  Wenn 
die  Inverse  dritter  Ordnung  ist  und  den  Kreis  /  einfach  enthält, 
80  führen  die  durch  ihre  unendlich  ferne  Gerade  an  sie  gehen- 
den Tangentialebenen  je  auf  ein  weiteres  Paar  in  ihr  gelegener 
Geraden;  denn  jede  derselben  schneidet  sie  noch  in  einem  Kegel- 
schnitt, der  im  Berührungspunkte  einen  Doppelpunkt  haben 
muss.  Die  Bestimmung  der  Anzahl  dieser  Ebenen  ist  die  der 
Anzahl  der  dreifach  berührenden  Ebenen  einer  cubischen  Fläche 
durch  eine  ihrer  Geraden.  Für  alle  diese  Flächen,  die  den  Kreis 
/  enthalten,  können  zweierlei  Focalcurven  unterschieden 
werden,  nämlich  neben  den  oben  definierten  die  dieser  Singu- 
larität entsprechenden  Doppelcurven  der  Developpabeln ,  die 
aus  den  in  Punkten  des  Kreises  /  berührenden  Tangentialebenen 
der  Fläche  gebildet  wird.  Ein  Berührungskegel  einer  sol- 
chen Fläche  hat  die  Geraden  zu  Focalen,  in  welchen  die  von 
seinem  Scheitel  ausgehenden  Tangentialebenen  der  einen  und 
der  andern  Focaldeveloppabeln  sich  schneiden. 

Ist  das  Original  ein  Kegel  zweiten  Grades,  so  entspricht 
seinem  Mittelpunkte  ein  zweiter  vom  Anfangspunkt  verschie- 
dener Doppelpunkt  der  Inversen,  durch  den  alle  diejenigen 
Kreise  derselben  auch  gehen,  die  den  geraden  Mantellinien  des 
Originalkegels  entsprechen,  und  da  der  Kegel  längs  einer  ganzen 
Erzeugenden  von  derselben  Ebene  berührt  wird,  so  wird  die  I  n  - 
verse  längs  eines  solchen  Kreises  von  einer  und  der- 
selben Kugel  berührt,  so  dass  diese  Kreise  zugleich  Krüm- 
mungslinien der  Bildfläche  sind  und  sich  ein  Mantel  ihrer 
Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  auf  eine  Curve, 
nämlich  den  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kugeln, 
rednciert.  Dass  den  Osculationskreisen  einer  Curve  die  der 
inversen  Curve  und  dass  die  die  letzteren  mit  0  verbindenden  Ku- 
geln den  Schmiegungsebenen  von  jener  entsprechen,  ist  evident; 


542  SchluBsbetrachtuDg. 

auch  müssen  den  Kugeln,  welche  eine  Fläche  in  einem  gege- 
benen Punkte  stationär  berühren  (§  49),  diejenigen  entsprechen, 
welche  die  Inverse  derselben  im  entsprechenden  Punkte  sta* 
tionär  berühren ;  und  somit  den  Erüramungslinien  der  Original- 
fläche die  Krümmungslinien  der  inversen  Fläche  —  wie  dies 
bei  den  geraden  Erzeugenden  des  Kegels  und  den  entsprech- 
enden Kreisen  seines  Bildes  der  Fall  war.  Das  zweite  System 
der  Krümmungsliuien  des  Kegels ,  das  System  seiner  Schnitte 
mit  den  um  seinen  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln ,  geht 
über  in  das  zweite  zum  ersten  rechtwinklige  System  der  Krüm- 
mungslinien der  Inversen ;  orthogonale  Durchdringungen  der- 
selben mit  den  Kugeln,  die  jenem  concentrischen  System  ent- 
sprechen. Die  Anwendung  auf  die  allgemeine  Rotationsfläche 
ist  offenbar. 

Für  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  als  Original  er- 
hält man  als  Inverse  nach  dem  Obigen  eine  Fläche  mit  drei 
Doppelpunkten,  von  denen  zwei  imaginär  sind;  wenn  aber  die 
Fläche  speciell  ein  Rotationskegel  ist,  so  hat  die  Inverse 
vier  Doppelpunkte,  von  denen  zwei  reell  sind.  Da  seine 
Kreisschnitte  zugleich  das  zweite  System  seiner  Krümmungs- 
linien bilden,  so  hat  die  inverse  Fläche  zwei  Systeme  von 
Kreisen  mit  je  ringsum  berührender  Kugel,  so  dasa  beide 
Mäntel  der  Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  auf 
Linien  reduciert  sind.  Man  zeigt  leicht,  dass  die  Natur  der 
Fläche  als  Enveloppe  zweier  Scharren  von  Kugeln,  deren  jede 
alle  Kugeln  der  anderen  Schaar  berührt^  die  nothwendige  Folge 
der  Voraussetzung  ist,  dass  die  beiden  Mäntel  der  Fläche  der 
Hauptkrümmungscentra  sich  auf  Curven  reducieren  oder  dass 
alle  Normalen  der  Fläche  zwei  fest«  Curven  schneiden;  auch 
dass  diese  Curven  zwei  Kegelschnitte  in  zu  einander  normalen 
Ebenen  sein  müssen,  von  denen  jeder  die  Scheitel  des  anderen 
zu  Brennpunkten  und  seine  Brennpunkte  zu  Scheiteln  hat. 
Diese  Inverse  ist  die  Dupin'sche  Cyklide.  Der  Rotations- 
kegel kann  durch  drei  seiner  Tangentialebenen  in  vierdeutiger 
Weise  oder  durch  zwei  seiner  eingeschriebenen  Kugeln  und 
einen  ihrer  Aehnlichkeitspunkte  bestimmt  werden.  Somit  ist 
auch  seine  Inverse  durch  drei  Kugeln,  die  den  Anfangspunkt 
enthalten,  wie  auch  durch  zwei  beliebige  Kugeln  und  einen 
Punkt  bestimmt;  sie  ist  die  Enveloppe  aller  Kugeln,  die  jene 
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berühren,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichartigkeit  oder  Ungleich- 
artigkeit  dieser  Berührungen,  und  sie  hat  immer  die  Ebene 
der  Centra  der  drei  Kugeln  zu  einer  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie. Wenn  insbesondere  die  drei  gegebenen  Kugeln  ihre 
Mittelpunkte  in  derselben  Geraden  haben,  so  ist  die  zugehörige 
Cyklide  die  Enveloppe  der  durch  Drehung  einer  sie  berühren- 
den Kugel  um  diese  Centrale  entstehenden  Lagen  und  somit 
ein  Tor  US,  so  dass  man  diese  früher  betrachtete  Fläche  auch 
als  Rotationscyklide  bezeichnen  kann.  Je  nachdem  jene 
rotierende  Kugel  die  Centrale  nicht  trifft,  berührt  oder  in  zwei 
Punkten  schneidet,  hat  man  die  drei  Formen  des  Toms  ohne 
reelle  Doppelpunkte,  mit  zwei  vereinigten  und  mit  zwei  ge- 
trennten Doppelpunkten  in  der  Axe.  Sie  zeigen  gleichmässig 
die  Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  sämmtlicher  Kugeln 
der  Enveloppe  mit  einer  der  festen  Kugeln  einen  Kreis  auf 
dieser  bilden,  den  Parallelkreis,  den  dieselbe  mit  ihr  gemein 
hat.  Die  Meridiane  des  Torus  bilden  das  durch  die  be- 
zeichneten Doppelpunkte  gehende  System  seiner  Krümmun'gs- 
linienkreise.  Die  allgemeine  Dupin'sche  Cyklide  kann  durch 
Inversion  stets  in  diese  specielle  Form  übergeführt  werden, 
während  offenbar  zugleich  allgemein  jede  Inverse  einer  solchen 
Cyklide  eine  solche  bleibt,  nämlich  Enveloppe  der  einfach 
unendlich  vielen  Kugeln,  welche  drei  gegebene  in  bestimmter 
Art  berühren.  Jene  specielle  Abbildung  wird  erreicht  durch 
jede  Inversion,  deren  Anfangspunkt  dem  zu  den  Hauptkreisen 
in  der  Ebene  der  Centra  der  drei  gegebeneu  Kugeln  zugleich 
orthogonalen  Kreise  angehört  und  ist  somit  in  einfach  un- 
endlich vielen  Arten  möglich,  wenn  dieser  Orthogonalkreis 
reell  ist.  Wir  wissen  aber  anderseits,  dass  im  Falle  seiner 
Nichtrealität  die  gegebenen  Kugeln  zwei  reelle  gemeinsame 
Punkte  haben,  ihre  Schnitte  mit  der  gemeinsamen  Potenzaxe, 
und  dass  sie  durch  Inversionen  mit  diesen  als  Anfangspunkten 
gleichzeitig  in  Ebenen  übergehen. 

Die  Rotationscyklide  zeigt  uns  ihre  Meridiane  als  in  einem 
Kugelbündel  gelegen,  dessen  Potenzaxe  die  Rotationsaxe  ist, 
die  Parallelkreise  in  einem  Kugelbündel,  dessen  sämmtliche 
Kugeln  von  dieser  rechtwinklig  geschnitten  werden,  während 
seine  Potenzaxe  die  Stellung  der  Normalebenen  der  vorigen 
ist.    Alle  Orthogonalkugeln  eines  jeden  dieser  Bündel  gehören 
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dem  anderen  an,  dem  ersten  insbesondere  die  Meridianebenen, 
welche  die  Orthogonalkugeln  des  zweiten  sind;  unter  den 
Kugeln  des  letzteren  sind  zwei  Ebenen,  welche  den  Torus  in 
je  einem  Parallelkreise  berühren.  Durch  jeden  beliebigen  Punkt 
gehen  zwei  Kugeln,  die  den  Torus  in  Kreisel  berühren;  und 
zwar  in  Meridianen  für  einen  Punkt  im  Innern  der  Cyklide, 
jedoch  nicht  im  Innern  der  Linse  zwischen  beiden  Hälften  des 
Meridians ;  wenn  diese  sich  schneiden;  dagegen  in  Parallel- 
kreisen  für  einen  Punkt  ausserhalb  der  Cjklide  oder  im  Innern 
jener  Linse;  und  in  einem  Parallelkreis-und  einem  Meridian 
für  jeden  Punkt  der  Fläche  selbst.  Aus  diesen  Eigenschaften 
entspringen  durch  Inversion  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Dupin^^schen  Cyklide.  Die  vier  Dupin'schen  Cykliden  zu 
drei  beliebig  angenommenen  Kugeln  haben  im  Allgemeinen 
die  vier  Aehnlichkeitsaxen  der  Kugeln  resp.  zu  ihren  zweiten 
Potenzaxen;  ihre  der  ersten  Potenzaxe  parallelen  Polaren  in  den 
gegebenen  Kugeln  liefern  durch  die  Schnitte  ihrer  .Verbind- 
ungsebenen mit  dieser  in  den  zugehörigen  Kugeln  die  Kreise 
auf  diesen,  deren  Punkte  Berührungsstellen  (derselben  mit 
Punkten  des  berührenden  Systems  sind;  drei  zusammengehörige 
liegen  immer  in  einer  Ebene  durch  jene  Aehnlichkeitsaxe. 

Die  Kegelschnitte,  welche  die  Orte  der  Mittelpunkte  der 
Kugeln  beider  Systeme  bilden,  sind  Focalkegelschnitte  von 
einander  und  von  der  Cyklide;  in  dem  besonderen  Falle 
des  Torus  die  Rotationsaxe  und  der  vom  Mittelpunkte  der  um- 
hüllten Kugel  beschriebene  Parallelkreis.  Die  Cyklide  kann 
also  auch  als  die  Enveloppe  einer  Kugel  bezeichnet  werden, 
die  eine  feste  Kugel  stets  berührt,  während  ihr  Mittelpunkt 
einen  Kegelschnitt  durchläuft;  der  Mittelpunkt  der  festen  Kugel 
muss  in  dem  Focalkegelschnitte  dieses  letzteren  liegen  —  man 
vergl.  die  Distanzrelationen,  die  zwischen  zwei  solchen  Kegel- 
schnitten bestehen.  (Zusatz  zu  p.  387,  Z.  3  v.  o.) 
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Zuerst  ein  Paar  Nachträge  zu  der  Literatur  des  ersten  Theiles 
3.  Aufl.  1883.  Ich  hatte  in  der  vorigen  Auflage  als  eines  Vorgängers  in 
Betreff  der  Verbindung  der  Centralprojection  mit  der  darstellenden 
Geometrie  G.  Schreiber's  gedacht  (Vorrede  p.  VJI)  und  finde  nun  in 
p.  366,  zu  §§  42  und  43  ^  Zeile  6  vor  eine  die  Worte  von  daher  einzu- 
schalten: auch  G.  Schreiber  hatte  dieselbe  in  seinem  Werke  von  1839 
„Geometrisches  Portfolio"  in  die  darstellende  Geometrie  eingeführt. 

Ferner  ist  ebenda  p.  363  in  der  Note  zu  §  33,8  am  Schlüsse  hinzu- 
zufügen: Siehe  auch  „Sitzungsberichte  der  k.  Böhmischen  Gesellschaft 
der  Wissensch.*'  vom  4.  Juni  1875  ,, Beiträge  zur  Consiaruction  der  Kegel- 
schnitte aus  Punkten  und  Tangenten  durch  Collineation"  von  C.  Pelz. 

Ebenso  p.  363,  Note  zu  §  35  und  §  36  am  Schlüsse  der  Satz:  „Eine 
treffliche  Studie  über  die  ErümmuD^halbmesser-  Gonstructionen  der  Ke- 

gelschnitte  veröffentlichte  C.  Pelz  in   den  „Sitzungsber.  der  k.  Böhm, 
^esellsch.  der  Wissenschaften'*  vom  4.  April  1879. 

Abschnitt  A. 

Zu  §  1  vergleiche  man  meine  deutsche  Bearbeitung  von  G.  Sa  Imon's 
Higher  plane  Curves  „Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Curven", 
2.  Aufl.  Leipzig  1882.  Im  vorliegenden  Werke  erhalten  im  dritten  Bande 
die  Plücker'schen  Gleichungen  -  zwischen  den  Charakterzahlen  einer  al- 
gebraischen Curve  ihre  Begründung. 

In  §  2  ist  die  Darstellung  der  natürlichen  Singularitäten  einer  dop- 
pelt gekrümmten  Curve  und  die  ihrer  Verbindungen  mit  einander  neu; 
ebenso  die  Erläuterung  der  Operationen:  Abwickelung,  Rectification  und 
Construction  des  Richtnngskegels  als  einer  geschlossenen  Gruppe.  In 
dieser  Weise  verknüpfte  ich  die  Singularii»ten  der  Curven  mit  denen 
ihrer  Bilder  immer  in  meinen  Vorlesungen.  Wiener  hat  die  acht 
zu  unterscheidenden  Fälle  durch  Modelle  (Verlag  von  Brill  in  Darm- 
stadt)  veranschaulicht  und  in  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phjsik** 
Bd.  25,  p.  95  besprochen.  Vergl.  v.  Staudt's  „Geometrie  der  Lage'* 
Nr.  209. 

§§  4  f.  Die  consequente  Benutzung  der  centrischen  Collineation  für 
die  Behandlung  der  eoenen  Querschnitte  der  Eegelflächen  war  (1870) 
neu  in  diesem  buche.  Ausführungen  fClr  Parallelprojeotion  gab  das  Pro- 
gramm der  Cantonschule  in  Bern  für  1875  von  A.  Beute li  (25  p.  4^  8  Taf.). 

§  6.  Die  einfache  Construction  der  Bilder  der  Asymptoten  und  der 
Asymptoten  des  Bildes  wurde  in  der  2.  Aufl.  (1875)  dieses  Buches,  mit 
der  jetzigen  Fig.  24  angegeben;  die  eingehendere  Entwickelung  an  Hand 
von  Fig.  23  theilte  ich  zuerst  mit  in  Bd.  24  der  „Vierteljahrsschrift  der 
Züricher  Naturforsch.  Gesellschaft*'  (1879)  in  „Geometrische  Mitthei- 
lungen'' lil,  p.  190  f.    Die  zahlreichen  Specialfalle  sind  neu. 

§  8.  Zu  den  Anwendungen  der  Eigenschaften  der  Botationscylinder 
siehe  Monge 's  „G^om^trie  descriptive"  Nr.  31. 
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§  9.  Für  einiffe  Beispiele  dieses  §  vergl*  man  J-  Steiner 's  „Vor- 
lesungen über  synüietische  Geometrie"  I.  Theü.  Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte in  elementarer  Darstellung,  bearb.  von  Geiser.  Leipzig  1867. 
§  24,  p.  161. 

§  11.  Zur  Entwickelnng  des  AenderungsffesetKes  der  ErfimmnngB- 
radien  durch  Abwickelung  vergl.  man  de  laGournerie's  „Trait^  de 
G^om^trie  descriptive"  t.  II,  p.  59,  Nr.  474. 

§  13.  Der  Nachweis  der  Existenz  und  die  Benutzung  der  Doppel- 
curven  der  entwickelbaren  Schraubenfläche  war  neu  in  diesem  Buche 
wie  in  meinen  Vorlesungen  von  1864.  Vergl.  Beisp.  10).  Die  Anwen- 
dung der  Cyklographie  auf  die  Kreisevolvente  im  Beisp.  6)  ist  neu; 
ebenso  die  Behandlung  der  Schraubenlinie  bei  allgemeiner  Lage  der 
Axe  hier  in  12)  und  in  §  14,  lo. 

§  15,8.  Vergl.  die  Note  von  Reje  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem. 
und  Physik'*  Bd.  15,  p.  64.  Der  Satz  ist  ein  specieller  Fall  von  der  im 
3.  Bd.  dieses  Werkes  allgemein  zu  entwickelnden  Eigenschaft  der  Nall- 
curven. 

§  16}  5.  Der  Relation  der  beiden  Krümmungsradien  in  diesem  Bei- 
spiele entsprechen  allgemeine  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Krümmung 
von  zwei  Curven,  welche  die  nämliche  Fläche  der  Hauptnormalen  be- 
sitzen. Man  sehe  über  dies  viel  behandelte  Problem  ctie  schöne  Ab- 
handlung von  A.  Mannheim  in  „Liouville*s  Journal*'  Bd.  17  (2.  Serie) 
p.406f.  I>ie  Bemerkung  für  ß=4b^  hat,  wie  ich  finde.  J.  Steiner  schon 
gemacht  in  der  am  25.  April  1839  in  der  Akad.  d.  W.  zu  Berlin  ge- 
lesenen Abhandlung  „lieber  einige  allgemeine  Eigenschaften  der  Curven 
von  doppelter  Krümmunff".  Merkwürdigerweise  aber  bezeichnet  er  die 
beiden  Schraubenlinien  als  „symmetrisch  gleich  d.  h.  die  eine  rechts  die 
andere  links  um  den  Gylinder  gewunden**. 

§  17t  P-  99  unten.  Ueber  die  Construction  des  Krümmungscentnmu 
einer  Curve  in  einem  ihrer  Punkte  aus  den  Krümmungscentren  ihrer 
Projectionen  (§  1,]^)  vergleiche  man  Dupin*s  Abhandlung  in  Bd.  7  von 
„Gergonne,  Annales"  p.  18—23;  ebenda  Bd.  15,  p.  245  einen  Aufsatz 
von  Poncelet. 

§  17, 13.  Verffl.  Molin 's  Abhandlung  in  „Liouville's  Journal"  t.  1, 
2.  Särie,  p.  265.  Oder  die  Schrift  von  W.  Schell  „Allgemeine  Theorie 
der  Curven  doppelter  Krümmung".   Leipzig  1859.    Hieitür  p.  86  f. 

§  18.  Die  Bestimmung  der  unendlichen  Aeste  der  Durchdringungs- 
curve  und  ihres  Bildes  ist  neu. 

§  20.  Die  geometrische  Betrachtung  der  Dnrchdringnngscurve  war 
fast  vollständig  neu  in  diesem  Buche;  so  insbesondere  die  Entstehung 
von  Rückkehrpunkten  und  isolierten  Doppelpunkten ;  weiterhin  bei  denen 
der  Kegel  zweiten  Grades  die  Nach  Weisung  der  Verbindungsgeraden 
der  scheinbaren  Doppelpunkte  und  die  Lehre  von  den  supplementären 
Kegelspitzen,  dem  Quadrupel  und  den  involutorischen  Symmetrien  der 
Curve  nud  ihrer  Tangentenfläche.  Man  vergleiche,  was  m  den  Werken 
von  Leroy  und  von  de  la  Gournerie  dazu  beigebracht  ist,  z.  B.  an 
der  orthogonal  symmetrischen  Durchdringung  der  Tafel  III,  §  25,9.  Bei 
Leroy  Fig.  73  und  Nr.  310;  bei  de  la  Gournerie  Fig.  183,  Nr.  247. 

§  21.  Die  für  die  doppelt  gekrümmten  Curven  dritter  Ordnung  ein- 
geführten Benennungen  gab  in  einer  lesenswerthen  Abhandlung  im 
10.  Bd.  des  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik"  (1847)  Seydewitz. 
Für  weiteres,  besonders  auch  die  Arbeiten  von  Chasles,  Schröter, 
Cremona  über  diese  Curven,  vergl.  meine  deutsche  Bearbeitung  yon 
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O.  Salmon's  Werk  „Analytische  Geometrie  des  Raumes"  Bd.2yp.  117f. 
8.  Aufl.     Leipzig  1880. 

§§  22—24.  Vergleiche  die  kurze  aber  classische  Abhandlung  von 
A.  Cayley  ,,Liouville'8  Journal**  t.  10,  p.  245  (1845);  dazu  die  von 
(i.  Salmon  in  ,, Cambridge  and  Dublin  Mathem.  Joum/'  Bd.  5,  p.  24 
(1850).  Ihre  Verbindung  mit  der  darstellenden  Geometrie  zeichnete  zuerst 
dies  Buch. 

§  25,  2  f.  Die  Kegelschnittprojection  der  Durchdringungscurve  von 
zwei  Keffeln  zweiten  Grades  ist  neu;  ich  gab  sie  und  die  daran  sich 
knüpfende  projectiyische  Beziehung  der  Kegelschnitte  des  Büschels  und 
der  Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten  zuerst  m  der  Naturf.  Gesellsch.  in 
Zürich  im  Juli  1883.   Vergl.  „Vierteljahrsschrift*'  Bd.  28,  p.  289f. 

Zu  Beisp.  9)  sei  erwähnt  die  Abhandlung  von  Wiener  p,Ueber 
scheinbare  Ünstetigkeit  geometrischer  Constructionen"  in  der  ^^Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik**  Bd.  12,  p.  375  f.,  Nr.  16  £ 

■Zur  Frage  der  Realität  der  Punkte  mit  stationären  Ebenen  in  der 
Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  vergl.  man  v.  Stau  dt  „Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage*'  (1860)  Nr.  560  und  weiterhin  in  diesem  Buche 

§  45,  86,  16,  29. 

§  26.  Die  Beispiele  sind  fast  alle  neu.  Sie  gehören  zu  der  Arbeit, 
aus  welcher  die  unter  §  25, s  eben  erwähnte  Mitteilung  vom  Juli.  1888 
geflossen  war.  Ihre  Sluzze  gebe  ich  in  Bd.  29  der  „Vierte^ahrschrift** 
als  „Geometrische  Mittheilungen**,  VI.  Die  projicierenden  Kegel  der 
Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  liefern  im  Allgemeinen  alle  Formen 
der  Kegel  vierter  und  dritter  Ordnung  von  den  Geschlechtern  Eins  und 
Null.  Die  der  darstellend  geometrischen  Behandlung  entsprechenden 
einfachen  Constructionen  sind  durchweg  weiterführend.  Die  Construction 
der  Curven  dritter  Ordnung  aus  projectivischen  Involutionen  hatte  ich 
einst  auf  diesem  Wege  gefunden,  aber  nicht  veröffentlicht.  Die  Ver- 
vollständigung des  hier  Gegebenen  ist  kurz -angedeutet  bei  der  Betrach- 
tung der  Durchdringung  von  Flächen  zweiten  Grades  und  des  durch 
sie  bestimmten  Flächenbüschels  in  §  45,  sowie  den  dual  entsprechenden 
Erörterungen  des  §  46. 

Abschnitt  B. 

§  28.  Die  kurze  beispielsweise  Auseinandersetzung  über  die  topo- 
graphischen Flächen  und  ihre  Verwendung  ist  neu  hinzugefügt. 

§§  81,  S2.  Die  gegebene  Behandlung  der  Netzhyperboloide  war 
nur  zum  kleineren  Theile  schon  in  meiner  „Cyklo£[raphie^*  (Leipzig  1882) 
gegeben.  Die  aus  den  Eigenschaften  parallelaziger  Netzhyperboloide 
folgenden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  wurden  dort  auch  nur  am 
Schlüsse  kurz  berührt  Ich  skizzierte  die  Ausfuhrung  in  der  mathem. 
Section  der  Versammlung  der  Schweizerischen  Natunorscher  in  Zürich 
am  8.  Aug.  1883  und  die  aus  der  Betrachtung  der  reellen  Kegel  des 
Büschels  msbesondere  hervorgehenden  Eigenschaften  speciell  in  einem 
Vortrage  in  der  Züricher  Naturf.  Gesellschaft  am  17.  Dec.  1883  — 
von  dem  ein  Auszug  gedruckt  ist  in  Bd.  28,  p.  4ü7f.  der  „Vierteljahr- 
schrift**. Eine  geschlossene  Ausführung  der  zahlreichen  Ergebnisse  ver- 
öffentlichte ich  in  Bd.  5  der  „Acta  Mathematica**  p.  531—408  mit 
2  Tafeln.  Dort  ist  auch  über  die  Beziehung  der  Ergebnisse  zu  den  Ab- 
handlungen von  J.  Steiner  von  1847  und  1852  in  „CreUe*8  Journal** 
Bd.  37,  p.  161  —  192  und  ebenda  Bd.  45,  p.  189  —  211  und  212—224  die 
genaue  Auskunft  gegeben. 

Sowie  in  §  32,2 f.  die  Relationen  entwickelt  sind,  die  aus  der  Ver- 
bindung eines  der  Hyperboloide  mit  den  beiden  eigentlichen  Kegeln 
des  Büschels  entspringen,  so  ist  es  auch  lehrreich,  die  Relationen  zwi- 
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ihren  conetonten  Tangenten  (re«p.  Sehaen-lSummeQ  und  Differenzen  für 
den  Ton  ihnen  allen  doppelt  berührten  Kegehchnitt.  Ich  gab  äe  in 
der  Anm.  aof  p.  403  der  vorgenajinten  Abbandlnug  au.  Für  J,,  d^,  df 
als  die  reap.  auf  die  Kreiapaare  S  und  3,  3  und  I,  1  und  S  bezüglichen 
Diatanzaum men,  tür  die  Central diatanzen 

ao  daw  e,  -\-  Ct  +  c,'^<)  iat,  und  r, ,  r,,  r,  ali  die  Radien  der  Kreise 
t,  3,  3  reap.  erhält  man  als  Ausdruck  der  Bedingung  dafdr,  dass  die 
drei  beEflghchen  Hyperboloide  sich  in  demselben  Eegelachnitt  durch- 
dringen, me  Relationen 

d,.  ™  -£l  s,        d,'  ~  -"^  S.       d,'~-^3 
c,«^  «ic,     '        ^       C|C, 

5 1=  c,c,c.  +  c,  r,*  +  Ctft^  +  c,r,'. 

Dieselben  umfaaeen  natürlich  die  Beziehungeu  iweier  Hyperboloide 
nnd  eines  Kegels  oder  eines  Hyperboloides  und  beider  Ke^t  oder  der 
doppelt  berQhrenden  Kreise  zu  den  Brennpnnkt«n  ola  Speciainile. 

Ueberdies  aber  iat  für  iS  —  O  auch  A— 0,  d.  b.  die  Hyperboloide 
des  Büschels  haben  einerlei  Haaptebene  oder  die  b«trachtet«ii  Kieiae 
gehSreu  zu  demselben  BüscheL    Die  Gleichung 

c,c,c,  +  c,r,'-)-(^r,«  +  c,r,'— 0    oder    —l— ^-|-^-|-^ 

ist  die  Gmudffleichang;  für  die  rechnende  Behandlung  der  Lehre  von 
den  Kreisbüscneln,  wie  ich  solches  etwas  näher  ausgeführt  habe  in 
einem  Vortrag  in  der  „Naturf,  Oesellach.  zu  Zürich"  siebe  „Vierte^ahr- 
schrift"  Bd.  -iS  „Qeometrische  Mittheilungeu"  VII. 

S  88,13.  Vergl.  die  analytische  Entwickslung  ?on  J.  A.  Serret 
im  37.  Bd.  des  „Journal  f.  Matham."  flSlT).  Aber  schon  Format  hatte 
in  dorn  Tractat  „Du  Contact  des  apnjö'ea",  den  Hachette  im  ersten 
Bd.  des  „Journal  de  l'^colo  polytechniqoe "  wieder  bekannt  machte, 
15  Probleme  über  die  BestimmuiiR  von  Kugeln  aus  Berührnngsbedin- 
gongen  mit  Punkten,  Ebenen  und  Kugeln  geometiiach  gelOst. 

§§  88,  84.    FSr  die  Unteranchung  der  Kugeln  und  ihrer  liaearen 

Systeme,  sowie  die  auf  die  Geometrie  auf  der  Kugel  bezügliche,  die  in 

der  CoostructioQ    der    unter   Winkeln    voa    vorgeschriebeneu    Cosinue- 

werthes  schneidenden  Kreise  auf  einer  Kugel  zu  atei  gegebenec  Kreisen 

derselben  in  Tafel  T  ausgeht,  giebt  die  „Cyklographie"  vieles  Weitere. 

Zu  g  35  vergl.  mau  die  Behandlung  des  einfachen  Hyperboloides  in 

Oournerie'a   „Traitö"   in  Livre  VII,   Chap.  IV     No.  681—748; 

s  hyperbolischen  Paraboloides  findet  man  in  den  No.  5SC  bis  61!. 

ir  Satz  in  Beisp.  9)  scheint  zuerst  von   (j.  Bauer  in   der  Sitaung 

.  Juni  1S80  der  Hathem. -phyaik.   Classe   der  k.  Bayr.  Akad.  der 

isch.   zu  Hünchen  allgemein  auagesprochen  worden  zu  sein;   hier 

i  er  sich  direct  aus  der  Conatniction.  Vorher  war  er  für  die  recht- 

gen  Parallelepipeda  der  gleichseitigen  Hyperboloide  von  H.  Vogt 

len  im  „Jonmal  f.  Mathem."  Bd.  S6,  p.  -297. 

I  §  86,  13f  vergl.  I,  g  11,  G.  Dazu  als  Quelle  meine  „Geom.  Hit- 
Igen"  in  Bd.  24  der  „Vierteljahrschrift"  p.  iQif.  Die  Erzengungen 
leich winkligen    EbenenbOscueln    waren    trotz    so    viel&ch«c  Be- ' 

Sseit  Hachette,    Chaslea    und    Steiner   etc.,    SchrSter 
t  geblieben;  und  doch  sind  die  Begelschaaren,  aus  welchen 
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die  Complexe  collinearer  Räume  im  Falle  der  Aehnlichkeit  und  der 
Congmenz  Bich  zusammensetzen,  sämmtlich  von  dieser  Art.  Der  ein- 
^he  Uebergang  von  der  Steiner*8chen  zu  meiner  Erzeugung  wurde  von 
F.  Ruth  entwickelt,  der  zur  Zeit  der  Bearbeitung  jener  Mittheilung 
mein  Zuhörer  war  (p.  154  a.  a.O.).  Siehe  auch  Salmon-Fiedler  „Analyt. 
Geometrie  des  Raumes**  Bd.  I,  §  121  der  3.  Aufl.  und  weiterhin. 

Zu  §  88  vergl.  man  J.  Stein er's  „Systematische  Entwickelung ** 
§  67,  p.  242—247  und  §  61  f.,  p.  187 f. 

Ebenso  zu  §  89  v.  Staudt's  ,,Geometrie  der  Lage**  §26  und  seine 
„Beiträffe'*  §  2  und  §  32.  Noch  sei  die  gedrängte  Darstellung  in  Zech 
„Die  höhere  Geometrie**  p.  69 f.  erwähnt.  (Stut^^art  1857.)  Zu  Beisp.  10) 
siehe  Monge  „G^omätrie  descriptive^*  No.  36,  37. 

§  41,  2 f.  Ü.  Pelz  gab  die  directe  Bestimmung  der  Axen  der  Schat- 
tengrenze und  des  Schlagschattens  auf  die  den  Hauptebenen  der  Fläche 
(§  42)  parallelen  Projectionsebenen  in  den  „Sitzungsberichten  der  k. 
^öhm.  Geselbch.  der  Wissensch.**  vom  12.  Dec.  1879. 

§  48.  Die  Construction  der  Axen  der  Fläche  zweiten  Grades  ward 
in  diesem  Buche  zum  ersten  Male  ausgeführt;  sonst  war  es  üblich,  sie 
als  Ergebniss  der  analytischen  Geometrie  vorauszusetzen. 

Die  Centralprojection  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  eine  Ereis- 
schnittebene  behandelt  G.  Pelz  im  „Archiv  für  Mathem.  und  Physik** 
Bd.  62,  p.  313.    Vergl.  Poncelet's  „Trait^**  No.  36,  37. 

§  48.  Betrachtungen  über  die  Flächen  zweiten  Grades  als  Reliefs 
von  anderen  solchen  Flächen  findet  man  zum  ersten  Male  in  PonceletU 
berühmtem  ^,Supplement  sur  les  Propriätäs  projectives  des  Figures  dans 
Tespace**  am  Scnlusse  seines  „Traite  des  Propridtes  projectives  des  Fi- 
gures** Paris  1882  (Bd.  1  der  2.  Ausg.)  und  zwar  in  Nr.  629 f. 

§§  44,  45.  Zu  den  einfachen  Systemen  von  Flächen  zweiten  Grades 
ist  zu  studieren  v.  Staudt's  „Beiträge**  §§  36  und  37.  Die  Eenntniss 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  für 
das  Süschel  von  Flächen  zweiten  Grades  ist  Poncelet*s  glänzende 
Entdeckunff;;^  Siehe  das  vorher  citierte  „Supplement**  Nr.  611  f.,  specieU 
Nr.  616 f.  Es  ist  vom  höchsten  Interesse,  zu  sehen,  wie  bei  Fr e zier 
(„Traite  de  St^räotomie*'^  vergl.  Bd.  I,  Note  zu  §  46)  schon  Alles  auf 
diese  Entdeckung  hindrängt,  ohne  sie  zu  erschliessen.  (Vergl.  die  Pariser 
Ausg.  von  1764,  p.  68  bis  166  und  die  zugehörigen  Figuren.) 

§  46.  Für  die  projectivische  Theorie  des  projicierenden  Kegels  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  ist  zu  vergleichen  die  Abband- 
lunff  von  H.  G.  Zeuthen  „Nogle  Egenskaber  ved  Kurver  af  fjerde  orden 
med  to  Dobbelpunkter'*.    Kopenhagen  1879. 

Die  Construction  der  Fläche  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte  auf 
p.  369  ist  von  J.  Steiner  (1836),  siehe  „Journal  für  Mathem.'*  Bd.  68 
p,  191.  Man  vergl.  auch  H.  Müller 's  Darstellung  der  analogen  Con- 
s^ction  von  Chasles  (1866)  in  Bd.  1,  p.  627  der  „Mathem.  Annalen**. 
Die  rein  lineare,  welche  ich  ausserdem  gebe,  ist  von  meinem  Assistenten 
Dr.  Beyel  in  Bd.  29  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik*'  p.  170f. 

§  47-  Die  zwei  Kegelschnitten  umseschriebene  developpable  Fläche 
hat  mit  den  allffemeinen  flilfsmitteln  der  amüytischen  Geometrie  de  la 
Gournerie  untersucht  in  Bd.  2  seines  „Traitä**  Livr.  YI,  Chap.  II. 
Die  einfache  Ableitung  der  Gleichungen  der  neuen  Doppelcurven ,  die 
ich  gebe,  ist  neu.  Ebenso  die  ganze  Behandlung  des  Normalenproblems 
der  ebenen  Curven,  ihrer  Symmetrie-  oder  Halbierunffscurven  und  Svm- 
metriepunkte.  Neu  ist  auch  der  daraus  nach  der  Methode  der  Cyklo- 
graphie  entspringende  Uebergang  zu  den  Focalcurven. 
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Zu  Beiep.  27)  mag  auf  die  inhaltreiche  Note  von  Chasles  in  seiner 
,, Geschichte  der  Geometrie"  (Deutsch  v.  Sohnke)  p.  413  f.  epoc.  p.  419 
verwiesen  werden.  Vergl.  auch  Emil  Weyr  „üeber  KrümmungaÜnien 
der  Flächen  zweiten  Grades  und  confocale  Systeme  solcher  Flächen*' 
in  den  Sitzungüberichten  der  k.  Akad  d.  Winsensch.  zu  Wien  vom 
Juni  1868.  Um  fassend  ist  die  Lehre  von  den  confocalen  Flächen  zweiten 
Grades  behandelt  in  meiner  Bearbeitung  nach  G.  Salmon  »,Analyt.  Geom. 
des  Raumes'*  Bd.  1,  8.  Aufl. 

Die  Entwicklung  der  Projectivität  zwischen  den  Flächen  des  Bü- 
schels und  denen  der  Schaar  aus  denselben  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
in  Beisp.  33  f.  ist  neu. 

§  47t  30.  Vergl.  die  Darstellung  der  Erümmungslinien  des  dreiaxigen 
EUipsoides  in  Monge's  „G^omdtrie  de8criptiye'^ 

§  49.  Für  das  Studium  der  Lehre  von  den  Erümmungsverhältnissen 
der  Flächen  ist  auf  die  grundlegenden  Arbeiten  von  Euler,  Monge, 
Dupin  und  Gauss  zu  verweisen.  Die  ausführliche  und  tüchtige  Dar- 
stellung der  Elemente  in  de  la  Gournerie^s  ,/rrait^''  Bd.  3,  LivreVIII 
verdient  Empfehlung. 

Abschnitt  C. 

§§  50  f.  Für  die  Theorie  der  windschiefen  Regelflächen  vergleiche 
man  Salmon-Fiedler,  „Ana.ytische  Geometrie  aes  Raumes'*,  Bd.  I 
(3.  Aufl.)  p.  288  f.,  besonders  auch  die  zugehörigen  Literatnmoten. 

§  57, 12 f.  Man  vergleiche  de  laGournerie's  «J'raitd**  Bd.S,  No.882 
bis  887 ;  überhaupt  die  sorgföltige  Darstellung  der  Lehre  von  den  „8ur- 
faces  gauches**  ebenda  Bd.  2,  No.  613—639. 

§  56,  4.  Man  findet  die  Behandlung  eines  speciellen  Falles  hiervon 
in  analytischer  Form  bei  J.  Magnus  „Aufgaben  und  Lehrsätze"  etc. 
Bd.  2,  §  90  und  §  87  (123). 

§  56,  6  und  §  58,  5.  Das  Cylindroid  der  neueren  Mechanik  findet 
sich  zuerst  (1865)  in  Plücker's  Abhandlung  „On  a  new  geometry  of 
Space"  „Londoner  Philos.  Transactions**,  Bd.  165,  p.  756,  Formeln  88). 
Der  Name  rührt  yon'Cayley  her.  YergL  meine  Abhandlung  „Geometrie 
und  Geomechanik.  Eine  Uebersicht  zur  Kennzeichnung  ihres  Zusammen- 
hangs" etc.  in  Bd.  21  der  ,^Vierte]jahrschrift  der  Natun.  Ges.  zu  Zürich" 
p.  186-228. 

§  57,  10.  Die  allgemeine  Theorie  der  hier  zunächst  für  den  Fall  der 
geraden  Erzeugenden  berührten  Familie  von  Flächen  ist  als  Theorie  des 
„Surfaces  hälicoides"  behandelt  in  de  la  Gournerie*8  „Traitä"  Bd.  3, 
No.  956—967  und  No.  1042—1053.  Auf  den  ersten  Abschnitt  folgen  da- 
selbst bis  Nr.  1041  die  Theorie  der  developpabeln  und  der  beiden'  ge- 
schlossenen windschiefen  Schraubenfiächen. 

§  60.  Die  Regelflächen  dritten  Grades  sind  in  der  ,^Analyt.  Geo- 
metrie des  Raumes"  Bd.  2,  p.  365 f.  behandelt  und  man  findet  dort  auch 
p.  LI  f.,  140  f.  die  nöthigen  Literaturangaben. 

§  60,  3f.  Man  studiere  die  Abhandlung  von  Cremona  „Intomo 
alla  curve  gobba  della  quart'  ordine  per  la  quäle  passa  una  sola  super- 
ficie  di  secondo  grado*',  ^,  Annali  di  Matematica"  äd.  4. 

§  61  f.  Die  Verbindung  von  Rotations  -  und  Schraubungsflächen, 
die  die  Bildung  der  Anschauungen  wesentlich  erleichtert,  ist  neu.  In 
Pohlke's  „Darstellende  Geometrie"  2.  Abthlg.  (Berlin  1876)  findet  man 
im  9.  Cap.  die  Schraubungsflächen  als  Spiral  flächen  ausführlich  be- 
handelt.  Vergleiche  die  Citate  unter  §  57,  lu. 
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§  S5.  Vergl.  Monge's  ..Göomötrie  deacriptive**  Nr.  30.  Zu  S.  470 f. 
auch  Staudigl  in  „Sitzungsberichte  der  k.  Akad.  der  Wissensch.  zu 
Wien'*  Bd.  68  ,,Be8timmuDg  von  Tangenten  an  die  Selbstschattengrenze 
von  Rotation sflächen'^  und  Ö.  Pelz'  schöne  Ausführung  über  den  gleichen 
Gegenstand,  ebenda  im  79.  Bd. 

§  68)  12.  Diese  Betrachtung  scheint  zuerst  durchgeführt  worden  zu 
sein  von  Dunesme  ,,Comptes  rendus'^  1857,  2.  Aus  der  italienischen 
üebersetzun^  meines  Buches  lernte  ich  G.  Bruneis  Abhandlung  in  den 
,, Annali  di  Matern.'*  von  1863,  p.  18  kennen. 

§  69.  Man  vergi.  für  die  Darstellung  in  Centralprojection  Cou- 
sineryU  „Göom^tne, perspective**  p.  67  und  80,  Tafel  VI  mit  Niem- 
t schickes  Abhandlung  „Directe  Construction  der  Contooren  von  Rota- 
tionsflächen in  orthogonalen  und  perspectivischen  Darstellungen'*.  Wien 
1866.    „Sitzungsbericnt-e  der  k.  k.  Akad.  d.  Wissensch.**  Bd.  52. 

§  69,  6 f.  Man  versl.  J.  Steiner's  Abh.  v.  1847,  in  „Gesammelte 
Werke**  Bd.  2,  p.  402?.,  wo  die  Betrachtung  für  schräge  Parallelpro- 
jection  geführt  ist. 

Zu  §  69«  10 f.  sehe  man  Ghasles'  „Geschichte  der  Geometrie** 
(Sohnke's  Uebers.)  p.  419  für  eine  andere  Behandlung  in  Orthogonalpro- 
jection  (vergl.  hier  §  42, 27);  für  die  hier  gegebene  aber  die  schöne  Arbeit 
von  C.  Pelz  ,,Ueber  eine  allgemeine  Be&Ummungsart  der  Brennpunkte 
von  Contouren  der  Flächen  zweiten  Grades**.  ^, Sitzungsberichte  der  k. 
Akad.  d.   Wissensch.  zu  Wien**  vom  Januar  1877  und  vom  März  1878. 

§§  71t  72.  Für  zahlreiche  Ausführungen  vergleiche  man  Tilscher's 
Werk  »Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungsconstructionen**.  Wien 
1862.  Für  den  besonderen  Fall  des  dreiazigen  Ellipsoides  etwa  auch 
EontnyU  Abhandluxig  im  „Archiv  der  Mathe'm.  u.  Physik*'  von  1866. 
Eine  Studie  über  die  Isophoten  gab  Burmester  in  zwei  Abhandlungen 
in  der  „Zeitschrift  für  Muthem.  u.  Physik**  Bd.  13  und  14:  aus  ihr  ent- 
stand desselben  Autors  weiter  führende  «^Theorie  u.  Darstellung  der  Be- 
leuchtung gesetzmässig  gestalteter  Flächen**.   (Leipzig  1871.) 

§  78,4.  Zum  Studium  kann  dienen  die  Abhandlung  von  Via  IIa 
„Memoire  sur  la  vis  Saint-Gilles**  im  ,  Journal  de  T^cole  polytechnique**, 
Bd.  21,  p.  191  (5  Tafeln).    Paris  1858. 

Die  Ausführung  der  Beleuchtunffsconstruction  in  Tafel  XVI  ist  1865 
durch  meinen  Assistenten  in  Prag  fi.  Morst adt  nach  meiner  Disposition 
gemacht  worden. 

§  77.7.    Vergleiche  Flauti  „Geometria  di  Sito**,  III  (Napoli  1842) 


§.  192f.  und  P.  Tannery  in  „M^m.  de  la  Soc.  des  Sciences  phys.  et  nat. 
e  Bordeaux**  2.  S4r.  i  2,  p.  2*^7.  Zur  Schlussbetrachtung  ist  zu  ver- 
gleichen für  den  ersten  Theil  Chasles*  Arbeit  von  1830  „Bulletin  des 
Sciences  Mathäm.**  t.  14,  p.  322  mit  Ausführungen  in  „Comptes  rendus** 
t.  16,  51,.  52;  für  den  Satz  p.  532  die  Note  von  Halphen  in  „Nou volles 
Annales**  8«  S4t.  t.  1,  p.  296. 

Si)dann  für  die  Theorie  der  Inversion  als  erste  PublicationJ.Plück  er  *s 
„Anal.  geom.  Entwickelungen*  Bd.  1  (1828)  No.  184 f.  und  dessen  Ab- 
handlung in  Bd.  U  p.  219  von  „Grelles  Journal*'.  Ihm  war  in  der  Ent- 
deckung wahrscheinlich  J.  Steiner  vorausgegangen,  vergl.  die  Lehre 
von  der  gemeinschi^lichen  Potenz  in  §  IIF  der  Abhandlung  in  Bd.  1 
von  „Crelle's  Jonmal**  (1826)  161  f. 

Und  in  Bezug  auf  die  Cykliden  Dupin's  „Applications  deGäom^trie** 
p.200;  ferner  MaxwelTs  Arbeit  in  Bd.  9,  p.  111  des  „Quarterly  Journal 
of  Math.**  mit  ihren  guten  stereoskopischen  üarstellungen,  und  Darboux' 
Werk  „Sur  une  Classe  remarquable  des  Courbes  et  des  Surfaces  algö- 
briques.**    (Paris  1873.) 
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für  den  zweiten  Theil. 


Die  Zahlen  beBtimmen  die  Seiten  des  Bnches;  die  gesperrt  gedruokten  Worte  gelten 
Immer  auch  für  die  daroh  —  mit  ihrem  Satze  ▼erbundenen  nachfolgenden  Auaffihmngen. 

Abbildung,  con forme  535  —  der  Kugel  auf  die  Ebene  261  —  cjklo- 
graphische  der  Punkte  des  Raumes  62  f.  (siehe  Cyklographie). 

Abwickelung  und  Auf  Wickelung  der  entwickelbaren  Schrauben- 
fläche 93  f.  —  des  Cylinders  65  —  des  Kegels  speciell  Rotation  skegels 
63  £,  66  f.  —  einer  Developpabeln  auf  eine  andere  104  —  einer  Kegel- 
durchdringung mit  einem  l^egel  113. 

Aehuliche  Curven  in  perspectiviBcher  Lage  20,  34.  Aehnlich- 
keit  der  Parallelschnitte  von  Kegeln  26,  45  —  der  Schnitte  eines  Hy- 
perboloides und  seines  Asvmptotenkegels  217,  295  Aehnlichkeitakreis 
2 10 f.,  235 f.  Aehnlichkeitskugeln  von  zwei,  drei,  vier  Kugeln  255. 
Aehnlichkeitspunkte,  Axen  und  Ebenen  von  Kugeln  248,  259 f.,  274. 
Aequator  einer  Rotationsfläche  457.    Aequatorschraubenlinie  461. 

Affinität  bei  Behandlung  der  Flächen  zweiten  Grades  824,  330, 
344  —  der  Cyliuderqgerschnitte  25  —  der  Developpabeln  von  gleichem 
Fallen  durch  einen  Kegelschnitt  381  —  der  Flächen  zweiten  Grades 
344  —  vonKegelauerschnittbildern44.    Affinitätsaze  (krumme)  der  Pro- 

i'ectionen  einer  Kegelfläche  21,  32.  Archytas  von  den  zwei  mittleren 
Proportionalen  528.  Arten  der  Cykliden  542  f.  —  der  Flächen  zweiten 
Grades  313  f.  —  der  Regelflächen  aus  drei  Leitcurven  403—412  —  der 
Schraubungsflächen  461. 

Asymptoten  der  ebenen  Curven  7,  39  —  der  donpelt gekrümmten 
Curven  107  —  der  Selbschattencurve  einer  Regelnäche  437  —  der 
Bilder  der  Curven  40 f.  —  der  Querschnitte  eines  Kegels  29,  39 

—  einer  developpabeln  Fläche  86,  90  —  einer  Fläche  zweiten  Grades 
324  —  eines  einfachen  Hyperboloides  301  —  einer  Regelfläche  437  f. 
Asymptotenkegel  des  einfachen  Hyperboloides  205,  293 f.  —  der 
Fläche  zweiten  Grades  316  f.  Asymptotische  Ebenen  und  De velonpable 
einer  Regelfläche  438  f.  Axe  der  Kotations-  und  Schraubnngsnächen 
455  f.,  458 f.  Axen  des  Ellipsoides  329  f.  —  der  Flächen  zweiten  Grades 
327  f.,  361  —  des  Kegels  vom  zweiten  Grade  3*29  —  des  Kreisbildes 
340.    Axonometrie,  aligemeine  und  orthogonale  314  f. 

Beleuchtung,  objective  und  subjective  498  f.,  500  f.  Beleuchtungs- 
constructionen  473,  497 f.  —  der  Cylinderflächen  505 f. —  der  ent- 
wickelbaren Flächen  501  —  der  Kugel  508  f.  —  der  Regelflächen  502 

—  der  Rotationsflächen  502,  506  f.  —  der  Rotationskegel  502  f.,  504  f. 

—  der  Schraubungsflächen  502,  511  f.  Berührung,  stationäre  121, 
159 f.,  359^  363  —  der  Flächen  zweiten  Grades  nach  einem  Kegel- 
schnitt 347,  351  —  zwischen  gleichseitigen  parallelaxigen  Rotations- 
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hyperboloideiL  232  —  Eegelflächen  118 f.,  121  —  knunmen  Flächen 
894  —  Engeln  235,  259,  274  —  Original  und  Belief  340  —  Begelflächen, 
längs  einer  Geraden  418,  438  f. 

Berührungscylinder  von  Flächen  zweiten  Grades  292  —  von 
Regelflächen  433«  437  —  von  Rotations-  nnd  Schraubungsflächen  482  f., 
485,  497  —  von  Terrainflächen  196.  Berührangske^el  von  Flächen 
zweiten  Grades  292,  308  —  von  Regelflächen  433 f.,  insbesondere  aus 
einem  Punkte  derselben  437,  451  —  von  Rotationsflächen  479  f.,  484  f. 

—  von  Schraubungsflächen  482  f.  Berührungsknoten  einer  Curve  92. 
Beziehungen  von  drei  krummen  Flächen  473,  527  —  von  Gurven  und 
Developpabeln  78 f.,  87,  384  —  von  Curven  und  Developpabeln  zu 
krummen  Flächen  473,  497  f.,  513f.,  518. 

Bild  der  Curve  im  Räume  132 f.  —  ans  einem  beliebigen 
Punkte  133  —  aus  einem  ihrer  Punkte  144,  148,  182  —  aus  einem 
Punkte  ihrer  Tangentenfläche  143,  180  —  aus  einem  stationären  Punkte 
144.    Bild  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  141. 

Bilder  der  Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  180f.,  185 

—  aus  einer  Ecke  des  Quadrupels  182  —  aus  einem  Punkte  im 
Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Eeffels  181  —  ihrer  Tangenten- 
fläche 180,  372  —  in  der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  148,  181 

—  mit  Doppelpunkt  183  f.  —  mit  Spitze  185.  Bilder  der  Schrauben- 
linie 136 f.,  145.  Binormale  einer  Curve  99  f.  Bisekanten  der  Curve 
vierter  Ordnung  erster  Art  359 f.  Bündel  von  Kugeln  243 f.  Büschel 
von  Kegelschnmen  362  f.  —  von  Flächen  zweiten  Grades  359  —  363, 
364— 368,  390 f.,  speciell  ohne  reelle  Kegel  363  —  von  gleichseitigen 
parallelaxigen  Rotationshyperboloiden  217  f.  —  von  Kugeln  243  — 
und  Schaaren  von  orthogonalen  Hyperboloiden  289  f. 

Brennkreise  und  Brennpunkte  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
331,  341,  343 f.  Brennpunkte  des  Cartesischen  Ovals  188  — -  der 
Curven  und  Flächen  überhaupt  537  —  der  Kegelschnitte  aus  parallel- 
axigen gleichseitigen  Rotationshyperboloiden  286—239  —  der  Umrisse 
von  Flächen  zweiten  Grades  493  f. 

Cardioide  132.    Centralaze  der  Bewegung  starrer  Systeme  529  f. 

Centralprojection  einer  Curve  mit  einfachen  Singularitäten  7 

—  eines  einfachen  Hyperboloides  (allgemeine)  303  f.  —  einer  Fläche 
zweiten  Grades  322,  326:  speciell  aus  einem  ihrer  Punkte  363  f.  — 
eines  gleichseitigen  Rotationshyperboloides  208  f.  —  einer  Kegelfläche 
21  —  einer  Kugel  208,  491  —  einer  Regelfläche  280  f.,  446  f.  —  einer 
Rotationsfläche  468,  484  f.,  488  f. 

Centralpunkt  der  Erzeugenden  einer  Regelfläche  291^  423  f. 

Centrisch  collineare  Umformung  einer  Raumcurve  116.  Cen- 
trische  CoUineation  der  Kugel  336  f.  —  der  Querschnitte  der  Ke- 
ffelfläche  24  f.,  27  f.  Centrische  involutoriche  CoUineation 
der  Flächen  zweiten  Grades  308  —  der  Durchdringung  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  157 f.,  352  f,  373 f.  —  der  gemeinsamen  De- 
veloppabeln derselben  373  f.  Charaktere  des  Bildes  emer  algebraischen 
Raumcurve  134—136.  Classe  einer  Curve  4,  6  —  eines  Kegels  25. 
Collineare  Umformung  533.  CoUineation  der  Curven  vierter  Ord- 
nung erster  Art  mit  Spitze  161.  Concavität  und  Convexität  4.  Con- 
choide  der  Ellipse  486  f.  Configuration ,  cyklische ,  sphärische  257. 
Confocale  Flächen  zweiten  Grades  378,  388  f.  Congruenz  der  Pa- 
rallel- und  Antiparallel -Schnitte  bei  Cy  lindem  26  —  gleichlanger 
Stücke  derselben  Schraubenlinie  73  —  gleichstimmige  der  Räume  529  f. 
Conjugierte  Durchmesser  und  Diametralebenen  der  Fläche  zweiten 
Graaes  317  f.  —  Elemente  in  Bezuff  auf  die  Fläche  zweiten  Grades 
307  —  Gebilde  zu  Strahlen  und  Ebenen  im  Flächen büschel  zweiten 
Grades  367,  371.    Conoide  404,  407. 
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CoDstrnctionen  der  Kegelschnitte  aus  doppelt  berührenden 
Kreisen  226 f.  —  dritten  Grades  327 f.,  361  f.  —  ersten  Grades  370, 
416f.,  432  —  zweiten  Grades  161  f.,  210,  297 f.,  369f.,  464f.,  496  f. 
Contingenzwinkel  8.  Coordinaten  (v.  Cartesius,  Plüoker)  198,  229,  236, 
237f.,  263,  317f.,  381f.,  386,  466,  634f.,  689.  Curve  algebraische  4  —  als 
Ort  resp.  Enveloppe  l,  9  —  doppelt  gekrümmte  7  —  dritter  Ordnung, 
doppelt  gekrümmte  116,  126,  Ulf.,  161,  362;  ihre  Arten  126 f.,  132, 
Constracnonen  146 f.,  147,  362,  Degenerationsformen  123 -—130  — 
dritter  Ordnung,  ebene  148,  182,  372,  singulare  und  circulare  184  f.  — 
erster  und  zweiter  Ordnuug  116  —  vierter  Ordnung  erster  Art, 
eintheilige  121,  166,  zweitheüige  121,  166,  262f.;  mit  Doppelpunkt  116f., 
362,  mit  Spitze  120,  369;  sphärische  183  —  in  der  Ebene  mit  zwei  Dop- 
pelpunkten 184f.,  364f.,  bicirculare  162,  184,  370—  zweiter  Art  461  — 
mit  zwei  stationären  Erzeugenden  461  f.  Curven  auf  Eeeelflächen  19. 
Cuspidalpunkt  einer  Fläche  402 f.,  429,  448 f.,  643.  Cyklische  Ebenen 
der  Flächen  zweiten.  Grades  383  f.,  337,  339  f.  Cyklographie  62 f.,  188, 
213,  264,  274,  381  f.,  886.  Cykloide  17,  74.  Cylinder  16.  Cylindroid 
410  f.,  422,  434  —  orthogonales  406  f.,  436  f.,  441,  460 f. 

Developpable  8,  78,  192,  199  —  doppelt  berührende  einer  Baumcnrve 
77,  83;  einer  Regelfläche  436,  einer  \rummeu  Fläche  überhaupt  616  — 
dritter  Classe  131,  147  f.  —  durch  zwei  Kegelschnitte  147,  378  f.  — 
gleichen  Fallens  78,  86,  380  f.  —  gleicher  Beleuchtungsintensität  498, 
600  —  tangierende  einer  krummen  Fläche  394  —  von  zjvei  Flächen 
zweiten  Grades  346 f.,  372 f.,  389 f.,  speciell  der  confocalen  386 f.;  von 
zwei  krummen  Flächen  620,  speciell  Rotationsflächen  622  f. 

Diametral  ebenen  der  Flächen  zweiten  Grades  312  —  conju- 
gierte  Tripel  316  —  gemeinsame  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
336.  Directrixen  des  Kegelschnittes  220  — -  einer  Fläche  zweiten 
Grades  637  f.  Doppelberührung  zwischen  Querschnitt  und  Dmriss  478, 
491.  Doppelcurven  der  developpabeln  ächraubenfläche  77 f.,  80  — 
der  Developpabeln  überhaupt  140  —  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung erster  Art  168 f.,  176 f.,  364;  mit  Doppelpunkt  168 f.,  mit  Spitze 
169,  mit  zwei  Doppelpunkten  161.  Doppelcurven  der  windschiefen 
Regelflächen  428 f.,  436  —  der  Rotationsflächen  467  Zus.  Doppel- 
developpable  der  Regelflächen  429,  436  —  der  Rotationsflächen 
467  Zus.  Doppelpunkt  der  ebenen  Curve  2,  134,  138,  616  —  der 
Raumcurve  11,  11^^  122,  368  —  des  Bildes  einer  £iaumcurve  149  — 
der  krummen  Fläche  198 f.,  467  Zus.  —  des  Querschnittes  einer  De- 
veloppabeln 138  —  einer  Regelfläche  433. 

Doppeltaugente  einer  ebenen  Curve  2  —  des  Bildes  einer 
Raumcurve  136  —  des  Querschnittes  einer  Developpabeln  378 f.  Dop- 
peltangentialebenen einer  Developpabeln  11  —  einer  Raumcurve 
82  f.,  185,  137.  Doppeltprojicierender  negel  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung^erster  Art  1611.,  364. 

Doppelverhältnissan  den  Tangenten  und  Bisekanten  der  Curve 
vierter  Ordnung  erster  Art  172  f.  ~  in  den  Erzeugenden  der  gemeinsamen 
Developpabeln  zweier  Flächen  zweiten  Grades  386  —  von  vier  Geraden 
eiuer  Regelschaar  284  f.  —  von  vier  Punkten  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung zweiter  Art  451.  Domspitze  3,  146.  Drehungssinn  der 
Schraubenlinie  72  —  in  conffruenten  Räumen  629.  Dualität  der 
darstellenden  geometrischen  Hauptaufgaben  über  krumme  Flächen  474 
—  der  gemeinsamen  Curve  und  Developpabeln  von  Flächen  zweiten 
Grades  373  —  der  Operationen  zur  Behandlung  von  Cnrven  und  De- 
veloppabeln 13,  100. 

Durchdringung  106,  166»  178 f.  —  einer  krummen  Fläche  mit 
einer  Developpabeln  418,  mit  ihrem  Berührungskegel  614  f.  —  mit  der 
Developpabeln  von  gleichem  Fallen  384  —  paraUclaziger  gleichseitiger 
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Rotationshyperboloide  225  —  von  Kegel-  und  Rotationsfläche  513  f.  — 
von  Kugeln  274  —  Ton  Regelfläche  und  Developpabeln  300,  302  — 
¥on  zwei  Flächen  zweiten  Qrades  345 f.,  352 f.,  526 f.  —  von  zwei 
krummen  Flächen  191,  520  f.,  524  —  von  zwei  Rotationsflächen  522  f. 
Durchmesser  der  Flächen  zweiten  Grades  31 2 f.  —  conjuffierte  Tripel 
316  f.  —  gemeinsames  Trij^el  von  zwei  concentrischen  flächen  zweiten 
Grades  332,  335. 

Ebenen,  stationäre  der  Developpabeln  10,  98,  139,  145,  160,  363,  380. 
Ebenenbüschel,  projectivische  147,  276,  449,  451.  Ebenenpaar  202. 
Elementargebilde  erster  Stufe  148,  276,  449.  Ellipse  435,  specielle  223, 
382  f.,  385.  Elliptische  Flächen  zweiter  Ordnung  305 f.  Endstellen 
reeller  Curvenbilder  170.  Entwickelbarkeit  9.  Entwickelung  12.  Er- 
zeugende (Gerade)  der  Developpabeln  8  f.  —  der  Kegelflächen  15^ 
51  —  der  Regelfläche  400,  speciell  doppelte  422,  429  —  des  Hvper- 
boloides  paraUel  einer  Ebene  301.  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde 
erster  Stufe  275  f.,  285f.    Erzeugung  der  Flächen  aus  Curven  189 

—  aus  Developpabeln  457,  speciell  der  Flächen  zweiten  Grades  313  f., 
319,  der  Regelflächen  400 f.,  der  Rotations-  und  Schraubungsflächen 
455  f. ,  458  f.  Evolvente  des  Kreises  75  f.  Evolventen  und  Evoluten 
einer  Curve  5,  lOOf.,  102 f.,  104.  Evolventen-  und  Evolutenfläche  lOOf., 
103.    Excentrität,  lineare  und  numerische  221. 

Flächen  der  Hauptkrümmungscentra  einer  krummen  .S99,  auf  Linien 
reduciert  542  —  krumme  189 f.  —  zweiten  Grades  200,  310,  391. 
Arten  275 f.,  305  f.,  813  f.  Construction  und  DarstelluDg  aus  verschie- 
denen Daten  313,  319;  316,  325 f.;  343 f.,  350f.;  insbesondere  aus  neun 
Punkten  oder  Tangentialebenen  369  —  372,  878.  Gleichungen  317  f. 
Flächenbflschel  zweiten  Grades  357—368.  Flächenschaar  zweiten  Grades 
376f.  Fluchtlinie  der  Developpabeln  127 f.  —  des  einfachen  Hyper- 
boloides 280  —  des  Kegels  20 f.  r-  der  Reffelflächen  438 f.,  speciell 
dritten  Grades  449.  Focalcurven  und  Focaloeveloppable  der  Flächen 
537,  speciell  zweiten  Grades  386  f.,  388,  insbesonaere  der  Rotations- 
flächen 331,  343  f  Focalgerade  im  Kegel  zweiten  Grades,  Zusatz  zn 
p.  387  und  541.    Focalkegelschnitte  60  f.,  537,  544. 

Gang  und  Ganghöhe  der  Schraubenlinie  72,  458.  Gegenaxen  der  Colli- 
neation,  convergente  und  parallele  38.  Gemeinsames  Paar  von  zwei 
Involutionen  152,  336.  Gemeinsames  Quadrupel  harmonischer  Pole  etc. 
fOLr  zwei  Flächen  zweiten  Gradea  356  f.  Gemeinsames  Tripel  co^ju- 
gierter  Durchmesser  332,  835.  Geodätische  Linien  auf  Develop- 
pabeln 102  —  auf  Kegeln  67  —  auf  krummen  Flächen  369,  472.  Geo- 
dätische Stellen  im  Querschnitt  einer  Developpabeln  71,  90.  Gerade, 
Slanierte  und  punktierte  305,  536,  541.  Gerade  und  Fläche  zweiten 
irades  297 f.,  309 f.  --  Regelfläche  440  —  Rotationsfläche  495 f.  Ge- 
schlecht der  Curven  und  Kegel  4,  136  —  der  Querschnitte  einer 
Regelfläche  436.  Grad  der  windschiefen  Regelfläche  412  f.  Grenz- 
punkte reell  doppelter  Curven  382,  402. 

Hauptaxen,  -EbeueA  und  -Schnitte  der  Flächen  zweiten  Grades  327 

—  der  Kegel  329  —  der  Paraboloide  und  Cylinder  329.  Hauptkrüm- 
mungscentra einer  Fläche  394.  Hanptnormale  einer  Curve  99.  Hanpt- 
normalschnitte  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  398.  Haupttan- 
genten einer  Fläche  190,  392  —  der  Kugel  191,  536  —  einer  Regel- 
fläche 431  —  und  Tan^i^entenkegel  311.  Haupttangentencurven 
einer  Fläche  395  f.  —  einer  Regelfläche  432  —  einer  Rotationsfläche 
469.  Haupttangentenkegel  im  Doppelpunkte  einer  Fläche  199.  Hellig- 
keit 500.  Helligkeitsvertheilung  auf  krummen  Flächen  498f.,  510.  Hil  fs 
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ebenen  104,  474 f.,  ihre  Grenzlagen  104,  106  —  mit  Ereisprojeetion  bei 
Flächen  zweiten  Grades  848 f.  Hyperbel,  gleichseitige  210,  223,  329, 
885.  Hyperboloid,  einfaches  277,  333  —  Constraction  aus  verschie- 
denen Daten  277,  280,  282  f.,  297  —  and  gerade  Linie  212,  297  f.,  301 

—  mit  rectangulären  Tripeln  von  Erzeug^enden  oder  asymptotischen 
Ebenen  296f.  —  orthogonales  287 f.  —  zweifaches  212.  Hyperboloid 
der  Hanpttangenten  l£i^  der  Erzengenden  einer  Begelfläche  430  f.  — 
oscnlierendes  einer  Rotationsfläche  470  f.  Hyperboloide,  die  eine  Regel- 
fläche längs  einer  Erzeugenden  berOhren  290  f,  302,  418  f.  Hyper- 
boloidiBche  Gruppen  von  Geraden  172  f.,  174,  176,  293. 

Identität  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  310;  286 f.,  811, 
318  —  der  Tangentenfläche  der  Raumcurye  dritter  Ordnung  mit  der 
Developpabeln  dritter  Classe  Ulf. ,  147  —  der  Durchdrineung  der 
Flächen  zweiten  Grades  mit  der  von  Kegeln  366.  Indicatrix  einer 
Fläche  in  einem  Punkte  393.  Inflexion  bei  ebenen  Curven  2,  4  — 
der  Spur  einer  Developpabeln  139,  )43f.  —  der  Transformierten  einer 
Cnrve  durch  Abwickelung  68 f.,  71  —  des  Bildes  einer  Raumcurve  136 f., 
143 f.,  Bpeciell  der  Schraubenlinie  74,  82,  87.  Intensitätslinien 
500 f.,  der  Flehen  zweiten  Grades  501  —  der  Kugelen veloppen  610 

—  der  Rotationsflächen  509  f.  •—  der  Serpentine  511  f. 

Interpretation  der  Figuren  nach  verschiedenen  Projectionsmethoden 
35^  46.  Invariante,  absolute,  der  Curve  dritter  Ordnung  187.  Inversion 
oder  Abbildung  durch  reciproke  Radien  210,  213,  246,  256,  257  f.,  260, 
264,  273  f.,  534  f.,  540  f. 

Involution  der  conjugierten  Tangenten  in  einem  Flächenpankte 
310  f.,  d92f.  —  geschaarte  der  Flächen  zweiten  Grades  mit  sich  selbst 
310  —  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  einer  Geraden  310.  Invo- 
lutionseigenschaften der  Büschel  und  Schaaren  von  Flächen  zweiten 
Grades  360  f.,  374  f.,  380.  Isolierte  Punkte  resp.  Tanjyrenten  der 
ebenen  Curven  4,  der  Raumcurven  119  —  Gerade  resp.  Curve  einer 
Fläche  449.    Isophoten  444. 

Kegelflächen  15f.,  21.  Kegelflächen  zweiten  Grades  62,  114,  202, 
276  —  aus  orthogonalen  Ebenenbüscheln  resp.  Strahlenpaaren  287  f., 
293  —  im  Flächenbüschel  344  f.,  358;  epeciell  der  gleichseitigen  Ro- 
tationshyperboloide 218,  220  f. 

Kegelschnitte  58f,  276;  speciell  degenerierte  201  f.  —  als  Bilder 
der  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Art  356,  496  —  als  Durch- 
dringungen 123,  207  f ,  218  f.,  223  f.,  346  f.,  626  f.  —  als  Querschnitte 
57  f,  43  f,  213f.,  216  f.,  291  f.,  320,  322f.,  434  f.  —  als  singul&r  in 
der  Flächenschaar  zweiten  Grades  374  —  Construction  aus  verschie- 
denen Daten  220,  226  f.,  228f.,  230—238,  361.  Kegelschnittbüschei  und 
Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten  162  f.  —  Kehlkreis  der  Rotationsfläche 
204,  457.  Kehlschraubenlinie  einer  Schraubungsfläche  461.  Kreis  ^4 
-—  cubischer  131  f.  •—  eine  Fläche  erzeugend  458,  461  —  imaginärer 
im  Unendlichen  319,  536  —  rein  imaginärer  229,  236  —  und  gleich- 
seitige H3rperb6l  in  iovolutorischer  Collineation  241  f. ,  262.  Kreis- 
büscnel  165,  548. 

Kreise  auf  der  Kugel  266  f.,  272 f.—  doppelt  berührende  eines 
Kegelschnittes  226  f. ,  228  f. ,  230  f. ,  232  f. ,  381  f. ,  383  f.  Kreispunkte 
478 ;  siehe  Nabelpunkte.  Kreisschnitte  der  Flächen  zweiten  Grades 
326,  382  f.,  334;  speciell  als  Kugelreliefs  337  f ,  347  f.  —  des  Toms  478. 
Krümmungsaxen  einer  Curve  und  Fläche  derselben  99.  Krümmungs- 
kreise  4,  6,  16,  74;  der  Ellipse  im  Scheitel  97;  der  Kegelschnitte  S80f., 
382  f.  Krümmungslinien  der  Developpabeln  102  tT  —  der  Flächen 
397,  speciell  zweiten  Grades  389  -—  der  Rotationsflächen  469,  472  — 
imaginäre  638  ^  bei  der  Inversion  542.    Krümmungsmittelpnnkte  der 
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Schraubenlinie 95.  Engel  als  Fläche  zweiten  Qrades  208,  240 f.,  318 f., 
322  —  aus  orthogonalen  Bündeln  844  f.  —  centralprojectivische  Be- 
handlung 250f.,  491  —  gemeinsame  za  vier  Netzen  264.  Eugelbüschel, 
Bündel  und  Netze  243  f.,  speciell  conische  245.  Kugel-  (resp.  Kreis) 
Conoid  407.    Eugeldurchdringungen  aus  hyperbolischen  für  rein  ima- 

Slnäre  Distanzen  2döf.  Kugeln  berührend  zu  vier  gegebenen  259  — 
üschel  und  Schaar  aus  zwei  391  —  doppelt  berührend  zn  einer  Fläche 
zweiten  Grades  240,  332,  334,  338  f.;  zu  einer  Cyklide  543  ~  einge- 
schrieben einer  Rotationsfläche  62,  471  ~  gleichwinklig  zu  Paaren  von 
Kugeln  resp.  zu  fünf  Kugeln  266  f. 

Lage,  perspectivische  der  gemeinsamen  Curve  und  Developpabeln  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades  376.    Leitcurve  einer  Kegelfläche  16 

—  einer  windschiefen  Re^elfläche  400  f.  Leitdeveloppable  einer  Re- 
gelfläche 400  f.    Lineare  Systeme  von  Kugeln  244  f. 

MaxLmalBtellen  der  Helligkeit  302,  498,  510,  612.  Maximum  der  Summe 
und  Minimum  der  Dinerenz  der  kleinsten  Halbsehnen  zweier  Kreise 
für  ihre  Aehnlichkeitspunkte  274.  Meridiane  (Meridiauberührungs- 
cylinder)  der  Rotationsflächen  204,  215,  33  t,  465  f.  —  der  Schraubungs- 
ffächen  460.    Mittelpunkt  der  Fläche  zweiten  Grades  205,  312,  316 

—  des  Keffels  15  —  des  Kugelreliefs  338  —  des  Querschnittes  und 
Querschnittbildes  yom  Kegel  zweiten  Grades,  Zus.  zu  p.  46.  Mittel- 
punktscurve  der  Flächen  zweiten  Grades  eines  Büschels  218,  360 f., 
389;  einer  Schaar  379.  Modellierung,  centrisch  collineare  der  Flä- 
chen zweiten  Grades  334  f.  —  collineare,  krummer  Flächen  533. 

Nabelpunkte  der  Flächen  393  f.,  538,  speciell  zweiten  Grades  333,  389. 
Näherungsconstructionen  bei  Gurven  5,  6.  Neigung  der  Schraubenlinie 
72.  Neix  von  Kugeln  244 f.  Niveaulinien  193.  Normale  einer  Fläche 
190  —  einer  Rotationsfläche  469. 

Normalen  eines  Kegelschnittes  221  f.,  223,  383  f.  --  parallel 
einer  Ebene  497  —  einer  Geraden  441,  498.  Normalenbüudel  einer 
krummen  Fläche  398,  408,  419,  434  f.  Normadenflächen,  developpable 
längs  Krümmuuffslinien  397  f.  Normalenkegel  der  Rotationsflächen 
54.  471.  Normalenparaboloid  einer  Regelfläche  291,  419.  N orm al- 
so nnitt  eines  Cy linders  34,  50  —  einer  Schraubungsfläche  460.  Null- 
kugel 319,  386,  535f. 

Ordnung  einer  Curve  4,  6  —  eines  Kegels  25  —  einer  krummen 
Fläche  189.    Orthogonales  Tripel  conjugierter  Durchmesser  332  f. 

—  im  Polarbündel  329.  Orthogonalität  319  —  und  Polarität  in 
Bezug  auf  die  Kugel  268.  Orthogonal  kr  eis,  reeller  203  —  rein 
imagmärer  206.    Orthogonalsystem  im  Bündel  319. 

Osculation,  zweipunktige  von  Regelflächen  420.  Osculationsebene 
einer  Raumcurve  9,  112  f.,  115.  Osculationsebenen  durch  einen  Punkt 
84,  86.  Osculierende  Fläche  zweiten  Grades  zu  einer  Fläche  für  einen 
Punft  892.  Osculierendes  Hyperboloid  der  Rotationsfläche  für  einen 
Parallelkreis  470  f.,  482.    Ovalen  des  Cartesius  187  f. 

Parabel  43  f.  Parabolische  Punkte  und  Curve  einer  Fläche  191,  394, 
471.  Parabohscher  Cylinder  230.  Parabolischer  Ast  einer  Curve  7, 
26,  34,  43,  112,  439. 

Paraboloid,  elliptisches  318  —  hyperbolisches  198,  276  f.,  282, 
285  f.,  334,  338  f.;  gleichseitiges  287,  420;  orthogonales  290  —  berüh- 
rendes einer  Regelfläche  längs  einer  Erzeugenden  419  —  der  Haupt- 
tangenten der8eu)en  432  —  der  Normalen  291 ,  419  f. ,  426.  Parallel- 
curve  eines  Kegelschnittes  383  f. ,  495.    Par^elepipede  auf  dem  ein- 
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fachen  Hyperboloid  278  f  ,  281.  Parallelkreise  nnd  Parallelkreisberühr* 
uDgskeg^el  der  Rotationsflächen  204,  215,  331,  455  f.  Farallelprojection, 
allgemeine  21,  35,  48,  304  f.,  321,  453  f.,  463.  Paraltelverschiebung 
486  f.,  531.  Parameter  des  wiodschiefea  Flächenelementes  423  f.,  428. 
Parasitische  Theile  einer  Carve  24,  402  —  einer  Developpabeln 
24,  403.  Pascal'sches  and  Brianchon'sches  Sechskaot  279,  309.  Pas- 
cal^sche  Schnecke  188.  Plücker's  Gleichungen  4.  Plücker-Cayley^s 
Gleichungen  186,  140.  Pol  einer  Ebene  309.  Polarebene  eines  Punktes 
307.  Polare benenbfindel  und  Büschel  eines  Punktes  und  einer  Punkt- 
reihe 308  f.,  360.  Polarcurve  einer  Ebene  360,  368.  Polarfläche  einer 
Ourve  99.  Polarhyperboloid  und  Polarlinie  einer  Geraden  360,  309  f. 
Polarität  der  Flächen  zweiten  Grades  52,  306-312;  der  Eugel  319. 
Polar-Reciprocität  308.  Polarsystem  308,  312  f.  Polartetraeder  siehe 
Quadrupel.  Polgerade  einer  Ebene  in  der  Schaar  379.  Potenzkreis 
210.  Potenzlinie  223 f.,  238,  253.  Potenzebene  242 f.,  252 f.  Princip 
für  Constrnction  der  Durchdringungen  28.  Projection  des  Punktes 
einer  Developpabeln  13,  92;  emer  Fläche  zweiten  Grades  325;  einer 
Regelfläche  440;  einer  Rotationsfläche  464;  im  einfachen  Hyperboloid 
299,  301:  im  hyperbolischen  Paraboloid  300  —  einer  Fläche  zweiten 
Grades  aus  einem  ihrer  Punkte  363  f.  —  einer  Raumcnrye  23.  Pro- 
jectivität  der  Kegelschnitte  und  Flächen  zweiten  Grades  von  Büschel 
und  Schaar  aus  zwei  solchen  163  f.,  390  f.  —  der  Reihen  und  Büschel 
von  Punkten  und  Tangentialebenen  einer  Regelfläche  284,  414  f.  — 
der  in  den  Erzeugenden  der  Regelflächen  durcn  ihre  Haupttangenten- 
curven  gebildeten  Reihen  432.  rrojicierender  Kegel  derCnrve  vierter 
Ordnung  erster  Art  364  f.  Punkte  einer  Gurve  1  —  höchste  und 
tiefste  476  —  hyperbolische  und  elliptische  einer  Fläche  191. 

(Quadrupel  harmonischer  Pole  etc.  153 f.,  171  f.,  307  —  als  Bestim- 
mungsmittel  der  Fläche  zweiten  Grades  311  f.,  316  —  gemeinsames 
von  zwei  Flächen  355,  362  —  Constrnction  aus  drei  Ecken  361  — 
aus  zwei  Ecken  oder  Flächen  152  f.,  167,  171,  183,  861,  379,  381  f.  — 
aus  einer  Ecke  335 f.,  361.  Quadratische  Systeme  von  Kreisen  und 
Kugeln  247  f. 

Querschnitt  der  Developpabeln  137f.,  144f.,  speciell  der  Kegel- 
fläche 27  f.,  30  f.,  33  f.,  36  f.,  57  f.,  46  f.,  49  f.  und  der  Schraubenfläche 
89 f.,  91,  140  ~  der  Flächen  zweiten  Grades  291  f.,  293 f.,  322  f., 
speciell  des  gleichseitigen  Rotationshyperboloides  213  f.  —  der  Regel- 
flächen  433  f.,  449  -  der  Rotationsflächen  474 f.,  478 f.  —  der  Schrau- 
bungsflächen  477  t-  der  topographischen  Flächen  194  f. 

Radicalaxe  etc.  siehe  Potenzlinie.  Raumcurven,  metrische  Eigenschaften 
94  f.  (sonst  siehe  Curve^  —  vierter  Ordnung  erster  Art  114  f.,  mit  ein, 
zwei,  drei  Symmetrieeoenen  lß6f.,  173f.,  177  f.,  183;  176  f.,  182  f. 
Realität  der  Elemente  des  gemeinsamen  Quadrupels  357,  361.  363. 
Reciprocalfiguren  372  t'.  Reciprocität  der  Curven  vierter  Ordnung 
mit  Spitze  171  f.  —  unter  den  Charakt-eren  der  Curven  und  Defelop- 
pabeln  141.  Reciproke  Bündel  345  —  Umformunir  53.1  Rectifi- 
cation  des  Kreises  65  —  durch  Abwickelung  12.  Rectificierende  De- 
veloppable  100,  103.  Reflexlicht  bei  paralleler  Beleuchtung  500.  Re- 
gelflächen 192,  400f. —  bestimmter  Grade  413f.  —  zweiten  Grades 
200  f.  —  dritten  Grades  445  —  454  —  in  Beziehung  zu  anderen  Gebilden 
440,  443;  441  f.,  443  f.  445  f.  Regionen  elliptischer  und  hvperbolischer 
Punkte  einer  Fläche  191.  Richtungskegel  der  Developpabeln  12, 
81,  84 f.,  86  —  der  Regelflachen  438.  Rotation  531  —  emer  Cnrve 
455  —  einer  Developpabeln  457.  Rotationscylinder  53,  durch  eine 
Ellipse  61.  Rotationsflächen  455  f.  —  zweiten  Grades  250,  277, 
331,  335,  341;  240,  341  f.,  350,  484,  491   ~  und  Developpable  473. 
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RotatioDshjperboloide  278^  294,  466;  speciell  gleichseitige  202  f.  Ro- 
tatioDskegel  60  t'.,  im  Büschel  219  f.  ^  durch  einen  Kegelschnitt  60 
—  durch  zwei  Kreise  einer  Kugel  266  —  einer  Fläche  zweiten  Grades 
umgeschrieben  888  f.  Eotations-Symmetrie  827 ,  632.  Rückkehrcurve 
einer  Developpabeln  91.  Rückkehr  erzeugende  einer  Develop- 
pabeln  26,  186,  143  f.;  402  f.;  486  —  einer  Regelfläche  402,  426  f. 
Rückkehrpunkt  einer  Curve  2,  10,  120,  136,  144. 

Säule,  gewundene  461.  Schaar  Ton  Curven  res}).  Flächen  zweiten  Grades 
876  f.  —  von  Confocalen  888.  Schablonenbildung  12.  Schattencon- 
struction  478.  Schattengrenze  und  Schattenraum  bei  Deve- 
loppabeln 22,  86  —  bei  krummen  Flächen  196,  316.  324',  ^77,  483, 
486  f.,  440,  446,  486  f.,  498,  618.  Scheitel  der  Ourven  vierter  Ord- 
nung erster  Art  170,  182  —  der  Flächen  zweiten  Grades  327,  829  — 
in  der  Abwickelung  des  Kegelquerschoittes  66,  71.  Scheite  Iberühr- 
ungskuffel  230.  Schlagschatten  auf  Flächen  360,  448  f.,  614  — 
einer  1« lache  auf  sich  selbst  196,  614  f.,  617.  Schliessungsproblem 
216.    Schmiegungskugel  einer  Curve  11,   16,  74,  99.    Schnabelspitze 

8,  14  f.,  146.  Schnittpunkte  der  geraden  Linie  mit  Develop- 
pabebi  21,  92  —  mit  krummen  Flächen  809  f.,  326,  440 f.,  496  f. 
Schnittpunkte  der  krummen  Linie  mit  einer  Ebene  18  —  mife 
ihrem  Krümmunffskreis  26,  ihrer  Tangente  26  —  mit  einer  Fläche 
802.  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  627  f.  Schraubenflächen  404  f., 
409,  420,  484,  437,  439,  469.  Schraubenlinie  71  f.,  74,  76  f.,  78, 
80,  82  f.,  96,  103,  444.  Schraubung  629.  Schraubungsflächen  469, 
464^  466,  469,  483,  487,  610  f.  Serpentine  461,  497.  Singulare 
Curven  krummer  Flächen  199  —  Erzeugende  der  Re^elflächen  402  f., 
436  —  Punkte  im  Umriss  der  Rotationsflächen  490  1.,  496.  Singu- 
laritäten der  ebenen  Curven  2,  26  —  der  Kegel  26  —  der  Raum- 
curven  und  Developpabeln  10  f.,  14  f.,  26  f.,  142  —  im  Querschnitt  der 
Developpabeln  90  f  Sinusoide  71.  Sphärik  260.  Sphärische  Curve 
103  i.  —  Kreise  266  f.,  269  —  Kegelschnitte  270.  Spitze  im  Bild 
einer  Curve  88  f.,  146,  180  —  in  emer  Curve  120  f.,  122.  Spur  von 
Developpabeln  10,  19,  30,  76  f.,  137  f.,  142,  186,  872  f.;  für  besondere 
Lagen  116  f.,  144  f.,  147  f.,  186,  362  f.  ~  von  Regelflächen  280,  298, 
438.  Stationäre  Elemente  von  Curven  und  Developpabeln-  8,  10,  14  f., 
73,  98,  108  f.,  160  f.  Stereographische  Projection  260  f.,  361.  Stric- 
tionslinie  der  Fläche  der  Binormalen  108  —  einer  Regelfläche  291, 
428,  427  f.  Symmetrien,  involutorische,  der  Flächen  zweiten  Grades 
316  f.,  326,  381  —  der  ffemeinsamen  Curven  und  Developpabeln  der- 
selben 864  f.,  376  f.  —  der  Querschnitte  von  Rotationsflächen  476  — 
der  Tangentenkegel  etc.  481,  486.  Symmetrielinien  und  -Punkte  von 
Curven  derselben  Ebene  384. 

Tangenten  ebener  Curven  1,  3,  10,  26,  79,  138,  140,  232,  234,  320,  483, 
474  f.  —  gewundener  Curven  9,  86,  106,  117,  624;  der  Schattengrenze 
482;  der  Transformierten  durch  Abwickelung  64  —  krummer  Flächen 
190,  speciell  conjugierte  393.  Tangentenfläche  der  Curve  8.  Tangen- 
tial- und  Polarebene  308.    Tangentialebenen  einer  Developpabeln 

9,  22,  61  f.,  63,  84  f.,  118  —  einer  krummen  Fläche  190,  194,  401, 
460,  467  f.,  483;  speciell  stationäre  192,  394  —  durch  eine  Gerade  196, 
298,  309  f.,  440,  496  —  gemeinsam  mit  einem  Kegel  302,  616  —  mit 
einer  oder  zwei  anderen  620  f. ,  627  f.  Tangentiaiebenenbüschel  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  durch  Tangente  oder  Bisekante  173,  386. 
Topographische  Fläche  192f.,  197 f.  Torsionswinkel  8.  Torus  471,  481  f., 
494 f.,  617,  623^  643.  Transformation  durch  Abwickelung  63,  104; 
durch  redproke  Radien  siehe  Inversion.  Translation  631.  Trans- 
versalen zu  vier  Geraden  300  —  zu  drei  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitt 302. 
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Trirectangnläre  Ecken,  perspectiyische  in  persp.  coUinearen  Bün- 
deln 289.    Typen  der  -windschiefen  Begelflächen  408  f. 

Uebersicht  der  Probleme  bezüglich  knunmer  Flächen  472  f.  ümlegung 
der  Kegelquerschnitte  in  die  Bildebene  47.  umrisse  der  Developpabeln 
22f ,  55f.,  85  —  der  Fl&chen  zweiten  Grades  210,  281,  293f.,  325,  851, 
491  f.,  der  Flächen  des  Büschels  865 f.  —  krummer  Flächen  anderer 
Art  196,  488,  486f.,  465f.,  488,  487f.,  490f.  ~  und  Focalcurren  60,  888, 
541.  Undulation  bei  ebenen  Curven  und  bei  Kegeln  145.  Unendliche 
Aeste  der  Gurven  7,  26,  29,  108,  112  —  der  Curyenbilder  110,  112. 
Unveränderlichkeit  des  Krümmungsradius  bei  Abwickelung  mit  der 
Tangentenfläche  15,  70. 

Yerändernng  des  Krümmungsradius  durch  Abwickelung  69.  Verbind- 
ungsebene der  Bisekanten  einer  Gurve  vierter  Ordnung  erster  Art  aus 
einem  Punkte  149 f.,  860,  864.  Vereinigung  von  Singularitäten  einer 
Gurve  14f.,  88,  145,  148  Zusatz. 

Verschwindungslinie  eines  Kegels  20,  eines  Hyperboloides  282. 
Verschwindungspunkte  einer  Gurve  40  f.  Vielfachheit  der  Leitcurven 
und  Developpabeln  401  f.  Vierpunktig  berührende  Kegelschnitte  zu 
Kreisen  280  L  Vierseite,  windschiefe  201,  280,  282,  289.  Vis  St.  Gilles 
461.    Volumengleichheit  der  Parallelepipede  eines  Hyperboloides  281. 

Wechselsehnen  und  Wechselschnitte  211.  V\^indschiefes  Flächenelement 
426f.  Winkelschnittprobleme  der  Kreise  und  Kugeln  224 f., 249, 
255  —  der  Kreise  auf  der  Kugel  270f.  Wölbfläche  des  Einganges 
in  den  runden  Thurm  404 f.,  421,  440,  528  —  des  schiefen  Durch- 
ganges 410,  417,  484,  489. 

Zerfallen  der  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Art  128  f.,  128  f.,  180, 
862  —  der  Mittelpunktscurve  des  Büschels  861.  Zwei  Schrauben- 
linien mit  ffemeinsamen  Hauptnormalen  108  —  Tripel  eines  Polar- 
Systems  296  f. 
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